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Prologo

En ei presente libro, sus autorss tatan los fundamentos bdsicos de! andlisis de
circuitos partiendo de conceptos ifsicos sencillos, de forma tal, que no es necesa-
tio que el fector posea conocimientos previos sobre ¢l tema, sino solamente los de
fisica y matemdtica corriente en ios primeros aftos de estudio de ingenieria.

Los temas estdn bien tratados. desarrollados y ejemplificados con problemas de
aplicacion bien elegidos, resultando por io tanto de fdcil comprensitn al lector,
permitiéndole asi manejar con soltura el analisis bisico de los circuitos. La obra
sirve adecuadamente como fexto para un primer ¢urso de Teoria de Circuitos v ca-
pacita al estudiante para encarar ¢! estedio de un curso avanzado de circuitos.

Uno de los propdsitos de este libro es el empleo de los métodas de ataque mo-
dernos, desde el punto de vista matemdtico, parz el tratamiento de los problemas
que plantea el andlisis de circuitos. Con ello se pretende lograr una preparacitn
adecuada del estudiante en el tema.

El enfoque que s¢ da a Ias funciones de transferencia en régimen sinusoidal y su
representacidn por medio de diagramas de Bode es aceriado, pues su aplicacién ya
es corriente en el estudio de los circuitos electrénicos. Asimismo, Ia introduccion
de los conceptos de polos y ceros de las funciones circuitales, como asi también el
de frecuencia complefa en la respuesta de los cirenitos, conduce a una compren-
sion mas general y amplia del comportarmiento de los mismos,

Resulia interesante la introduccion de tos conceptos fundamentales de la teoria
de los cuadripolos lineales, en un primer curso de circuitos, pues asi el lector saca-
ra mas provecho de su aplicacidn en estudios posteriores. _ \

El Bibro se adapta perfectamente a los programas de los Cursos de Teoria de
Circuitos de la carrera Ingenierfa Elecironica que se dicta en la Universidad Tec-
nolégica Nacional,

ing. Juan Manue] Barcaia






Prefacio

Esta obra estd destinada a quienes desean adquirir una solida formacion bésica
en andlisis de circuitos eléctricos, con el fin de encarar estudios posteriores de -
genieria Electronica o Eléctrica.
© Bl desarroto del libro estd planificado para su utilizacidn en un primer curso de
Teoria de los Circuitos, Es por ello que resuita admisible un conocimiento practi-
camente nulo del anilisis de circuitos.

Solo se requieren los conocintientos de Fisica y Matemadticas inctuidos en los
ciclos bdsicos de las carreras de Ingenierfa. Los problemas se estudian de lo par-
ticular a los general, pero partiendo siempre de concepiualizaciones en las que se
definen claramente las limifaciones de cada método,

Esto es, se ha buscado compatibilizar el rigor matemdtico con el anilisis con-
ceptual y el desarrolio diddctico,

El contenide de esta obra, ha sido ensayado y perfeccionado durame mas de
20 afos en los cursas de Teorra de los Circuitos de la carrera de Ingenierta Eléctro-
nica de la Facultad Regional Buenos Aires de fa Universidad Tecnoldgica Nacio-
nal. Es por etlo que los autores quedan reconocidos a Jos docentes y alumnos de
dicha cdtedra, con quienes analizaron y d}scutmmn dicho material, permitiendo
su sucesive mejoramiento.

8¢ ha traiado de presentar todos los temas con uma mtroducmon concepiual,
para luego desarroliar métodos generales de anilisis que puedan ser aplicados por
tos que recién se inician en el tema, sin las dudas e inseguridades propias de un
conocimiento parcial. Los ejemplos eleg;dos corresponden, en lo posible a casos
pricticos de frecuentze aplicacion.

En sintesis, se ha buscadoJograr que al concluir el estudio de este libro se posea:

a} Un solido conocimiento de los conceptos asociados a cada variable, pardme-

iro o factor.

b) Una segura aplicacion de los metodos de resofucion de mrcunos como he-

rramienta operativa,

¢} Una formacién metodoldgica adecuada para el trabajo en Ingenieria Electro-
nica y Eléctrica.

d} El conocimiento det comportamiento y las prmmpaies propiedades de los -
cirenitos de uso mas frecuente en la practica.

Por otra parte, se ha buscado la autoconsistencia de este texto, efectuando
revisiones o introducciones de fos temas de andlisis matemadtico necesarios, inme-
diatamente antes de su aplicacién, Se han incluido también practicamente todas jas
demostraciones inherentes a Jos temas de 1a Teoria de Jos Circuitos abarcados, De -
este modo, el material presentado resulta particularmente apio para estudiantes
universitarios que dispongan de poco tiempo o medios para recopilar el material
adictonal de referencia, asi como para avtodidactas © docentes que tengan 2 sy

. casge cursos similares,
. La division de la obra en dos tomos ha de facilitar la consulta de la misma. El
primer tome abarca os capitulos 1 a9; el segundo, los enumerados dei 10 al 17.



Cada capitule comienza con una introduccion donde se plantean los abjetivos
del mismo y se comentan los principales temas a tratar. Luego se desarrolfan dichos
temas y se introducen ejemplos aclaratorios . Finalmente se incluyen algunos pro-
blemas resueltos v se proponen otros con sus resuitados.

Los primeros cinco capitulos se desarrollan en ¢l dominio del tiempo, donde los
problemas conducen al empleo de ecuaciones diferenciales que se resuelven por
métodos clisicos. Se considera que el estudio de estos capitulos, da seguridad al
lector, por tratarse de un campo mds cercano a sus experiencias y conocimientos
intuitives. Una vez afirmados los conceptos bésicos se introducen en los capitulos
6 y 7 las ideas fundamentales de los métodos de transformacidn, Se inicia el ana-
lisis en el dominio de la frecuencia; dado que esto se hace para el régimen perma-
ntente de los circuitos excitados por sefiales senoidales, 1os conceptos resultan facil-
mente comprensibles ¥ se preparan las bases para las sucesivas generalizaciones
que se presenian en los capriulos posteriores. En el capitule 8 se estudian los Ju-
gares geométricos de las variables complejas asociadas a los circuitos en régimen
permanente senoidal, en los que varya alghn pardmetro o la frecuencia.

Ampliando los conceptos introducidos en los capitulos 6 y 7, mediante el uso

de la Serie de Fourier. en el capitulo 9 se estudia la respuesta de fos circuitos exci-
tados por sefiales poliarmonicas, en régirnen permanente.
En los capitulos 0 ¥ 11 se peneraliza la aplicacion de los métodos de transforma-
cién mediante la infroduccidn de la transformacion de Laplace, que permite ex-
tender la metodologia al régimen transitforio y sefiales de eXcitacion aperiodicas o
impulsivas, trabajando en e} dominio de frecuencia compleja.

Se remarca entonces la simnifitud operativa con los procedimientos aplicados en
los capitulos 6 y 7. Asimismo se introducen los métodos de analisis con polos y -
ceros, mostrandolarelacion conlasintesis de circuitos. Se completa elcapitulo 11 con
las respuestas asintoticas de Bode.

La aitima parte estd dedicada a la aplicacién de los métodos de transformacion
v la utilizacion de los teoremas de los circuitos y los métodos de resolucién
sistematica.

En el capitulo 12 se estudia la resonancia en circuitos simples.

En el caprtulo I3 se introduce Ia topologia de circuites y los métodos de re-
solucidn sistemdtica,

Er el capitule 14 se presentan los teoremas de los circuitos y sus aplicaciones.

El capitulo 15 se dedica a la teoria de los cuadripolos lineales.

En el capitulo 16 se definen ios circujtos acoplados inductivamente mostran-
do las diversas formas en que se los puede resolver y sus circuitos equivalentes,
Como aplicacién se estudian las respuestas de frecuencia de los transformadores
con acoplamrento débil doble sintonizados y los transformadores con acoplamien-
to ferromagnético.

Finalmente, en el capitulo 17 se plantean las ideas bdsicas sobre ¢l régimen per-
tnanente en los circuitos trifdsicos,

Mucho agradecemos a todos los que han coniribuido a Ia concrecién de este
libro; en especial a los Editores del mismo, por su permanente apoyo; al Sr. Miguel
A. Riera por ta dedicacion y talento volcados en la confeccion de los dibujos,

Finalmente, en nuestro agradecimiento, merece especial mencién el reconoci-
miento a nuesiros seres queridos, por su inestimable estimule y comprension, sin
los cuales hubiera sido uniposible la realizacién de este libro.

LOS AUTORES
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capitulo 1

Fundamentos de la teoria
de los
modelos circuitales idealizados

1.1. Introduccion

Se iniciaréd el planteo general del problema suponiendo que allector le son co-
nocidos los concepros cldsicos, impartidas en ilos cursos de fisica de nivel univer-
sitario, sobre campos eléctricos v magnéticos.

Es sabido que, desde la alimentacidn de los equipos eléctricos hasta el procesa-
mienio y trasmision de la inteligencia a través de las sefiales mds complicadas, son
formas de intercambic energético relacionadas con la existencia de campos elec-
tromagnéticos.

La solucidn de los problemas mencionados, en base ala teor:a del campo elec-
tromagnético, implica resolver las ecuaciones diferenciales del mismo, para las
condiciones de contorno existentes. Una vez logrado esto,se dispone de las distri-
buciones espaciales v temporales de [os vectores infensidad de campo eléetrico

F ¥y magnético 7. Finalmente, ¢l conocimiento de dichas funciones pemmite
hallar los intercarubios energéticos. Pero es de hacer notar que, come las fun-
ciones halladas dan la imagen punto a punto de lo que acontece en el espacio en
estudio, normalmente deben integrarse los resuitados para conocer los efectos
globales

La soluciér rigurosa de los problemas eleétricos, con la metodologia anterior-
mente descripta, es practicamente irrealizable con las herramientas matematicas
de que se dispone en la actualidad. No obstante, puede llegarse a resultados muy
aproximados, introduciendo k:potes:s s:mphﬁcanvas respecto de la geometria
{condiciones de contorno). Aun as{ la metodologfa es sumamente laboriosa, por
io que sblo se la utiliza para resolver aquellos problemas que no pueden encararse
de otra manera.

Afortunadamente, hay una gran cantidad de casos que pueden ser atacados
reduciendo el problema real a un circuito equivalenie, constituido exclusivamente
por elementos idegles, cuyo comportamiento conjunto s suficientemente aproxi-
mado af del esquema real dado. Dicho de otra manera, el circuito idealizadd es un

“modelo matemdtico, que no constituye la realidad Fisica, pero “todo pasa como
57 asf fuera, v es posible hallar las soluciones cuantitativas buscadas.

La metodologia mencionads en Gitimo término se denomina “Teoria de los

maodelos cirenitales idealizados”, o mas simplemente “Teoria de Circuitos™.
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Q}orz}}o es%de suponer, en la teoria de circuitos o se trabaja con los vectores

E, D, Hy B que dan la imagen puntual, sino que s¢ emplean como variables la
tension (o diferencia de potencial) y la corriente, que dan e efecto integrado y
son facilmente medibles. Como estas variables son funciones del tiempo, pero no
de las coordenadas espaciales, es evidente que a2 teorfa de circuitos permite calcu-
lar los efectos integrados de [os intercambios e:nergéticos, pero no hallar Iz imagen
punto a punio. '

Se debe ahora definir su campo de aplicacion, Bs claro que toda teoria es apli-
cable mientras se mantenga la validez de 1as hip6tesis establecid as para desarrollar-
Ja. La mencionada teorfa de los modelos circuitales idealizados sélo es aplicable a
tos problemas en los que o radiecion distribuidy de energie, en forma de ondas
electromagnéticas, es despreciable frente a los otros infercambios energéticos pre-
sentes {se desecha el case de radiacion distribuida para no considerar el proceso
punto a punto, y llegar asf a una metodologia de resolucion simpie). ]

Esta condicion conduce a lo siguiente: la teorfa de circuitos es aplicable a
aqueilos problemas en los que las dimensiones fisicas del esquema real son consi-
derablemente menores que la longitud de onda de los campos electromagnéticos
establecidos. Pero por suerte, 1a condicion o es muy restrictiva, pues para un es-
quema real cuya dimensién mixima sea inferior a un metro, esta limitacién co-
mienza a hacerse notar para campos en los que el seniide de los vectores cavac-
teristicos se invierten algunos cientos de millones de veces por segundo, siendo
despreciable para log que varian mas lentamente,

sl omesewo 11N
CIRCUITAL
Amyy (1] 4 Baygylt) MODELO Ary{v]+Bralt]
———C——— | S Y
- CIRCIITAL
' b moseLe ¢ 2]
CIRCUITAL
Fig. 1.}

Establecido ya el campo de aplicacifn, se retomard 1z idea def planteo def pro-
blema, En la teoria de los modelos circuitales idealizados, el problema rea] es
reemplazado por un esquema de célculo, compuesto por una serie de elementos de
circuito ideales. Cada uno de estos efementos de circuito reproduce un dado aspec-
to del intercambio energético. Aun cuando en el problema real, una parte del
proceso energético abarque una zona relativamenie extensa del espacio, en el mo-
delo circuital idealizado se la supone “concentrada” en el elemento de circuito
que fe corresponde, De ahi su denominiacion de teoria de circuitos de constantes
concentrgdas, que seé asigna a esta forma de encarar los problemas eléctricos,
donde en el esquemy idealizado no intervienen las coordenadas espaciales.

Interesa ahora acotar el tipo de modelo circuital a tratar. Se dice que un mode-
1o circuital es lineal, cuando su comportamiento satisface el principio de superpo-
sicidn. Esto es, tal como se ilustra en la Fig. 1.1, si al aplicar por separado dos
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excitaciones exy (rj ¥ €xz {t} 2 un modelo circuital, se obtienen dos respuestas
ry {t) ¥ ra (t}, respectivamente, se dice que el circuito es lineal, siempre que, ala
excitacibn Aex, (1) + Bex, (1}, 1e comesponda la respuesta Ary () + Bry (1), cua-
lesquiera sean las excitaciones €y (1) y eya (1)

Considérese ahora un modelo circuital idealizado al que, al aplicarle una exci-
tacién ey () le corresponde una respuesta r {£). Se dice que dicho modelo es in-
varignte en el fiempo, si al aplicarle la excitacién demorada o adelantada, ey (; 7
T), se obtiene la respuesta antetior, demorada o adelantada r{t ¥ T/, segiin corres-
ponda. En la Fig. 1.2 se efemplifica para un caso de demora.

e 1) ritd

qi L woosw i) :
smouitaL ™ b

i

[

o di-T} ’ ru-T}

e i"-TH wopELO 1=l
QRCWITAL T

Sn T T+Ta 0_ T - T
Fig. 1.2
A la luz de estas particuiaridadse.s, es importante destacar que en este texto se

estudiaran los modelos circuifales jdealizados de constantes concentradas, linea-
les, e invariantes en ¢l tiempo. '

. extrraciom| wopelo | mEsFuEsT2
15} p————-
ANALISE ¢ =" ciacuiTaL
TEDRIA .
3
CIRCULTOS {
- EXLTACIOH MODELD RESPUESTA
ANT s 1 e il
swTesls SIS TTLg MORRLe.
i
\ i

Fig. 1.3

Acotado el tipe de modelo a tratar, es oportuno mencionar que los tipos de
problemas que resuelve la teoria de circuitos, pueden ser agrupados en dos grandes
dreas: el gnalisis v 1a sintesis de circujros. ’

En todos los problemas de apjtisis, dada Ia excitacién, o partes del esquema en .
los que éste recibe energia, ¥ ¢l modelo circuital, se trata de hallar el comporta-
miento o respuesta det circuito, '

En los problemas de sintesis, dada la excitacion aplicada y la respuesta que se
desea obtener, se trata de hallar el circuito que permite lograrta. Enla Fig. 1.3 se
resumen los tipos de problemas mencionados,
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Es oportuno aclarar que en este texto se estudiars la primera parte del andlisis
de circuitos, El desarrollo de dicho andlisis de circuitos serd efectuado de acuerdo
con la sigujente secuencia;

a) Se clasificardn las distintas formas de almacenamiento e intercambio de

energia presenies en 1os probiemas eiéciricos reales.

b} Se definird un elemento de circuito ideal que representa a cada una de esas
formas de intercambio de energia.

¢} Se enunciardn las reglas para la interconexion de los elementos de circuito,
Hegando a los modelos circuitales idealizados.

d) Se haliardn las leyes basicas que vinculan a las tensiones ¥ corrientes de un
modelo circuital 1deahzado a partir de las propiedades que surjan de la for-
ma en que se lo definis,

¢) Se resolverdn las ecuaciones que surjan de la aplicacién de las leyes mencio-
nadas en d), hallando las variables desconocidas en funcion de los datos.

f) Se desarrollarin métodos més eficaces para el planteo y solucion de las ecua-
ciones de los circuitos.

g) Una vez gue se disponga de los métodos elcientes mencionados en §}, se los
aplicard a una gran cantidad de problemas tipicos, con el fin de adquiric ex-
periencia en su empleo. asi como informacion y famlhanzacmn sobre el
comportamiento de [os mismos.

De zhora en adelante se procederd de acuerdo ¢on la secuencia mdncada

1.2 Int. cambios energéticos

Se clasificardn ahora las distintas formas en que se almacena o intercambia Ia’
energia en fos problemas eléctricos reales.

Considérese un prodlema eléctrico cualquiera, tal como a Huminacién de un
aula, o un sistema de amplificactén ¢ irradiacion de sonido. En general, en estos
tramos de circuito real pueden idemtificarse prontamente dos tipos de comporta-
miento bien diferenciados:

2) Partes en las cuales se almacena, se intercambia o se cede energia al me-
dio. Estos tramos de cireuito se comportan como consumidores de ener-
gia y se llaman pasivos. Con mds precision, se dice que un ¢ircuito o tra-
mo de circuiio es pasivo, cuando recibe una energia no negativa para
una excitacion arbitraria y no existen en él tensiones yfo corrientes, an-
tes de gue ésta sea aplicada.

b) Partes en las cuales se invecta energia al sistema. Estos tramos del es-
quema se comportan como fuentes de energia y se denominan activos.

Se analizard con més detalle Ia clasificacion anterior.

a) Tramos pasivos _

Observando detalladamente los procesos energéticos que se desarrollan en dichos
tramos, s¢ encuentra que éstos pueden ordenarse como:

a.1} Irrevéisibles: estos fendmenos de intercambio energético son los que
corresponden a la trasfornuacion de la energia electromagnética de
una zona localizada de!l esquema, hacia otras formas de energfa (térmi-
‘¢a, mecdnica, quimica, luminica, actistica, etc)cedldos definitivamente
al medio. Notese 1a exclusion de radiacion de energia efectromagnéti-
ca en forma distribuida por parte del esquema, ya que ha de ser des
preciable para que {a tcorja sea valida.
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a.2) Reversibles: estos intercambios energéticos son aquellos en los quela
energia es almacenada o intercambiada dentro del esquema eléctrico,
sin cederla al medio yconservandosiempre su cardcter electromagnéti-
co. Estos intercambios energéticos pueden ser divididos en:

a.2.1 }Asociados al campo eléetrico, donde se trata de almacenamiento de
energia en forma potenciat, :
a.2.2)Asociados al campo magnético, donde se presentan dos variantes:
a.2,2.1) El almacenamiento de energia en forma electrocinética.
2.2.2.2) La trasferencia de energia de una parte a otra del esquema a
través del campeo magnético.

Resulta claro que, en los procesos reversibles, la energia eléctrica (potencial)
puede transformarse total o parcialmente en magnética (cinética) o viceversa, o
bien ser devuelfa a la fuente.

b} Tramos activos .

Para estudiar las variantes posibles respecto a estos tramos, se recuerda la ex-
presién de 1a potencia eléctrica intantanea (o intensidad del proceso de transferen-
cia de energia}, en funcion de la tengidn v la corriente Peiy = V)t ipy donde tor
das las variables son funciones reales def tismpo,

La expresién indica que 1a energia puede ser transferida, ya sea imponiendo la
tension en la parte del esquema donde se [a inyecta, o bien fijando {a corriente. En
ambos casos, la variable restante tendra un valor establecido conjuntamente por la
fuente de energia en cuestion y ¢l resto del esquema.

En consecuencia habré dos variantes posibles para los tramos activos;

b.1) Aquelios que imponen |a tension.

b.2) Aquellos que imponen la corviente,

Conocidos los infercambios energéticos, se pasard a definir los elementos de cir-
cuito necesarios para caracterizarlos,

1.3 Elementos de circuito idealizados necesarios para describir los fenémenos
eléctricos reales, :

Teniendo en cuenta fa clasificacién presentada en el pardgrafo 1.2, se puede
asignar un elemento idealizado de circuito para cada unc de los intercambios ener-
géticos descriptos, pudiendo con ellos construir los modelos circuitales idealiza-
dos.

a} Flementos de circuito pasivos

a.1} Resistor: caracterizante de los intercambios energéticos irreversibles.

a.2) Capacitor; representante de los procescs energéticos reversibles asocia-
dos al campo eléctrico.

a.3) Inductor: representante de los procesos energéticos reversibles asocia-
dos al campo magnético, en forma de ajmacenamiento de energia electrocinética.

a.4) Inductor mufuo: caracierjzante de Jos procesos energéticos reversibles
asociados al campe magnético, referente a la transferencia de energia de una parte
a otra del esquema eléctrico. El resistor, el capacitor y el inductor, son elementos
circuitales de dos terminales. El inductor mutuo requiere un modelo de tres ¢
¢uatro terminales para su caracterizzeidn.

b) Elementos de circuito activos .

b.1)Generador ideal de tensisn: caracterizante de aquellos tramos que im-
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nen la teiision. S T '
b.2)Generador ideal de cotriente: represeptante de aquellos trames que im- -
ponen la corriente, '
Definidos ya los elementos de circuito, serdn estudiados en detalle cada uno
de ellos.

14 Elementos de circuito pasivos

£.4.1) Resistor: Es el elemento de circuito ideal que caracteriza la conversion
de energia eléctrica a otras formas de energia en forma irreversible. En conse-
cuencia, en un resistor ideal no existe almacenamiento de cargas ni concatenacidn
de campo magnético,

Su pardmetro cuantitativo asociado es la resistenciz, simbolizada por R, En tér-
minos energéticos puede definirse como ¢l cociente entre la potencia que se disk-
pa en el resistor ¥ el cuadrado de Ia corriente que lo atraviesa. Dicho cociente re-
sulta igual a la refacidn entre tension y corriente tal como se muestra en fa Bcf1.1).

R o Y < constante {1.1)
' SR § _
F
donde se consideraron valores reales constantes; R = T conoce como Ley de
Chim '

Noétese en la Ecf1.1)la igualacién a constante para cumplir con la condicion de

linfasiidad. La representacion grifica de dicha ecuaciéon conduce a las Figs. 1.4

A

Fig.14 Fig. 1.5 Fig. 1.6

"De la Fig. 1.4 se desprende gue

escala PP

R = tya
. : escala I?
De la Fig, 1.5 se deduce que

R = g escala ¥
escala /
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Fl simbolo del resistor se muestra en ia Fig. 1.6. Ndtese en la misma ¢ sentido
de referencia de la tensidn, que es ¢l sentido patrdn adoptado para computar el
signo de la diferencia de potencial existente entre los extremos del resistor, Se in-
terpreta que en el extremo de la flecha (cuspide) hay un potencial mayor, v en ¢l
origen de la misma un potencial menor. Si la tensién aplicada tiene un sentido
coincidente con el de la referencia se dird que es positiva, de o contrario se
computard como negativa,

La flecha para la corriente indica también el sentido adoptado, y naturalments,
corresponde al sentido de circuiacidn de cargas positivas. Para los sentidos indica-
dos anteriormente, las relgciones entre tension y corriente en funcidn del tiempo
resuitan:

vt} = R+ i{t} (1.2}

i(t) = -

LIy {1.3)
R .

{.4.2) Capacitor: Esel elemento de circuito ideal que caracteriza el almacena.
miento de energia en forma potencial a través del campo eféctrico. En consecuen-
cia, en un capacitor ideal no existe disipacién de energiz ni concatenacidn de cam-
po Magnético, '

Su pardmetro cuantitativo asociado es la capacitancia, simbolizada por € .

En términos energéticos puede definirse cemo el cociente entre dos veces la
energiz almacenada y e} cuadrado de la tensién en bornes del capacitor. Dicho co-
ciente resuita igual a la relacién entre carga eléctrica y tensitn, tal como se mues-
tra en la Be. (1 4), -

C = 2W - Q . constante (1.49)
v vV
La fguaiacidn a constante tiene el mismo sentido que para el resistor.
La representacién grdfica de la Ec{1.4)conduce a las Figs, 1.7y 1.8.
De la Fig. 1.7 se desprende que,

C = gy escala 2 W,
' "7 escala V2

ZWe vl

Fig. 1.7 _ Fig. 1.8 Fig. 1.9
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De la Fig. 1.8 se deduce gue,

C = tgé escala Q
escala IV

El simbolo del capacitor se muestra en la Fig. 1.9, v los sentidos de referencia
indicados tienen el mismo sighificado que en el resistor.

Se buscardn ahora, ks relaciones entre las variables tension y corriente. Se sabe
que la corriente instantdnea resulta de la velocidad de variacién de la carga respec-
- to del tiempo:

daft
it = %Q
dt

pero de la Ec{1.4) para las magnitudes variables en el tiempo se tiene:
R afty=C - v(t)

que reemplazada en la anterior resulta:

ife) = _df___vfi) como C = constante
dr :
' drvft) - '
) = .- . 1'
ift} C & {1.5) .

LaEc{1.5)expresa la relacién eritre corriente y tensién enun capacitor. Operan-
do de la mistna resulta:

dvft) - "(l,_ . ify) ar

integrando 1a Sltima expresion tomando como limites -~ <@ v f; y desdoblando la
integral se obtiene, considerando ademds C constante,

0]
vit) = _!C_Li(r} de 4 %I tz‘{r} dr

]

1
C
t¢ en el capacitor para ef tiempo ¢ = 0 de referencia, en consecuencia:

] : . o
la expresién j- ift}dt =Yy puede interpretarse como 12 tension existen-
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t .
i_ 1 f
pm:“(? ift) dt-+ Ve | {(1.6)
0 .

La Ec. 1.6 express la relacidn entre tensidn y corriente en un capacitor.

143} Inductor: Es e} elemento de circuito ideal que caracteriza el almacena-
miento de energfa a través del campo magnético. Por to tanto en un inductor idea
no existe disipacién de energfa ni almacenamiento de cargas.

Su pardmetro cuantitativo asociado es la inductancia, simbolizada por L.

En términos energéticos puede definirse como el cociente entre dos veces la
energia almacenada y el cuadrado de la corriente que atraviesa el inductor. El co-
ciente mencionado resulta igual a Ja relacién entre el flujo concatenado y la
corriente, tal como se muestra en la Ec(1.7):

L = —== = constante 1.7

La jgualacidn a constante tiene el mismo significado que para el resistor.
La representacién grdfica de la Ec.(1.7) conduce a tas Figs. 1.10y 1.11.
Dela Fig, 1.10 se desprende que: _
L= g AW,

escala /

2w, de

N S

_ Fig. 1.10 Fig. 111 Fig. 1.12

De la Fig. 1.11 se deduce que:

L = tge 85€ escalaq;c
escaia J
El simbolo del inductor se muestra en la Fig. 1,12 v los sentidos de referen-

cia indicados tienen el mismo significado que en el resistor.
Se buscardn ahors, ias relaciones entre las variables tension y comenre Se co-
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noce la tensién instantdnea que resulta de la velocidad de variacién del flujo con-
catenado respecto del tiempo: .

d Pyt

t) =
M=y

pero de la Ec. {1.7) para magnitudes variables en el tiempo se tiene:
$efr) = L+ ift)

que reemplazada en la anterior resulta:

vt} = d L 2 como L = constante

dr
d ift)

= (18
dt

‘J}f‘r) = L .

La Ecf1.8)expresa la relacién entre tensién y corriente en un inductor, Operan-
do 13 misma resulta:

dift) = 3}; vit} - de

es integrada la Ultima expresién tomando como limites —eo y ¢; desdoblando lain-
tegral v considerande ademds C constante se obtiene:

0 R
t

ift}] = —lz-fvrt)-dt + _IL_S' vit). dt
oo 0

0
la expresion mLf viepdr = ipgp-p  puede interpretarse como la corriente
L —

existente en el inductor antes del ¢ = 0 de referencia; en consecuencia,

1
i) = -f—f vy o de + ipgg (1.9)
0

&

La Fc{1.9Yexpresa la relacion entre 1a corriente v la tension en un inductor,

1.4.4)) Inductor mutuo: Debido a la importancia y particularidades de este
elemento pasivo, se lo estudiard separadamente en el Cap. 16: Circuitos Acopludos
Electrormagnéticamente .

En la Fig. 1.13 se muestra un cuadro resumen referente a los elementos pasivos
estudiados.
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1.5 Elementos de circuito activos

1.5.1} Generador ideal de tension: Es ¢l elemento circuital que impone entre
dos puntos de un circuito eléctrica el valor de la tensidn, ya sea ésta constante o
variable segin una ley preestabiecida con independencia del circuito conectado a
sus bomes.

Su simbolo se muestra en la Fig, 1,14, Nétese en la misma que no se da el senti-
do de referencia para la corriente, pues la relacion entre V, f no dependera exclu-
sivantente del generador, sino de lo que se conecte en sus bornes. En el caso que ¢l

Fig. 1.15

Fig. 1.14

circuito conectado al generador sea por ejemplo pasivo, tal como se muestra en Iz
Fig. 1.15, es claro que en ¢l generador el sentido de F coincide con el de /; mien-
tras que en ¢l elemento pasive son opuestos. Normalmente, los elementos que en-
tregan energia tienen sentidos de referencia para Ve [ coincidentes, mientras que
los que absorben energia sentidos contrarios. Si el circuito conectado al generador,
fuera otra fuente de energia, por cjemplo de mayor potencial, se daria el caso que



12 Andlisis de Modelos Circuitales

Cuando se trata de representar tensiones especificas de los generadores se colo-
can en los mismos simbolos internos. En la Fig. 1.16 se muestran algunos ejem-
plos. Se estudisrdn ahora las propiedades del generador ideal de tension. De acuer-
do a las condiciones impuestas en la definicidén, no podrd incluir intercambios
energéticos tales que la teasion impuesta pueda modificarse en funcion del circui-
to afimentado. En otras palabras no podrd tener en su interior elementos de circur-
to pasivo conectados en serie.

v ’ "ELN] +
emfuansnncrmmar e m—— (3 E NERADOR i e werercres e e arwm— GENERALLR . :
DE TENSIONS > ]v DE TENSSN 2> ) jetn)
CONTINUA I ESCALDN l
. 1 5
e b e il "] -'L-'—h‘“-‘—‘—‘—‘—-‘
CENERADOR t
" 1
GE TEMSION T batad
SENDIDAL |
J
Fig. 1.16°

Se puede demostrar ello por el absurdo considerando el circuito de la Fig. 1.17.
Para una dada carga conectada entre los bornes 4—B se establecerd unz corriente
en el circuito. Entre los puntos 4--B la tension es independiente de la corriente
debido al generador ideal, Considerando un nuevo generador entre A-D, 1a ten-
sién enire los mencionados puntos si depende de fa corriente, pues de ella depen-
den las caidas de tension en los elementos pasivos. Si se modifica la carga, varia la
corriente, se modificarin las caidas de tensidn en los elementos pasivos y en con-
secuencia la tension entre A~ Es evidente, gue si se desea que la tensidn entre
'A-D sea independiente de la corriente deberd cumplirse simultdneamente que Ry
L = 0y C = o locual concuerda con lo anunciado anterjormente,

sl 8 R L © o
| ' - — e o i
14t} Rict Laitrr Lhears |
L 2 +“cl’o)i
| - “aD[t}
Fig. 1.17

Nétese por otra parte, que elementos pasivos conectados en paralelo con el ge-
nerador ideal de tensidn, no lo afectan. pues la tensién entre sus bornes la impone
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<l. Es oportuno aclarar algo mds sobre la notacion, en la Fig. 1.17 se indico la ten-
slon entre A~D como vy pf#), interpretindose que A es el borne de mayor poten-
cial, Entonces por definicion: : :

vAD,(U = vt — vD(r}

”I’or otra parte, la corriente iy, que circula del borne A hacia el D puede tam-
Bi¢n indicarse como iip {t).

~ 1.5.2) Generador ideal de cormiente: Es aquél que impone en un tramo de un
circnjio eléctrice el valor de la corriente, ya sea esta copstante o variable segin
unza ley preestablecida con independenciadel] circuitoconectadoa sus bornes El sim-
bolo que se utiliza en este libro se muestra en la Fig. 1.18.4). En las Figs. 1.18 b) v
€} se muestran los simbolos empleados en otros textos para representar generado-
€5 de corriente. Nétese que en la misma no se incluye ¢f sentido para la tensidn,
¥a que €ste puede depender def circulto externo,

la l b L ¢ '

Fig. 1,18

Cuando se trate de representar corrientes especificas de los generadores se co-
locan simbolos internos en forma similar a lo visto para ef generador de tensidn.

Estudiando las propiedades del generador ideal de corriente y de acuerdo a las
Condiciones impuestas en la definicidn, no podrd incluir intercambios energé-

(a3 2
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Fig. 1.19 -
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ticos a través de los cuales la corviente impuesta pueda moditicarse en funcién del
circuite alimentade. Dicho mds claramente no podrd tener en su interior elemen-
tos de circuito pasivo de paralelo con sus bormes, Es posible demostrar elio por el
absurdo, considerando el circuito de la Fig. 1.19 como un posible generador ideal,

Para una dada carga entre los bornes 4-8 se establecerd una tensién entre los men-
cionados punios y en consecuencia una dada corriente en la carga.

Maodificando la carga, variard la tension entre 4-8, ¥ en consecuencia la corrien-
te en aguélla. Es claro que si se desea que la corriente en la carga permanezca in-
variable, deberd cumplirse simultdneamente que Ry L » =y C = 0, lo cual con-
cuerda con lo anunciado anteriormente.

Nétese por otra parte, que elementos pasivos conectados en serie con ¢ genera-
dor ideal de corriente no o afectan, pues €l impone el valor de la misma.

Nota t: Sobre generadores reales e ideales

Se ha visto que invectando energia a un modelo mediante tos tramos activos, se puede
imponer 2 tensidn (generadoses ideales de tensidn)d, o bien imponer fa comiente (generadores
ideales de corriente). Pero es de hacer notar que en ia practica no pucde cumplirse rigutosa-
menie lo mencionado.

A efectos de interpretar conceptualmente el problema, y en forma muy simplificada, se
puede decir que en un generador real de tension, en el cual Ia misma sea constante para
cualquier valor de la resistencia de carga, su reststencia inteina debe ser mucho menor que esta
altima. De esa manera el efecto de oposicion a la corriente de la resistencia interna del getiera-
dor es desprec:able vespecto de la carga. En consecuencia un generador ideal de tension de-
be tener resistencia interna nula, lo que concuerda con lo visto en 1.5.1).

En cambio, en un generador real de corriente sy resistencia interna debe ser mucho mayor
gue cuakguier resistencia de cazga, pues de esa manera la corriente depende exclusivamente del
valor de la resistencia interna. Porlo tanto un generador ideal de cordente debe tener una resis-
tencia intecna infinjta, o cual coincide con lo visto en 1.5.2).

Notz 2: Sobre otros elementos de circuito

Es de resaltar que ademas de los mencionados, existen otros tipos de elementos de circuito
conocidos cominmente como generadores controlados, .

Acthan de tal forma gue 12 magnitud que imponen en una parte del circuite es contrelada
por una tepsién o corriente en otra paste del circuito,

Se estudiardn en el Cap. 15: Teoria de los Cuadripolos; debiendo encasillarse dentro de
Jos elementos de circuitos pasives y seran denominados amplificadores y trasferidores idea-
les. En los cursos de teoria de circuitos mas avanzados se infroduciran elementos comple-
mentarios, tales como ef girador, ¢l conversor Aegativo, ete.

1.6. Sentidos de refereﬁcia

Los sentidos de referencia son necesgrios para plantear las ecuaciones de equi-
librio de los modelos circuitales idealizados, Si éstos no se introducen no estara
univocamente definida la variable eléctrica. Por ejemplo suponiendo que el resis-
tor indicado en la Fig, 1.20.a) posee una tension en bormnes que es V& = 10V,
De esta manera se sabe que la diferencia de potencial entre bornes es de 10 V;
pero no se sabe cudl es el borne de mayor potencial respecto del otro; y esa es,
precisamente, la informacion que al agregar el sentido de referencia aparece.
Es decir, si tal como se muestra en la Fig. 1.20.b), se dibuja la flecha, expresan-
do deresa forma que “éste es el sentido de referencia® y VR = 10V, ahora si se
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dice que el borne superior es 10 V mavor que el inferior y podran plantearse las
leyes univocamente,

Notese que la misma informacidn se da en la Fig. 1,20.¢) sefialando que VR =
=~ 10 V. Queda claro entonces, para que una tensién o corriente quede univo-
camente definida deberd conocerse de ella: su vador numérico; su signo y su sen-
tdo de referencia (con respecto al cual se ha computado ese signo).

T {
R RZ |¥R R l\l’g
i
a b C
Fig. 1.20

Es de hacer notar que cuando se resuelven los ¢ircuitos eléciricos, los sentidos
de referencia se fijan arbitrarfamente, y una vez elegidos no podran cambiarse en
la resolucion del problema. Dade que las ecuaciones se plantean para 1os sentidos
de referencia, si el resultado hallado es positivo, la variable real coincide con el
sentido de referencia. Si resulia negativo, la variable real tiene sentido opuesto
al tomado como referencia.

Serd analizada un poco mds en detalle la informacién suministrada por el senti-
do de referencia. Suponiendo, tal como se ilustra en 1a Fig, 1.21.a) un generador
de tension senoidal y su sentido de referencia. Si se conocen ademds los sentidos
reales, como se muestra en la Fig. 1.21.b), se podrd graficar vft). Como en el pri-
mer semiciclo, la tensidn real coincide con la referencia, se dibujard la tension se-
noidal positiva tal como se ilustra en la Fig. }.21.c) y negativa para el segundo se-
miciclo dado que el sentido real es opuesto al de referencia. De esta manera no se
tienen dudas para identificar la tension.

TEMSION REAL

| SEMICICLO | SEMICICLO
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Pero qué sucede si al mismo generador se le invierte su sentido de referencia,
como e indica en la Fig. 1.22.a). Para los mismos sentidos reales mostrados en la
Fig. 1.22.b) se obtiene en la Fig. 1,22.c) una senoide distinta, trazada segiin el
procedimiento indicado anteriormente. Es evidente que la variable real no ha
variado, perc parcceria observando ambas senoides que la informaci6n se ha modi-
ficado. No es asi, la informacion que da el conjunto es a misma, si se analizan las
Figs, 121y 1.22.

eRiEE | g vRit)
RIMER G "

_  SEMICIELD +| SEMIZICL: Jl !
- - ,
' ; | !
Swlodn o gt ! spealt
X o 0 ! !
\[ ¥ S

- ;

a h c

Fig. 122

En la Fig. 1.23 se muestra como ejemplo aclaratorio de lo anterior los casos
a) y b) en fos que la informacion es la misma. Por otra parte, es claro que dispo-
niendo de la grifica de la vatable eléctrica en funcion del tiempo y del sentido de
referencia se pueden hallar los sentid os reales. '

=0y W10

Fig.1.23

Finalmente, cabe preguntarse por qué se utilizan los sentidos de referencia y no
los reales. Fundamentalmente porque los sentidos de referencia son invariantes
con el tiempo: mientras que si son colocados los sentidos reales, v ia sefial variase
de pelaridades i veces por segunda, se tendrian que cambiar los sentidos reales
con la misma velocidad. Ademds, en configuraciones eléetricas complicadas, el
sentido real podria ser imposible de determinar a priori. Es necesario resaltar que,
mientias no s¢ digalo contrario toda “flecha’ que se incluya en un modelo eircui-
tal corresponderd a un sentido de referencia. También, todo elemento de circuito,
fanto pasivo como active, debe considerarse como ideal, mientras no se aclare lo
contrario.
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1.7.  Reglas para construir e modelo circuital ideatizado cormsﬁondiente
a un probiema real

Teniendo en cuenta lo visto en los pardgrafos anteriores, seguidamente se anali-
zatd: :
1.7.1} Regla Prictica: _

a)y Toda parte del esquema real en Ja que exista como fendmeno pre-
ponderante 1a conversion de energia eléetrica hacia otras formas de energfa con
cardcter irreversible serd reemplazada por un resistor como elemento principal.

b} Toda parte del esquema real donde el fenOmeno preponderante
onsista en la acumulacién de cargas eléctricas serd reemplazada por un capacitor
rome elemento principal, en el que se supone concentrada toda la energia asocia-
Za al campo eléctrico de la parte de circuite que reemplaza,

¢) Toda parte del esquema real donde el fendmeno preponderante con-
sista en la concatenacidn de campo magnético, serd reemplazada por un inductor
como elemento principal, en el gue se supone concentrada toda la energia asocia-
ia al campo magnético.de la parte de circuite que reemplaza.

d) Toda parte del esquema real, donde se inyecte energia al mismo,
serd reemplazada por un generador de tensidn o corriente, convenientemente em-
peorados mediante el agregado de elementos de circuito pasivos, hasta llegar a pa-
recerse 2 los reales.

| FPROGLEMA REAL

(a)

|
|
|
|
|

LINEA CALEFACTOR
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Fig. 1.24
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¢} Los distintos elementos de circuito serin conectados entre si por
analogfa con el procesc real, mediante conductores ideales, que no poseen R, L
o (. En otras palabras, no disipan energia, nc concatenan campo magnético ni al-
macenan cargas eléetricas.

Naturalmente, gue al analizar ¢l problema real con el objeto de constrmir &l
modelo circuital, ademds del fendémeno preponderante aparecerdn otros de menor
valia, que deberdn también ser considerados. Es decir que debe tenerse en cuenta
cugles son los fenémenos preponderantes que dardn lugar a los pardmetros princi-
pales.

Los fenomenos de tipo secundario daran lugar a los pardmetros residuales.

Finalmente, existen fendmenos que pueden no ser tenidos en cuenta,lo que da
lugar a los parametros despreciables.

Para fijar ideas se pasa a una aplicacion:

1.7.2) Ejemplo: Serd construido ei modelo circuital idealizado de un genera-
dor que produce una sefial variable con ¢l tiempo, conectado a un calefactor, tal
como se muestra en la Fig. 1.24.a).

Es evilente que el calefactor presentard una resistencia como parametro princi-
pal, Refp), caracterizante de la potencia calorica disipada. Aunque la seccion de
los alambres del calefactor sea pequeiia, existird una débil concatenacidn de flujo
magnético que dard lugar a la aparicion de una inductancia como pardmetro resi-
dual Lefr).

Naturalmente, ‘el resistor ¢ inductor correspondientes estardn conectados en
serie pues cada trozo de conductor disipa energia y concatena campo ragnético,
Ademis, ¢l total de cargas almacenadas y la tensién entre extremos del calefactor,
dara lugar a la aparicion de una capacidad,

Suponiendo que el generador provee una sefial gue varia en forma relativamen-
te lenta en funcitn del tiempo, 1a mencionada capacitancia, Cofd), serd de caricter
despreciahle. Para fundamentar esto dktimo, se puede analizar la Ec. (1.5)

= g dvf]
i) = C i

es evidente que si »(t)varia lentamente, la derivada serd de pequeiic valor y fa co-
rriente despreciable. Todo esto se indica en la Fig. 1.24.b).

£l generador real serd reemplazado por uno ideal, vf#), y elementos pasivos en
setie, pues por otra parte, en paralelo no lo empeoran. El arrollamiento del genera-
dor concatena un flujo magnético, creando una inductancia como pardmetro prin-
cipal, Lgfp/} (en iltima instancia dependeri del tipo de generador). Ademas, se
aprecia disipacion de energia en forma caldrica, dando lugar a 1a aparicion de una
resistencia de cardcter residual, Rgfr). Finalmente debida a las cargas almacenadas
y a la tension de bores-del generador, aparecerd una capacitancia, CZfd), que por
las razones mencionad as anteriormente podri considerarse despreciable.

En cada conductor de la linea, existird disipacién de energiz como fenbmeno
preponderante. lo que da lugar a la aparicién de una resistencia como parimetro
principal, RL (p}. Ademas, dichos conductores concatenardn fIujo magnético de-
bido a las variaciones de corriente en la linea, lo que da lugar a 1a aparicién de una
inductancia como pardmetro residual, LLr). La capacidad total entre lineas,
de caricter despreciable, fue indicada en la Fig. 1.24.b) como Cy 4.
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Reafirmando el hecho de trabajar en fendmenos que varfen lentamente se po-
drin eliminar todas las capacidades. Ademds, se pueden condensar toda la resis-
tencia e inductancia de ia linea en dos elementos Ry (P ¥ T L@ con jo gue

se liega al modelo simplificado mostrado en la Fig. 1. 24 ).

1.8. Modelos circuitales idealizados de los elementos de circyito pasivos reales

Con el objeto de realizar un andlisis conceptual y simplificado, serdn considera-
dos los modelos reales mds simples de los elementos pasivos.

1.8.1) Inductores: Tal como se muestra en la Fig, 1.25, el inductor tomado
zomo ejemplo se arrolla sobre un nicleo magnético con et fin de awmnentar el flujo

concatenado, a saber:
- -
¢ = | B-ds

z

El modelo circuital idealizado se muestra en [2 Fig, 1.26, Obviamente, ¢l flujo
concatenado dard jugar a la aparicion de una inductancia, L{p}, como parimetro
principal.

Como hay disipacién de energia en forma de calor, aparecerd una resistencia,
Rir), como pardmetro residual. El resistor correspond1ente se conectari en seri¢
con el inductor, pues cacla trozo pequefio de conductor disipa calor y concatena
flujo.

Tal como muestra la Fig. 1.25, se obsewan espiras enfrentadas, existiendo
entre ellas una diferencia de potenc 1al cargas almacenadas y un I'I‘lOle loqueda
lugar a la aparicién de las capacid ades indicadas.

Lip}

Fig. 1.25 | Fig. 1.26
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En la Fig. 1.26, es agregada una capacitancia Cf7/, como pardmetro residual, en
reemplazo de las anteriormente mencionadas. Es de hacer notar, que normalmente
Rfr} no puede despreciarse, perc st {fr} en fendmenocs de variacion lenta, por 1o
va explicada en 1.7.2).

1.8.2) Resistores: Como se ilustra en la Fig. 1.27 el resistor elemental {omado
como ejemplo consiste en un conductor arroljado sobre una forma muy delgada,
con ¢l objeto de hacer minima la superficie de integracidn, ¥ en consecuencia
disminuir ¢l Aujo concatenado (se busca el efecto opuesto al caso anterior),

En la Fig. 1.28 se muestra ¢l modelo circuital idealizado. Naturalmente aparece
una resistencia, R{p), como pardmetro principal. Dado que existe algo de flujo
concatenado, aparecerd una inductancia, L{r), como pardmetro residual. Ripf y
L{r} se conectan en serie por analogia a lo explicado para e} caso anterior. Simi-
larmente aparecerd una capacitancia, C{r/, como pardmetro residual, <

Esde hacer notar que por razones conocidas, (f7) podrd despreciarse, y a veces,
también Lfr).

Riat Liry

Fig. 1.27  Fig. 128

1.8.3) Capacifores: Se considerard el capacitor elemental de dos placas planas
y paralelas separadas por un dieléctrico, tal como se muestra en ja Fig. 1.29.

En la Fig. 1.30 se muestira un modelo circuital idealizado. Como su finalidad es -
almacenar cargas, aparecerd una capacitancia, Cfp) como parimetro principal.

Debido a que el dieléctrico no es perfecto, dejard pasar algunas cargas, existien-
do disipacion de energia, caracterizada por una resistencia Rfr/, de cardcter resi-
dual. El resistor correspondiente de aito valor se ¢oloca en paralelo, dado que las
pérdid as mencionadas sen funcidn de la tensién aplicada.

Cada terminal aporta a su vez resistencia 2 inductancia, como pardmetro resk-
dual, quese suponen condensadas en RT(r}y LT(r) ;

Notese que debido a su alto valor, Rfr} normalmente se desprecia, al iguat que
RT(r}y LT(r} debido a sus bajos vajores. De acuerde con lo studiado en 1.8 sur-
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Rrger _Lyges

Cip) -[ ﬁ!rl%

Fig. 1.29 ' Fig. 1.30

z= un orden de. mérito para clasificar a los elementos reales que mis se parecen
a Jos ideales, resultando: Capacitor- Resistor - Inductor.

15. Modeos circuitales ideatizados de los efementos de circuito activos reales

Segdn se. desprende del parigrafo 1.5, empeorando convenientemente a los
_gegeradores ideales se convertirdn en reales.

1.9.1) Generador de tensién: Tal como se muestra en la Fig. §.31, un genera-
Jor reat de tension se logra conectando en serie con un generador ideal de tension
un dipolo pasivo (D. P.). Se entiende por dipolo pasivo, a toda configuracién cir-
suital arbitraria en cuanto a su geometria, constituida por elementos de circuito
2a4iV08, ¥ qué tiene un par de terminales para su conexidn cott el resto del esque-
T3 eléctrico,

] - | ””TL g

Fig. 131 . ' Fig. 1.32

1.9.2) Generador de corriente: En Ia Fig. 1.32, se ilustra la forma de lograr un
peperador real de corriente, conectando en paralelo con un generador ideal de co-
smiente un dipolo pasivo,
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1.10 Termirologia bisica asociada a los modelos circuitales

Seran adelantadas aqui algunas definiciones bisicas de la geometria de cir-
cuito, a efectos de contar con un lenguaje comun para ia resolucién de circuitos
elementales. Todo esto se profundizard en detalle en el Cap. 13: Resolucién Sis-
temética de Circuitos, -

1.10.1)Rama: es toda asociacion de elementos de circuito conectados en
serie, que tiene un par de terminales para su conexion con el resto del esquemna
eléctrico,

1.10.2)Nodo: es todo punto del circuito eléctrico del cual se guiere poner
su potencial en evidencia. Existen nodos obligatorios, que son aquellos en fos
cuales convergen tres o mis ramas, y nodos opcionales, siendo aquellos en los
cuales convergen menos de tres.

1.10.3)Malia: es toda trayectoria cerrada a lo largo de distintas ramas.
1.10.4)Dipolo pasive: ver 1.9.1)
1.10.5)Dipolo activo: es toda configuracién circuital arbitraria en cuanto s

su geometria, constituida por elementos de circuito activos y pesivos, y que tie-
ne un par de terminales para su conexidn con ¢l resto del esquerna eléctrico.

1.11. Propiedades de los modelos circuitales idealizados

Estas propiedades derivan de la forma en que se definieron los modelos, y la
primera de ellas, en particular, de los conductores.

1.11.1) Primera propiedad: Dado que los conductores ideales no pueden ai-
macenar cargas eléctricas, y los nodos se encuentran siemipre schre conductores
ideales, resulta que ia suma de ias cargas que flegan por unidad de tiempo a un
nodo es igual a la suma de las cargas salientes de ese nodo. Como la velocidad
de variaci6n de carga respecto del tiempo es la corrienite, es decir:

ift) = Mdr‘

esto conduce a que:

= igpj=0 (1.10)
K=
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A la Ec. 1.10 se la denomina Primera Regla de Kirchhoff. Dicha regla esta-
piece que la suma algebraica de lag corrientes que convergen a un nodo es nula.
Por convencién, se computardn con signo positivo las corrientes salientes de un
nodo, y con negativo, las entrantes.

1.11.2)Segunda propiedad: En un modelo circuital idealizado la concatena-
260 de flujo magnético se encuentra concentrada Unicamente en los inductores,
de mode que la diferencia de potencial entre dos nodos cualesquiera es indepen-
diente del camino seguido para calcularla. Es decir que el modelo circuital ideali-
zado es potencial.

Con el objeto de aclarar esta propiedad de los modelos idealizados, se consi-
zerard primeramente, un modelo real. Por ejemplo, el de un generador que ali*
—enta a un calefactor, mostrade ya en la Fig. 1.24.3) ¥ que fue reproducklo en
:z Fig. 1.33. En elia se pone de manifiesto la corriente variable iff) que circula
zn el modelo, vy las lineas de campo magnético, entrantes al plano del papel,
segin lo indica la “regla del tirabuzén™.

Fig. 1.33

En la misma se toman dos puntos cualesquiera, 4 ¥ B, y dos trayectorias ar-
bisrarias, 1 y 2, que unen dichos puntos, Se aplica la ley de la Induccidn Electro-
magnética Generalizada, con un sentido arbitrario, a cualquier superficie que ten-
ga como borde a la superficie cerrada AB, y a cualquier camino delimitado por 1

y 2, a saber:
F-ii=-% [B.&
I TR |

AlB2A -

iebido a Ia influencia de los conductores existird finjo concatenado en la super-

Jcie encerrada por los carninos de integracién. Como el generador provee una co-
rriente vatiabie,

—
B = fit) en consecuencia,
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o - — -
TG B-ds% ity _ y se leda un valor ¥,
b5
por o tanto:
goedl o= v desdoblando la integral v operando,
AIB2A
/F- & + /? cd =V
ALB Bia .
- = . - .—> 5 -
fF - d ok fl:' cdl =V pero como £ - A7 = — dV resulta,
BlA B2A t
fdl"— _de= |72 1Va — Veh—1[Vy —Vpl, =y
gla B2a o
VABFI - VABTZ = 7 (},11)

La Ec. (1.11) indica que ¥YA8!; # V4gl, . En otras palabras en un circui-
o real excitado por una seilal variable la diferencia de potencial entre dos puntos
depende del camino seguido para calewdarla, lo que indica que el circuito real no es
potencial. Por otra parte, se desprende del desarrolio anterior, que la diferencia en-
contrada en la Ec. (1.11) sexd mayor amedida que los fenémenos varien mas rapida-
mente. -

Estudiando ya ef cireuito real, se extienden los vesultados obtenidos 2 un mode-

lo circuital idealizado. que se muesira en fa Fig. 1.34, resultando que al ser E;? =0

es: d
=
ar. Bd5 =0
E
Vagpl, — Vagl, = 0 ' - (1.12)
La Ec. {1.12) indica que ¥4 81, = VARi, . Esdecir que en un modelo circui-

tal idealizado ta difercncia de potencial entre dos puntos es independiente det ca-
mino seguido para caleularla, lo que indica que ¢f modelo circuital idealizado es
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Fig.1.34

potencial. En otras pzlabras, la diferencia de potencial total a lo largo de cualquier
camino cerrado tendido entre dos nodos de un modelo circuital idealizado es ralo,
lo que puede expresarse como;

n

2 Vit =0 | o (113)

=1

A la Ec.(1.13) se la denomina Segunda regla de Kirchhof}.
Imaginando una maliz constituida por elementos de circuito activos y pasivos,
fa Ec. {1.13) puede transformarse, en forma genérica, como:

. . . t '
Svp = S Reit)+E L C_s_f'i)_ + 2{%} i) de + v (07)]
13
G

Para aplicar 1a d&itéma ecuacion se recorre la malla en cuestidn con un sentido fi-
jado arbitrariamente. En el primer miembro se computardn como positivas las di-
ferencias de potencial cuyos sentidos de referencia coinciden con el de circulacion,
¥ negativas en caso contrario. Para el segundo miembro las cavdas de tensidn ¢n los
elementos pasivos se tomardn como positivas cuando ef sentido de referencia dela
corriente sea coincidente con el de circulacidn, y negativas en caso ¢puesto. '

Nétese por otra parte, que de acuerdo con los resuitados encontrados en las
Ees(1.12)y(1.1 1) pareceria ser que la Segunda Regla de Kirchhoff se aplica a los
modelos idealizados pero no a los reales. Esto solo es parcialmente cierto.

Por ejemplo, en corriente continua, el modelo real es potencial. Al ser B = cte
es: :

d 7o

_ =0 ¥
dt

Vagl, = Vygls

Ademds, para fenémenos de variacidn relativamente Jenta, la diferencia encon-
trada en la Ec(1.11) es tan pequefia que pucde decirse también que:
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V4Bl =VApi,

es decir que conectando un voltimetro por ei camino ! y otro por el camino 2,
medirian lo mismo, no consiguiendo detectar Ia diferencia.

Solamente no se cumpliria exactamente la Segunda Regla de Kirchhoff, para fe-
nomenos de variacion muy rdpida. En esos casos, ¢} valor hallado para Ven la Ec.
1.11 seria importante. Es decir que si son conectados dos voltimetros seglin se in-
dico anteriormente no medirfan lo mismo y su diferencia seria el valor de ¥ indi-
cado en la Ec. {1.11)

Desde ¢l punto de vista circuital, se puede decir, en forma simplificada, que la
diferencia mencionada se debe a que al mover cualquier elemento del circuito se
modifica su geometria, y en consecuencia variardn los potenciales.

112 Ejemplos elementales de aplicacion de las leyes de Kirchhoff y Ohm

Previamente, se mencionardn las unidades de las magnitudes mds comunes utili-
zadas en Teorfa de los Circuitos, en el sistema mk 5,

Carga [y - v evee e Coulomb {Cl= [A. - 5}
Tension [Vivpy] « oo ooveevninnn.. Volt vl = [%-1
Comiente [LipyJ. .- ool Ampere [A] = {CT]
Resistencia [R] .......... ... ... ... Chm Q] = {%]
Inductancia {L) . ... ... ... .0 Henry [H] = glsz]
Capacitancia [} ... ... .. ... ...... Farad Fl = [% 1
Potencia [Pipry} .. o ii Watt Wl = [v . A}
Energia {(Wiwyy] .. ..o Joule [} =[V + A+ 5]

Por otsa parte, los multiplos y subimiltiplos mds cbrrientes son:

Mega M] = unidad X 10¢
Kilo k] - = ppidad X 10°
Mili ' [m} = unidad X }9-3
Micro fu] = unidad X 10-%
Nano fn] - = unidad X 107

Il

Micro -micro & pico [pué pj unidad X J0~*?
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1.12.1)Problemas resueltos
a) Para el circuito de la Fig. 1.35 determinar el valor de la corriente I.
Solucidn: )
Se aplica 1a Primera Regla de Kirchhoff al nodo A
| i - I 2 + I 3 = 0
13 =1 + 12 = (l + IO}A

Jra = 11A

h=la ; lzI0A

RISION | ip25A; Vgy =10V

Fig. 1.35 Fig. 1.36

; b} Dado el modelo mostrado en 1a Fig. 1.36 hallar el valor de Ia corriente
a-

Solucién: .
Para los datos dados, debe determinarse primeramente la corriente cir-
culante por Ry. Se asigna para f; un sentido de referencia coherente con el de la
tensién. Vg 4 conocida (en linea de trazo en ia Fig, 1.36),
. En estas condiciones resuita, derivado de la Ley de Ohm:

. 5, = Vea _ 10V

R, 0@
I, = 1A

Ahora si, puede aplicarse la Primera Regla de Kirchhoff al nodo A;-
el - L 41 =0
I, =h +L=(0+5)A
Iy = 6A
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¢} En el circuito que ilustra Ia Fig. 1.37 calculas el valor de la corriente.
Solucion . o )
Se torha para la corriente un sentido de referencia arbitrario, al 1gu_al
que uno de circulacidn, para recorrer la malla (ambos en linea de trazo en la Fig.
1.37). Planteando iz Segunda Regla de Kirchhoff

V] — Vg =R1I+R31+R3!

Vi~V _ (0-10)V
TRy tR,FRy (5 + 10 + 85) Q2

I=01A

s Rz
At=5n;A2=10n; R3I-B5N
Vi 20V, ves1ov Vin 20w vaslov
Rl=R2=10n
Fig. 1,37 Fig, 1.38

Notese el signo positive para el valor de /, debido a que el sentido de referencia
adoptado ceincide con el real.

d} Para el circuito mostrado en la Fig. 1.38 se pide determinar los valores
de:  dy)5dy) Vypids) Vgpida)} Vepids) Vygide) Vig.
Solucion:
Asignando ua sentido de circulacién arbitrario (en Ifnea de trazo enla
Fig. 1.38) se encuentran las inc6gnitas planteando la Segunda Regla de Kirchoff:

d) = Vi + Vy = = Red — RyI
;o V- Ve 2 20 - 10)V
R, ¥R, (10 +10)¢%
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day - Vy + Vpp = =1 » Ry

i

Vap = 15V

d4) V2 - VCD = {j

dg) Dado que en R, tension y corriente son coherentes resulta:
Vag = Ka f=00 - 05V

VAB=5V

de¢) Debidoaque en R, tensidn y cofriente no son coherentes:
Veg =—- Ry ~1=—(10 « 05V
Veg = — 5V

&) En el circuito de la Fig. 1,39, hallar los valores de corriente en la carga I,y

tensidn en la carga V. , graficindolas para los valores de R, indicados, con un
errof € £ 1 % + Ry representa la resistencia interna del generador V.
Selucich:

Se caiculan los valores de [, y V. seglin se muestra en la tabla de la Fig. 1.40
teniendo en cuenta el error admitide. Con los datos de dicha tabla se realizan las
representaciones graficas moestradas en la Fig. 1.41.

T oyg=lov
Pg:in _
R Y VARIANDO DE HYT ™
CB 0% EN PASCS
DE 19
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R R _+R I = 2 V.=R.1
& C g I c e
R, +R,

'3 2 A v
10‘-6 1 10 10-5
10~ ! 10 16-*
10-° i i0 10-2
16-3 j i0 107
R 1 10 10!
19-! 1,1 9,1 0,91
3 2 5 5

10 - 11 2,91 9,1
10% 0’ 0,1 10
102 103 101 19

i0 1 10-? 10
10° 10 10~ 10
LR I L\ 10" 10

' Fig. 1.40
o 1)
10}

A
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Obsérvese la zona de corriente constante, en la cual se cumple que la resistencia
iltterna del generador es mucho mayor que la de carga.

Similarmente existe una zona de tensién constante, para la cual la resistencia
iftterna del generador es mucho menor gue la de Ja carga. Las mencionadas zonas
tpresentan, dentro del error admitido, el comportamiento de un generador ideal
¢e cotriente v de tensién respectivamente, lo cual es concordante con la forma en
due se definieron dichos elementos activos.

t.12.2)Problemas propuestos

a) Para la configyracién circuital mostrada en 1a Fig, 1 42 encontyar el va-
1°erde fs.

Resultados:
I = —9A

Fig, 142

Notese que los signos se computan para los sentidos de referencia, y como éstos
sobt arbitrarios podrd admitirse cualquier sentido.
Luego el resultado dard el signo que corresponda. En este caso el valor de I es
% A para el sentido de referencia asignado que resulta opuesto 2l sentido real.
" b) Resolver el problema de la Fig. 1.37 cambiando e} sentido de circula-
cidn,
Risultados
F=01A
Se encuentra el mismo valor para /, pues el resultado no puede depender del
sefitido de circulacion que se adopte.

¢} Resolver el problera de la Fig. 1.37 cambiando en este caso el sentido
de veferencia para la corriente.
Resultados:
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I=-01A

Lo que indica que / resulta niegativa para el nuevo sentido, y en consecuencia
positiva para el sentido contrario, lo cual concuerda con los resuitados obtenidos
anteriormente. De los tres ejemplos realizados sobre el circuito de la Fig. 1.37

queda claro que si no se tienen los sentidos de referencia, pueden fijarse en forma
arbitraria, ¥ luego analizar los resultados.

d) Para el circuito de la Fig. 1.43, catcular los valores correspondientes a:
dl) Ig ;dg) i ;dg) K.

Ri=dn, RZ:10n, 3200, Ig =T&

Fig. 1.43
Resultades:
d))i; =05 A
dy})d =15 A

Ay V=16V



“capitulo 2

Senales de excitacion
de uso frecuente

3.1 Introduccién

“En el capitulo anterior se han definido los pardmetros pasivos. En éste, serdn
gnalizadas las sefiales de excitacién mis comunes, periddicas ¥ no periédicas. Es
decir que este capitulo constifuye basicamente la definicién de los pardmetros
activos.

Luego de una clasificacion general, se estudiardn en primer lugar {as seviales pe-
wodicas definiendo y calculando valores y factores caracteristicos asociados. Se
wtroducird ademds el desarrcllo de sefiales periddicas no sencidalss en Serie de
Fourier,

Finalmente, se estudiaran las serales no periodicas, las relaciones entre las mis-
mas, ¥ la construccion de sefiales complicadas a partir de 1ss mencicnadas sefiales
aperiddicas.

22 Clasificacién de las sefiales segiin su ey de variacién en funcién del tiempo

p

Haciendo referencia en forma genérica a las tensiones y corrientes, se usara la
denominacidn de seftales, empleando para su designacién el simbolo literal s ()
pueden clasificarse segtin el ordenamiento indicado en 1a Fig. 2.1.

Ay LOKSTANTES

r - ALTERNA
» by IPERIODICAS - DE YALOR ME.
: { DI MO NULD

SENALES

P B)VARIABLES U {
’{ DSCILATORIAS b, J#SEUDOPERIODICAS
i

H,} APERIODICAS
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En la Fig. 2.2 se muestra un ejemplo de sefial causal en funcién del tiempo co-

mo 1as gue se estudiardn en este libro. _
La clasificacién mencionada anteriormente puede detaliarse como sigue: _
a) Serigles constantes (continuas): son aquellas en las cuales suamplitud es in-

dependiente del tiempo, tal como la que ilustra ia Fig, 2.3.

sii} si1}

Fig. 2.2 Fig, 2.3

b) Seiiales variables u oscilatorias: son aguéllas para las cuales su amplitud varia
en funcién del tiempo; por ejemplo la mostrada en la Fig. 2 4.

b.1)Periddicas: son aquellas seffales que, luego de pasar por una serie de valo-
res con una dada secuencia, vuelven a repetirse esos mismos valores con igual se:
cuencia en forma ciclica ¢ indefinida, atn para tiempos negativos, Dentro de este
tipo de sefiales pueden darse dos casos. Por un lado las alrernas o de valor medio
nulo, que son aquéllas que encierran un 4drea neta nula, ¥ un ejemplo se muestra én
la Fig. 2.5, Por otro lado las de valor medio no nulo, gue encierran un drea neta no
noia, y como ejemplo se muestra la de la Fig. 2.6.

g b1}

//

Fig. 2. 4 . Fig.2.5
b.2) Pseudopericdicas: son aguellas sefiales en las cuales ciertos puntos carac-
teristicos e repiten a intervalos regulares de tiempo, pero con distinta ampiitud.
Por gjemplo, tal como fa que muestra [a Fig. 2.7.
b.3) Aperiédicas:son aquellas en que no vuelve a repetirse un dado juege de va-
lores, para ningln tiempo comprendido entre menos y més infinito. Un ejemplo
se fTustra en la Fig. 2 .8.




Seales de excitacion de uso frecuente 33

a(t)

(N

E h Y T s[1}
f I Vst

; SN

| .

Fig. 2.7 : - Fig2.8

23 Sefiales periddicas
2.3.1) DBefiniciones fundamentales asociadas

a} Periodo: es el tiempo que debe trascurrir para abarcar un juego comple-
to de valores de una sefial periddica. Notese que no es necesario empezar a conta-
bilizar e) periodo (7" desde el momento en el cual la sefial toma un valor nulo, si-
no que se puede empezar a tomar a partir de cualquier instante, tal como se mues-
tra en la Fig. 2.9, .

b) Ciclo: es un juego completo de valores contenidos en un periode, como
se ejemplifica en la Fig. 2.10.

s{1) T
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' . *
¢} Frecuencia: es el ndmero de ciclos por unidad de tiempo, es decit:

Numero de ciclos
Tiempo trascurrido

En la Fig. 2.10 se ve que en el caso de considerar un ciclo, el tiempo trascurrido
serd T segundos, de modo que la expresion anterior se reduce a:

1 ciclo _ 1
T segundos  Periodo

;o=t @1)

La Ec. 2.1 establece que la frecuencia resuita la inversa del periodo,
d) Forma de serial; es Ia representacién grifica de un juego compleio de
valores, o sea de un ciclo de la sefial. Un ejemplo se muestra en la Fig. 2.11.

6 (1]

Fig. 2. 11

e) Fase: es la abscisa que corresponde a un punte arbitrario de lasefial. En
la Fig. 2.12 se da un ejemplo, '

f)y Diferencia de fase: es la diferencia entre las fases individuales de dos se-
fiales correspondientes al mismo punto caracteristico, tal como se ejemplifica en
la Fig. 2.13. Nétese que las seftales deben ser de igual forma.

s(t)

v}

At

FASE

Fig. 2. 12 Fig. 2. 13



Sefales de excitacion de uso frecuente 37

g) Pulsacion o frecuencia angular '
Muchas veces resulta mds conveniente expresar ia diferencia de fase (At)ola fa
se. en unidades de dngulo que de tiempo. Entonces, debe definirse alguna constante

por ulla cual hay que multiplicar el tiempo, para que en el eje de abscisas se mida en
angulos.

st} sit}

Fig. 2. 14

Tomese por ejemplo la sefial mostrada en fa Fig. 2.14 a)con el eje de abscisas
calibrado en tiempo. Si e mismo se gradia en angulos, 7 serd proporcional a 2 7
como puede verse en a Fig. 2.14b), “La constante de proporcionalidad se define
como w, por o cual,

§=2n=w-T 2.2

i

2n © yporla el
T

w = 27" f | 2.3

La Ee. 2.3 relaciona a ta pulsacién o frecuencia angular y Ia frecuencia.

De la Ec. 2.2 surge que la pulsacion o frecuencia angular es la constante por la
cusk debe multiplicarse el periodo para que el resultado tenga un valor de 2 7 radia-
nes.

También puede interpretarse como la velocidad con que deberia girar un vector
para barrer 2 m radianes en un periodo.

2.3.2) Valores caracteristicos asociados

a) Valor instantineo: es la ordenada que corresponde a una dada fase de
sefial. Se indica como (7, y en la Fig. 2.15 se muestra un ejemplo.

" En el caso de considerar una corriente, como ) = d%]{ﬂ , ¢l valor instanitd-
' f

neo estd caracterizando la velocidad con que s¢ esta trasportando la caiga a través
de una rama considerada en dicho instante,

b} Valor medio: es el valor que deberia tomar una sefial constante para
trasportar en el mismo sentido que la sefial periddica, idéntica carga neta, en un in-
tervalo de tiempo igual 2 un periodo de ésta. Se representard al valor medio de una
sefial con el simbolo §,,,. 51 se trata de una tension se utilizard Vme y para una
cortiente I, .
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=41

sty /
i —

Fig. 2. 15

Su expresion de caleudo puede deducirse a partir de:

it =949t
"y = dt
dgry = ifr) ¢+ dt (2.4)

donde dgft) es 1a carga trasportada por la corriente i) en el tiempo d¢, Si se desea
conoeer la carga en un periodo, es necesario integrar Ia Ec. 2.4 en el mencionado in-
tervalo de tiempo, T :

Olr= f ift) + de | | 2.5)
] )

Por otra parte, ¢n base a la definicion de valor medio, la carga en un pericdo
también seri: _ _
T . . r

Q}T:f .]'_'”6 cdr = fmef dt
o . R

0

Oty = Ine * T | (2.6)

_ Como los primeros miembros de las Ec, 2.5 y 2.6 son iguales, los iltimos tam-
bién lo serdn, por lo cual,

T
Ime'T=f it) -+ de
o

T o _ .
Ime = L. )( it) ¢ s - - 2N
TJo

Sy

La Ec. 2.7 indica 1a forma de calcular el valor medio de una corriente. Expresada
en forma genérica, se tiene:
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T oo _
Shte = _L—f sft} .« dr . . 2.8)
rJy ' .

La Ec. 2.8 indica que el valor medio de una sefial resuita de integrar a 1z misma
en un pericdo, es decir de encontrar lasuperficie que encierra, v dividirla por el men-
cionado tiempo, .

Por lo tanto, tal como se indica en la Fig. 2.16, podria interpretarse geometrica-
mente con la altura de un rectdnguic, que encierra en un periodo igueal drea neta
que ia sefial en cuestion.

 Ademids, de acuerdo a a definicion v formulaciones precedentes, surge una infer-
pretacion fisica para el vajor medio: caracteriza trasporte neto de carga,

Por otra parte, ta Ec. 2.8 dice que este valor caracteristico serd nulo para [as
sefiales senoidales o de tipo senoidal, pues la integral de las mismas a lo largo de un
periodo {su drea neta) vale cero,

Fig. 2. 16

Si se desea caracterizar entonces &| trasperte de carga sin importar el sentido, ¢
decir el trasporte bruto, puede definirse otro valor caracteristico.

’ c} Valor medio de modulo: es el valor que deberfa tener una sefial constan-
te para trasportar en un tiempo igual a un periodo la misma cantidad bruta de car-
ga, que la seflal periddica en cuestidn. Se indica como S Imel, ¥ imel 6 [Imel

Sa expresion de cilcule resulta,

T .
Stme| = L f st . dr (29)

Como en la Ec. 2.9 se considera el médulo de la sefial, este valor caracteristico
sdlo podrd anularse si es nula la sefial a lo lsrgo del perfodo, De esta manera permite
caracterizar ¢l trasporte bruto de cargas, atn de sefiales senoidaies o similares, que
poseen drea neta nula.

Como se indica en fa Fig. 2.17 podria interpretarse geométricamente como 1z al-
tura de un rectdnguio que encierra en un periodo igual drea que el médulo de la se-
fial en cuestidn., '

Su interpretacion fisica es obvia: caracteriza trasporte bruto de cargas.

d) Valor maximo: es el maximo valor que toma la sefial dentro de Jas orde-
nadas positivas, Este valor, también llamado de cresta o pico se indica con Sprs Ven
o Iy, tal como se Hustra en ia Fig, 2,18,
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F1sh

REEIY

ERED! slt)

Fig. 2. 18 Fig. 2. 19

Nétese que en el ejemplo elegido el valor mdximo positivo es jgual al negativo.
Cuando ello no sucede, como en la Fig. 2.19 conviene identificar el valor maximo.
positive con Sy, ¥y definir el valor minimo, como la menor ordenada con su signo,
indicindolo con 5, ™.

Debido a la forma en que fue definido, el valor mdximo caracteriza el mayor

trasporte instantdneo de carga. Notese que 1a expresion 51,5_'5_2. = }  nosiempre

define et valor maximo, pues se dan casos en que Ja derivada puede no existir ¢n el
punto considerado, como seria e caso de ta sefial mostrada en Ia Fig. 2,19,
egeValor pico a pico: es el valor existente entre el miximo y el minimo ab-
solutos. Se indica con Spp, Vi, 6 Ipy v en las Figs. 2.20 a) y b) se dan dos ejemplos.
Es de hacer notar que tanto el valor mdximo, como el pico a pico constituyen
una necesidad tecnol6gica; existen instrumentios que los miden, ’

Ism : st}

J_ ISE‘ t

a sop: [sal+ismi . b Sepr 3 - 5m

Fig. 2. 20
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£y Valor eficaz: es el valor gue deberia tener una sefial constante para disi-
caf entun intervalo de tiempo ignal a un periodo, sobreidéntico resistor, igual canii-
Zad de energia que la sefial periddica en coestidn. El valor eficaz scrd representado
st ung letra mayascula sin subindices S, Vo  seghin corresponda,
Su expresidn de cdiculo puede deducirse a partir de:
pit) = vy it = i*{t)' R 2.10)

51 gdemds es considerada fa potencia instantines como fa velocidad con que se inter-
cambia la energsa, se tiene: .

P :dw(r{ (2
dr
]gualandd laBe.2.00als Ec 211
AWl R
4 £#{t}
dW{t) = P{)+ R « de : ' (2.12)

Se¢ desea calcular 1a energia en ur periodo, se integrard ta E¢.2.12 en el mencio-
nado intervalo de tiempao:

LT T '
W= /fz{r} R dr = Rf ()t ' (2.13)
& I

Ademds, en base a Ia definicion de valor eficaz, la energia en un periodo tam-
bidil serd igual a :

T
Wi;r*f 2R - dr :R-Ff ir =R+ 1 (2.14)
' 7

Como los primeros miembros de las Ecs. 2.13y 2.14 son iguales, los ultimos tam-
hiznlo serdn, por lo cual:

T
Rep T = R[ Plyea -
- g :
T .
I = L/ i (1)« de (2.15)
T I

La Ec. 2.15 indica ta forma de calcular el valor eficaz de una corriente. Expresa-
da en forma genérica:
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N
§ = i_f s? (1) + dt (2.16)
T [2

La Ec. 2.16 establece que el valor eficaz de una sefial resulta de integrar 1a expre-
ston al cuadrado de dicha sefial en un periodo, es decir encontrar la superficie ence.
gra%il por e} cuadrado de la funcién, dividirla por el perfodo, ¥ extraer su raiz cua-

rada.

Si por ejemple es considerada una sefial senacidal tal como ka mostrada en 1a Fig.
2.21.), el cuadrado del valor eficaz, $? |, podria interpretarse geométricamente, co-
mo se ve en 1a Fig, 2.21.b}, como la altura de un rectingulo que encierra en un pe-
riodo igual drea que la expresidn al cuadrado de la sefial en cuestion.

Por ofra Pyste, de aenerdo ala definicion y formulaciones precedentes, surge una
interpretacion fisica para et valor eficaz: caracteriza la capacidad de trasporte de
energia de [a zefial, .

t sy

Fig. 2. 21
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2.3.3) Cilculo de sus valores caracteristicos para las funciones periodicas de
uso frecuente .

Para el cdloulo de estos valores caracteristicos, en generaf, conviene dividir el in-
tervalo de integracidn en tantas partes como sea necesario con el fin de lograr expre-
stones simples de ]a scfial para [os mencionados subintervalos,

Se llevaran a cabo varics ejemplos; comenzando por definir 1a sefia) en el interva-
to de integracion, y luego se apiicardn las expresiones de cdlculo de jos valores carac-

1eristicos,
a} Sefial rectangular
Para [a seifal mostrada en la Fig. 2.22 se tiene, dado que S, + = S~ =35,,.
S, : 0< ¢ < T2

s{f)
— S T2 <i1<T

i, 1) =2 Sp
D% acuerdo a la definicion de la sefial, el drea neia es nula, y el valor me-
dio cero

Verificando:
T T/ T
Sme.-':—l-—/ sft) +-dt =1—{/ Sm dt —/' Sm ' df]
T Jg T 7y T/2
T
Sime = Z—— Bw— — S (T "I)] =0
T 2 2

T 17
2.3) SLmel——--?—,] |s{r}1-d:=-5_-jf’ Sm - df
g

S|mel= Sm
a.4 SQ"*/ sife) dr=—-—f Sm® - dt

i 2 .
S’=-—,}:~ Sm? «T 1 §= 8,

b) Senal diente de sierra
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1 s}

e

Fig. 2. 22

De acuerdo con lo ilustrado en la Fig. 2.23 serd,

(1) {i’;‘_z 0K t<T
bi) Spp=Sm
b2 = dr = o
2y Sme= f tede= 7 Sm 3 ]0
S

Sme =~
-

b3)  Simel = Sme— 5,3@*

1
bd =7 T dr= 2+ Sm? - g
) Tf _ ]0
)

Smo .5 /5 fon
o= - a5
¢) Sendl triangular

Segin fo indicado en la Fig. 2.24 y dado que Swit = 5o = Sm, serk:

sft) { t 0<r<T/4
debido a la simetria de la sefial para el céleulo de los valores caracteristicos sflo
serd necesario conacer su expresion en un cuarto de perfodo.

¢y Spp=18m
¢2)  Sme =0 poriadefinicion de la funcion: verifiquese.
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Ti4
w1 _ 16 2 [ Ti4
3} § jme| "T/“f 4-.;’1m prde= T Sm —2—]0
1]
. Sm
Sime 5
Ti4
1 4% « Sm? 64 P T/4
o SZ:_.._._ __._._._..__...,..z-df:_-._.. o,
4} Tf‘%f = t - Sm* - 3 .

Fig. 2, 24 Fig. 2. 25

d} Seiial senoidal

De acuerdo con lo mostrado por la Fig, 2.25, y puesio que S»" =Sm” =5m, se
ene:

s{t) {Sm + sen wit 0T
5wt + sen wit . 0<<T2
Is{t}i —sm + sen cot TR<i<T

a1y Spp=25m

d2) Sme=0porla definicion de Ia funcién;veriffquese.

Ti2 L il
1

d3)  Simel —“-:ﬁa"f Sm + senwr'_dr?‘ wi}" Smf sen oif * doot

0 0

S8 seot] =S
Slme| = " {---{,oswt]u == 1+ ij
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S| mel = ZT}S’” = 0,636 Sm

T/2 T2
a4y §? =-T—}§~ Sm? < sen? ot * dr=%: Smt‘[ sen® t * dt pero
y
sen? o:=‘;“(l —cosZa) .
Ti2
Smi
Si:ﬂT_/ (1—cos2 wryds

0

772 x ‘
2
_‘?_-*fL{f d,~/ cos2e s » 1L
T
0 0

S."‘

it

5 . S [_?:__.:S:m_z . sen2wr]g

_ Sm
: _ Sm’ § = == 0,707 S,
s 4 0 Ty
e} Pulso recrangular repetitivo
Segiin lo indicado en 1a Fig. 2.26 resulta:
S O< < T,
sf1)
0 T, <e< T
e D}Spp = Sm
e 2} T, T
Sme:j#[f Sm < dy +I O'dt] S Ta . Sm
T 7y Ta r

T,
definiendo —; = § ciclo de actividad de la seﬁal_
Sme =8 + Sm

83)S|me[ = S"ne = § S’n
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ta T _
e4)523m1_[f Sm2°d£+[ 0-dr] o fa - g,
r Jy Ta T

§ =75 Sm

1) Pulso Irigngular repelitivo
En concordancia con lo iustrado en la Fig. 2.27 serd:

Smo 0<1<T,
sft} Ty
T, <t<T
Ta T s : T
Q)Sme-.:—}—[f _Sm_'t'df’—'r-fo-dt}:“m a_Lla
T 1] Ta T.q r- Tﬂ 2 G

f3y Stmel- = Sme = % . Sin

i Ta ) T
f4) sz=*[/ Sm -t“-dr+f 0 - dr =
T Ty?
) Ta
S 3}'1"3
Trigi 3o
S = /8 .5
3
_sIH
Sm -
a Ta 7 - T/A—L
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2.3.4) Factores caracieristicos asociados a las sefiales periddicas. Definiciones
y ejemplo de calculo.

a) Definiciones € interpretaciones . ]
Los factoses caracteristicos se definen, como tuego se interpretard, por yazones

tecnologicas. Son Jos siguientes:

factor de medig de médulo flimel = Sm (2.17)
Simel
factor de cresta fe Sm_ . (2.18)
. 5 .
factor de forma ff = fimed = S {2.19)
fe Slmel

Con el objeto de poder interpietar et significado de estos factores, se calculardn
para las sefiales rectangular, senoidal y triangular. Aplicando 1a definicion ¥ uiiti-
zando los valores caracteristicos calculados en 2.3.3) es posible construir el cuadro
indicado en la Fig. 2.28. L

Nétese, que para la sefial rectangular, por la particularidad de Se;iétéma y de
méxiulo constante, sus factores valen 1z unidad vy sc la puede tomar como refe-
rencia. De la forma en que se definieron los factores, y de {a observacion del cua-
dro de la Fig. 2.28 surge que: )

El factor de media de modulo caracteriza 1a capacidad relativa de trasporie bru-
to de carga de una seiial dada, referida a la rectangular. Cuanto mas grande es el
factor, menor es la capacidad de trasporte de carga de la sefial.

El factor de cresta mide 12 capacidad relativa de trasporte de enetgia de una se-
fial dada, referida ala rectangular. Cuanto mas grande es ¢l factor, menor s la ca-
pacidad de trasporte d¢ energia de ia sefial.

El factor de forma da una comparacion global de las sefiales referidas a la rec-
tangular, Cuanto més grande es su valor, mis puntiaguda serd la sefial, Adviéria-
se, ademds, que estos factores dan una imagen normalizada € independiente de Ja
amplitzd de las sefiales.

it

Facton gl el fe # ¥
Seiial

-E]_—_r 1 t ! Sm
% 1,57 1,43 1,11 . '

+ _ 4] T T
Av_ Sm
2 1,73 1.13

Fig. 2. 28 Fig. 2. 29
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by Ejemplo de calewlo de los valores y factores caracteristicos para un pul-
so rectangular repetitivo de valor medio nido

Por o indicado en ta Fig. 2.29 se iiene,

Swit 0<r< T,
8 .
Y g T <exr
bl Spp = Sm’ St 220

donde en Sm™ se ha considerado su module
T .
b2} Sme = _.1_[ sfe)« de = 0 por definicion de la funcion.
T/Ho

Previo al calculo de los demds valores caracteristicos, seran calculados los madu-
losdeS,, "y S, enfuncionded y Spp.
Conio la sefial tiene valor medjo nulo, el drea positiva es igual a Ia negativa,

St + T, =Sm™{(T - T, _ (2.21)
de ta Ec, 2.20

St =5Spp — S _ | (2.22)
reemplazando la lc, 222 en la Ee. 2.21, |
{(Spp — Sy Ta=8ni {T~Ta)
despejando Skt resulta:
S =
Sm =6« Spp (2.23)
y reemplazando ia Ec. 2.23 enla Ec. 222,

Sni" =Spp — & Spp

Smt=(1-8)Spp {2.24)
T
b3y S| mel= —%/‘ Psfrj i dr que en virtud de la simetria de la sefial se
0 :
reduce a:
Ta
= _I_ oy =7 . I.q . F =25 . i+
S | me | _7:,[ Saf +dr =2 T Smi =26+ S
20
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50
y porla Ec. 2.24, _
Simef=2+8-{1-8) Spp | (2.25)
T Ta T -
b4) st%f sz(z)dz=i,r{f Szm*-errf St de]
a & - Ta

§2 =5 Stmt +(1-8) S

y porlas Ligs, 2,23 y 2.24
§2 =8+ (1~8) Spp* +(1~-8)567 + Spp?
§T=8+(1~8)Spp* [(1~-8)+8 1}

S=4/8 {1-8)- Swp {2.26)

+

_ Sm . )
bs)y Sfimel= Sime) POt las Ecs. 2.24 v 2.25

1
fimet= 75735

Se tendrd ¢n cuenia para este ejemaplo, el rango de variacidon def factor con ef
ciclo de actividad. -

§ =0 flme| oo

§ =1 filme! -05

& =05 fimel =1
05 < flme| < oo

Por lo cual cuanto menor sea ¢l ciclo de actividad de la seffal, mayor es el factor
de media de mddulo,

.
b8y fe= % porlas Ees. 224 v 224
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8i
& =0 ; fe e
& 1 e =0
§ =0,5; fe =1 -

Entonces 0 << fe < e cuanto menor sea el ciclo de actividad de la sefial, mayor
=s el factor de cresta,

=7 = p A -
a7 K STl por las Ecs. 2.26 y 2,25
o=
25 (19)
si
& —~0 ff »e

- :r lo cual serd hallado e} valor de 8 que hace miximo al denominador y en con-
= ruencia minime al factor de forma,

df{s6{1—8)] o
T (1-5)+8-13=0 .
§=1f2 s fr=t1

Tsff<ee

2.3.5 ) Desarrollo de sefiales periédicas no sencidales en setie de Fourier

a} Introduccion:

La serie de Fourier permite descomponer una sefial periodica, que redina ciertas
condiciones no muy restrictivas, en funcién de senos y cosenos.

bsto es, se podria hallar la respuesta de un dado citcuito a cada una de las com-
conentes elementales de 1a excitacion y luego obtener la respuesta total por aplica-
cion del principio de superposicion.

Es oportunoc aclarar que el propdsito de este pavdgrafo es el de presentar la
Serie de Fourier, y dar las reglas para su utilizacion, ademas de encontrar las for-
mas de cdlculo de valores caracteristicos, pero no el de realizar un estudio deta-

ilado sobre Ia misma.



52 Andlisis de Modelps Circuitales

W) Dominie de flempo v de frecuencia: _
Hasta el presente, al estudiar una funcion del tipo: '
. sft) =S ¢ sen{wt+8) (2.27)

y representasla graficamente tomando como variable independiente al tiempo,
se obienfa consecuentemente una grifica en el dominio temporal como la indica-
da en la Fig. 2.30. La fase inicial estd representada por tg, siendo, naturalmente,
w ig=4a,

La informacién suministrada por dicha grifica estd dada por el valor maximo,
{a fase inicial y el periodo, es decir por Sm, 18 y I respectivamente.

Pero representar asi 1a Ec. 2.27 es sélo una de las posibilidades. Puede realizarse
otra Tepresentacién cambiando 1a variable independiente, y en lugar de f tomar a
w. En esie caso se abtiene una representacién grifica en el dominio de frecuencia
angular, tal como Ia fustrada en la Fig. 2.31. Estos grificos se denominan espec-
tros de frecuencia, y en particular el a) espectro de amplitud y el b) especiro de
fase. Pata un dado valot de w, la amphitud méxima de la sefind en estudio puede
obtenerse del grafico o) leyendo en la escala correspondiente. De manera similar,
1a fase inicial se obiiene del grifico b). De esta manera Ia informacién que sumi-
nistran estd dada por Sm.0 yw = —%,E

Aungue se necesiten agui dos grificos para tener la misma informacion, esta
manera de presentar fos datos esmas explicita para los fines de fa ingenieria, pero
en principio seria fo mismo trabajar con el grifico de la Fig, 2.30 o de 13 2.31.

En este caso simple, no puede vislumbrarse la utilidad de 1a nueva representa-
cibn, v se observa que el pasaje del dominio temporat (Fig. 2.30) al de frecuencia
angular {Fie. 2.31) puede realizarse por simple inspeccidn.

st}

S

t Sm g 8wl

Y

T LT

o

[0}

—

Fig. 2. 30 _ Fig. 2. 31

La principal conveniencia del empleo del dominio de frecuencia angular surge
en e} caso de presentarse una senal periddica complicada tal como la que se mues-
tra en la Fig. 2.32.3). En este caso, naturalmente, los espectros de frecuencia ten-
drin varias componentes, tal como o imdica la Fig. 2.32.b).

La herramienta matemdatica que permite pasar de} dominio del tiempo al do-
minio de frecuencia angular es la Serie de Fourider,

Se demuestra ademds, que cada par de coordenadas, Syufw) y 8fw) define una
funcidn senoidal, Nétese también, que en Ia representacion del espectro de ampli-
tud no se da el caso de que S,,fw/ presente un valor negativo. Esto significa una
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S lwb)
a b
sir)
Ve
l L iy w
Oy 2w, 0y day Sy Sy
L ST
o b
]

T EVE TR

Fig. 2. 32

asicidn de fase con respecio a la referencia, y dicha oposicion de {ase debe asig-
=srsele al Angulo de fase,

Fijese entonces, que si se gquisiera realizar el andlisis en el dominio temporal,
saria laborioso y complicado; pero st se lo realiza en ¢l dominio de frecuencia,
—adiante la Sere de Fourier, se logra una funcidn equivalente a la dadaz en fun-
cidn de sefiales senvidales, hallando la amplitud y fase de cada componente de
Zrecuencia dada. Puede entonces realizarse el andlisis a cada una de Jas componen-
125, cosd qué es simple, ¥ luego aplicando el principio de superposicidn, puede
tallarse el resultado buscado que corresponde a 13 sefial periddica complicadal
o lo que es Jo mismo, al conjunto de sefigles componentes,

Obsérvese ademds, en la Fig. 2.32.b) que las componentes son de frecuencia
siltiplo entero de wj, Hamada ésta fundamental o primera asmonica; Juego
@ wq segunda armdénica, eic, En consccucncia entre 0 v wy; wy ¥ 2w, etg, no
=xiste ningin seno ¢ coseno con frecuencia eomprendidos entre ambos, de tal
manerz que el espectro de frecuencias obtenido a partir de la Serie de Fourier
25 un espectro discreto,

Por otra parte, s la sefial posee un perfodo muy grande, jos intervalos men-
cionados seran pequefios, v en et limite, si el periodo es infinito, ¢ 1o que es lo
mismo que iz sefial es aperiddica se tendrd un espectro contimuo, que se analiza
sor medio de 1a inregral de Fourier. En {a presente teorda, 1a resolucion de cir-
guitos excitados por sefiales aperiddicas serin atacados con otra herramienta
matematica que es la Trasformada de Laplace.

¢} Condiciones que deben cumplir las funciones pary ser desarrolia-

Hes en Serte de Fourier: . . .
Para que una sefial sea desarrollada por medio de la Serie de Fourier, debers

cemplir una sevie de requisitos, conocidos como condicioney de Dirichiet, a saber.

¢1} La funcion debe ser periddica,

¢?} La funcion debe tener un nimero finito y numerable de discontinuidades
de primer orden en el intervalo que corresponde al periodo.

c3) La funcién debe tener un nimero finito ¥ numerable de puntos extrema
fes en el intervalo que corresponde al periedo.
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d) Serie de Fourier expresada en funcion de senos y cosenos

d1) Inrroduccion: El obietivo es fabricar una funcion anali‘tica a partir de una
serie de puntos, y que éstos representen a lu sefigl lo mejor posible. Esto guarda re-
lacién con Jo estudiado en los cursos clasicos de {isica respecto del método de los
cuadrados minimos.

Dado que se puede demostrar que todo desarroflo de una funcién realizada co-
mo sumatoria de funciones ortonormales satisface el criterio de los errores cuadri-
ticos minimos, tesulta entonces que la Serie de Fourier es una aproximacion opti-
ma, puesic que es funcién de sefiules senoidales y éstas satisfacen el criferio de
ortononnatidad,

En realidad senos y cosenos son funciones ortogonales, que luego de normali-
zadas, es decir divididas por 7 s¢ convierten en ortonommales.

Se dice que dos funciones fi{ £} y f(t) son ortogondles en el intervalo 1, <t<t,
si se cumple que:

ty :
, 0 =g ’
f fige) ~ fif1) dr { (2.28)
4 ' ,#F0 17 .
¥ que son grronormales si se cumple que,
t2 0. i#]
f fift) - fife} ar { (2.29)
/ i k=) : _
t . -

La conveniencia de que la Serie de Fourier se desarrolie en funcidn de senos y
cosenos surge de las observaciones anteriores y se refuerzan por las dos definicio-
nes precedentes.

Por otra parte, es oportuno citar ¢l resubtado de algunas integrales que se utili-
¢ardn en desarrollos inmediatos,

. 2n
| cosnwt dwt=0 (2.30)
021-r
[ sen et * dwt =0 _ (2.31)
%o o '
f sen net + cosmot * dwi = 0 ' C(232)
021: - . 0. n%m !
f " sen mod tosenmed + dusd '

T op=m (2.33)
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d2) Expresion de la serie y forma de cdleulo de los coeficlentes: pensando que
Ia serie de Fourier permite aproximar una seftal periddica como uaa suma de sefia-
les senoidales y cosenocidales de distinta amplitud y frecuencia, podria expresarse

matemiticamente de la siguiente forma:

oo

fiwt)=4o+ I [Bpy « sennwt + Cpm* cos qut (234
=1

donde:

7 ;orden de }a armdnica
Bpm ; coeficiente del seno de orden 7
Cmm 3 coeficiente del coseno de orden “y’”’

Si se integran ambos miemhros de la B¢, 2,34,

2n 2a 5 . 2n
fﬂwt}dut= Ao dwt+ = [J. ' By -sennwz-dwr-rjcmn-
0 9 n=1 Jo ) o

COs Wit + deor
neat > det | (2.35)

donde ¢n el segundo miembro de 1a Ec. 2.35 es nulo el segundo rmino por la Ec.
231,y el tercer término por la Ec, 2.30, resultando,
2w

f flwt) dewt = Ag » 2# = :
d

2a
Ay =L }( flwt) + deot (2.36)
i 0 :

Comparando Ias Bcs. 2.34 y 2.36, se desprende que el término constante de fa
serie 4, es el valor medio de Ia sefial ffcwt ),

Multiplicando ahora 1a Ec. 2,34 por sen nwr ¢ integrandao,

2n 2=
flwt] « sennot ¢+ dewt = f Ay senmt * dwt +
0 0
o 2a i :
+??-§}!f By n °senm ot sen wi < deot 4:[ Cin 5 T EOST Laf “Sem Mol « du’ut
e o

(2.37)

El primer y fercer término del segundo miembro son nulos por las Ecs, 2.31 v
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2.32 respectivamente, Por la e, 2.33 el segundo término vale 71, a menos de la
constante, por 1o tanto, .

2

/ flot) « sennest « d wi = R ,}m * W
4]

en consecuencia, ef coeficiente del seno de orden **n” puede calcularse como:

2w
Bmn = Mif Hewt) - sennwt + deot (2.38)
7 .
g

Si en forma andtoga se multiplica la Ec. 2.34 por cos nwt ¢ integrando, resulta
que el coeficiente del coseno de orden *7” puede calgularse conio,

2w
Coan *-1;1[—[ Huwt) - cosnet - dewt _ : (2.39}
4

Resumiendo se tendrd que la Ec. 2.34 es fa expresion de la serie; v las Ees.
2.36, 2.38 y 2.39 indican la forma de calcule de fos coeficientes, Notese que si
bien los Himites de mtegracidn abarcan un perfode complieto, no es necesario que
sea de O a 2m; sino que puede ser de —7 2 7, ¢ olro periodo completo que logre
simplificar la integracidn,

e) Tipos de simetrig
Hay casos en los gue, observando la simetria de I sefial a desarvollar puede sim-

plificarse convenientemente e cdlculo de los coeficientes. Los principales tipos de
simetria son:

el} Far: es cuando se cumple que fleof) = ff—cst] segin se flusira un ejemn-
plo en la Fig. 2.33. Se demuestra gue las sefiales con este tipo de simetria, contie-
nen en su desarrollo sdlo términos en coseno, ademds del término constante si
1a seiial tiene un valor medio no nulo.

e2) Impar: es cuando se cumple que ffwr) = - ff-wt) como se muestra
en ef ejemplo de la Fig. 2.34. Se demuestra que las sefiales con este tipo de sime-
trfa sGlo contienen en su desarrolio térmitos en seno.

e3) Alterna: en este caso se verifica que flwt) = - for~+ n) segin se
fustra en el ejemplo de ta Fig, 2.35. Puede demostrarse que las sefiales con este ti-
po de simetria sélo contienen en su desarrollo ammébnicas impares.

-2n




Senales de excitacion de uso frecuente 57

tiweg
;—f [EHIH
—u | N, ot
T n - R o owt r\
[T
Fig, 2. 34

[E A

Fig. 2. 35

£ Seric de Fourier expresada en funcion de senos imicamente

Dator oo bn difeencia ehire $8005 ¥ CURRROA €5 wn dofasde de F serd posivle
sl

escribir 1a Serie de Fourier solo en funcién de senos: con un angulo de fase no nu-
io. Por lo tanto, la misia puede ser cscrita de Ia sicuiente manera:

Hwij = A4y + %Aﬁm » sen(rot + fp) (2.40)
‘{?:

y €sta es, precisamente, la herramienta matematica que se necesity, puesda en for-
ma explicita los espectros de amplitud y fase. Ademds, presenta ia ventaja respec-
to de la forma dada por la Ec. 2.34, que provze un sélo témnino para cada valor de
pulsacién. O sea que si ffer) representa a una seiial provista por generador poliar-
monico, este desarrolio suministra un solo generador para cada frecuencia,

El desarrollo indicado por la Ec. 2.40 debe ser equivalente al de la Eg, 2.34. Da-,
do que: sen{nwi + ) = sennw! ¢ cos fpy + sendy ¢ cosnwe (241)
puede reemplazarse en la Ec. 2 40 resujtando,

flat) = Ag * E}Ealmn © seN Nl cos Oy + Apy ¢ sengy o cosnwt‘:}
1?:
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por comparacion de las Ees. 334y 2.42 surge que: _

Bma = Amn * CO8 On (2.43)
Cmy = Amn = 0 i (2.44)

elevando al cuadrado las dos Altimas expresiones y suméandolas,

tan * Cmm T Al (cos® 8p + sen”Op)
= 4+ 2 .
Amn = Bl T Cmy 24

Por otra parte, realizando el cociente entre las Ecs. 244y 2.43

Cmy _ Amn ” sen Oy

- = = g6y
By R
. C :
by = arc tg MmN . . {2.46)
Bmn .

Con las expresiones dadas por 1a Ec. 2.40, se tienen todos los datos Necesarios
. para operar con la serie de Fourier en funci6n de senos inicamente, que &3 Ia for-,
na mas utilizada en 1a Teoria de Circuitos, Obsérvese ademds, en las BEcs. 245y
7.46, que no puede eludirse el paso por la serie en funicion de senos ¥ COENOS, da-
do que deben calcularse Cmn ¥ Bmn-

Se sintetizara ahora el procedinuento 4 adoptar para el célculo de los coeficien-
tes. En primer hugar se divide el perfodo de integracion en tantos intervalos de in-
fegraciOn cOMIO sea Necesario con ¢l objeto de construir la expresior de la sefial pa-
«a cada uno de los intervalos en los que se la dividio, Luego se cajculan los coefi-
cientes Ao, By ¥ Ciin teniendo en cuenta la simetrfa que presenta 1a sefial. Fi- .
natmente, se retizan las trasformacionies correspondientes para pasar de la forma
de sencs y cosenos a la forma de senos solamente,

g} Valores medio y eficaz de una sefial polizrmonica en funcion de los va
jores de los coeficienies de ia Serie de Fourier.

Segiin la Ec. 2.8 s¢ definid como valor medio,

Sme = -%;f sft) dt _ 0 lo que es fo mismo,
0
2%
Spe = Elﬂf sfwot) + det _ : (2.47)
/g

y por la Ec. 2.36:
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b3

dg = L f  fret) - dwr (2.36)
2w

cornparando las Ecs. 2.47 v 2,36 surge que el valor medio de la sefigl polinrmonica
equivale at términc constante de la Serie de Fourier,

Sme = Ag (2.48)
En lo que respecta al valor eficaz, se defini¢ segiin 1a Ec. 2.16 como,
T .
52 L1 f s*t) dr o 1o que es lo mismo
r )
RE I j F (we) dwt (2.49)
in

pero porla Ec, 2 40

flet) = Ay + %IAmﬂ sen (net + 1,) (2.40)
=

reemplazando la Ec. 2.40 en la 2 49 y operando:
’ 2m

h i ——.;1-;; 4g + E Amn « sen(nest + Og)]
i

[4g +ijAmn»sen (nwt+8n) 1 der
=

-~

2w 27
e =-:2i§ f Ayt dot +'§; H2 [ g 3 Amy * sen (nwt + 0n) dot
0 ' 4

=
: Zﬂ'.w . o0

to , ,,E’gAmn » sen{nwt +9q)glamn sen(nw? + 0n) Qwr

En el segunde miembro, las integrales de} segundo €rmino son nulas segin Ja
Ec. 2.31. Las del tercer término, a menos de las constantes, resultan segiin Ia Ec.

233, iguales a 7 para orden de arménicas coincidentes, y nulas en caso contrario,
resultando entonces,
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$ = *21*[420‘ Yt A2, o+ Ay AL AT ¢
m

A; A: A2
2 A20+ meo My . mn (2.50)

2 -2 2

excepto el érmino constante, los Ay, son los valores maximos de los compo-
nentes senoidales, que divididos por v/2 resultan valores eficaces, es decir

S = —S-LH.. = ““_‘4””?
Ve

-

= r'; n

porlo que fa o, 2.50 resubta:

g e
§ = \/A o T X AT = \/ 30/?21? {2.51}

. o e 1=
donde Ay es et valor eficaz de ta componente de orden .

Resumiendo, fa Ec. 2.51 indica que el valor eficaz de una seiial poliarmdnica es
igual a la raiz cuadrada de la suma de los cuadrados de los valores eficaces de las
componentes de distinta frecuencia,

Notese ue existe un sofo términe para cada frecuencia. En todo desarvollo gue
presentevarios témminos de jgual frecuencia, esios deberan sumarse prevismente
antes de calcular el vaior caracteristico. :

e) Efemplo de aplicacion
Este ejemplo elemental tiene por misidn ilustrar sobre ef célculo de valores ca-
ractetisticos por intermedio de 1a serie de Fourier y sus derivaciones, el tema se
profundiza mds adelante y se aplicard al analisis de circuitos en el Cap. 97 Régimen
permanenite de circpitos excitados por sefiales poliarmonicas.

wiwr) (V]

20

3 ™ o
Fiz. 2, 36

Volviendo a la presente aplicacion, sea por ejemplo encontrar el desarrollo en
Serie de Fourtier para la tensién indicada en Iz Fig. 2.36. Supdngase que la pulsa-
cion de ja sefal es « = 100, y que para el desarrolto pueden despreciarse las
arménicas superiores a tres, Calcular ademis fos valores medic y eficaz de iatten-
$1én poliarmonica. =
Solucion.

La expresion de la tension resulia,

Vgt :_221_?,, wt =_1_T?_wt para . 0 < r <27
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Empleando ta Fc. 2.36,
27

Vg :u}-j/_l_(j_"wt-dwr :.}.9_ {@_Q.z 127
2 [}

2o h1e 21.[.2
Vo = 10V
EmpleandoliEc 238
an ,,___“-/ 10 AT scn'qwr - dest =—J‘ W ¢ osenn wt det
/ _senmX X v ocosmx
pero x *seninxdx = 3 — -
_ n i
por 1o cual
: g r senmwt r o ocosnwt 1°7
By =2 [ :]?2 .o cospet g
an :‘—»—[0—2?1]:__20
7 ] nr
By, = -9 __638
T
Buz =20 -3,8
2
Bps = -2 = 212
3n
Utilizande 1a Ec. 2,39,
’ 1 2 2
1
Cmn_ = “ﬂg * it v cosnwl c dwi = Q / wi * ¢os nwit + deat
Tt Ty
perof x ¢ cosnudx = COS;?X + X ennRX  porlocual
{7 i

. 2
Ciny 2 —o [ uosnnzwr 4+ Wi s;nnwr 1

Cug =L [0+0] =
?T



62 - © Andlisis de Modelos Circuitales
Empleando la Ec. 2.45,

Vi =~/ By + Cipy = | Brg | pues d0s Crpp = 0

Utilizando la Ec, 2.46,

Crnyy - o ‘
01 = are 1g 3 dado que Cppy = 0y Jos By son negativos resulta que:
Hit
6y =0y =dy=%mx

Aplicando ahora la Ec, 2.40 y recordando que w = 100, surge que el desarrollo
en Serie de Fourier para la tension dada es;

v(r}= 10+ 6,36 sen (100f + 7) + 3,18 sen (200¢ + 7} + 2,12 sen (300f + 7} (V)
. Notese que las amplitudes de las armOnicas superiores a tres serdn de poca im-
portancia, ¥ gque su signo negativo ha sido trasferido al dngulo de {ase.
Por ia Ec. 2.48, el valor medio resulta,

Ve =10 V

y ¢l valor eficaz se calcula aplicando la B¢, 2.51,

F\fz 6360 318° 2127
=y 10t + 220 A8 L 2

V=11,293V

¥l cilculo exacto del valor eficaz de ia sefial considerada es (ver 2.3.3.0)
Vm 20
= = = V
\' Vil 73- 11,547
En consecuencia, al despreciar las arménicas de orden superior al tercero se
comete un erjor:
L 11,547 - 11293
11,547
Para que ¢l error sea inferior al 1% es necesario tomars en cuenta hasta la octa-
va armonica, ya gue la convergencia es lenta a partir de las tres psimeras compo-

nentes, come puede apreciarse en el espectro de frecuencia de amplitud de Ja Fig.
2325. ' .

€% - 100=212%

2.4.  Sehales aperiddicas
2.4.1,) Sedales fundamentales

. a) Escalon unitario:
Serd denominado con u{t) y su aspecto se muestra en la Fig. 2.37.
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Se define como _
0 t<<0
uft} .
{ i >0

Obsérvese que presenta una discontinuidad de primer orden en el origen, por lo
cuai no 2std definido el valor de ia sefial en ese punto.
b) Rampa unitaria;
Se simbaliza por gft/ v se ilustra en la Fig. 2.38.

ulrl

Fig. 2, 37 Fig. 2. 38
Se define come, .
: 0 t<0
Pt
/ t=0

Es evidente que para tiempos positivos resulta una recta de pendiente unitaria.
¢} Impulso unitario:
Serd denominado con & {#) y su aspecto se indica en la Fig. 2.39, Se define de tal
manera que su ancho es infinitamente pequefio, su atto infinitamente grande y su
Area unitaria, ¢s decir, '

O r#0
£0 =0
8/t -
fﬁ;’r)drtl
51t | Bat 1)
B =
Io Z
//»
' o
f z

Fig 2. 39 Fig. 2. 40
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Sj se desea comprender mejor el significado de esta seftal, se puede utilizar ia
Juncion guxilior 84§1) mostrada en la Fig, 2,40 definida como,

0 r<Q
81 H;; o< t<h
0 t>h
Nétese que posee drea unitaria, es decir,
o ¢ B’ =
/ 6!s(z}cl:=f o«_dr+f -i—-dw.-f 0 dr=oboh=1
—oo ~es 0 h
por lo cual podria interpretarse,
Sir)= I}:l]IE gr’:(t,? (2.52)

[as dificultades que se presentan para interpretar esta sefial, Hamada furicidn
impulse o delta de Dirac, derivan del hecho de no ser en realidad una funcidn,
Podria llamarse distribucion delta de Dirac.

2.4.2) Relaciones entre las sefiales fundamentales: :

Las relaciones entre las seftales aperiddicas fundamentales surgen en forma con-
ceptual, aplicando las ideas de integracion y derivacion graficas, v el pasaje de unaa
otta puede lograrse segiin se indica en el grafico de la Fig, 2.41.

gorl

[ S
N
| 3
N | +
T L B
R
E
wit) |
G 1
v
"
A
&
E]
N
o
ol
At Q
’ !

Fig, 2. 4)
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Expresado en forma matemadtica, dicha figura indica que,

t .
uit) =f 5(t) - dt (2.53) u{I}-‘:i%FL (2.55)
T ' d o
pr’r)=j’ uft) - 4t (2.54) S{r)*—--—df";@i— (2.56)

Considerando a Ec, 2.53, ella puede ser demostrada utilizando la funcion auxs
liar Shft) definidz en 2.4.1.¢) v mostrada en la Fig. 2.40. En efecto: parar < Oes:

f Sft}hdr= }]im [/{)dt]:(} y paraf >(:

. o ot t
/M:jdr:}im [det-!-f + dr“'f 0df]=lim [+-/}=1
/ w0 J .y . n-0o A

y puesto que la funcidén gue es nula para ¢ < 0 y unitaria para / > € es el escaldn
unitario, ¢s posible escribir,

[ Bft)dr=u(t) Andlogamente, para la Ec. 2.54
- .

resufta: para t << Q fu{r}d£=[ 0dr=0 yparar>0

/ uftjde f 0dr+f1dz-'r

— 3

La funcién que es nula para 1 < 0 y una recta de pendiente unitaria que pasa
por ¢l origen para ¢ > 0, es 12 rampa unitarig, por lo que puede escribirse:

t

[ wiyar= oz

-
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Como es evidente, la Ec, 2.55 es la inversa de ka Ec. 2.54. Andlogamente, la
Ec. 2.56 es la inversa de la Ec. 2.53. Sin embargo, es importante resaltay que lag
derivadas de o (¢) y 1ft] no estdn definidas en ¢ = 0, pues dichas funciones pre-
sentan en el origen de coordenadas, discontinuidades de ler. y 2do. orden, res
pectivamente. No obstante, dada la gran utilidad que presentan las ecuaciones
de referencia, serdn frecuentemente utilizadas con la reserva de su falta de vali-
dez formal para ¢} tiempo en que la derivada presenta una discontinvidad.

24.3) Sefiales elementales derivadas de {as fundamentales y pardmeiros que
las caracterizan cuantitativamente
a) Escalon de amplitud 4 : Se muestra en 1a Fig, 2.42, y resulia,
sft) =A - uft)

b) Rampa de pendiente 4 : Es la idicada de la Fig. 2.43, resultando,
sft)=A - pft}

¢y Impuiso de fuerza A o drea A: Estd flustrado por la Fig, 2.4, defi-
niéndose como,
sft)=A - 8(t}

d) Escalén de crecimiento gradual y amplitud A: Se muestra en la Fig.
2.45 ¥ resulta,

0 t<0
s(t) 4 ., O0<r<Ta
Ta
A t27a
=) - z{1}
s{t)
B fr————c i
b _®
i
i J ! 1
|l B
Fig. 2, 42 Fig. 2. 43 Fig. 2. 44
FLED] sfH) 151!}
A -— LY A - -
|
!
}
| ! i :
i Ta fa Tg

Fig. 2,45 Fig. 2. 46 Fig. 2. 47
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e) Pulso rectangular.:
Esel indicado en la Fig. 2.46, resultando,
! 0 ' <90 r
4 0<r<ig |
1% 1> 7,
) Pulso trigngular: Esta ilustrado en la Fig. 2.47, definiéndose como,
0 r<Q
{1 4 ., 0<t<Ty
8] Ty
0 t> Ty
g} Pulso doble rampa: Se muestraenla Fig. 248 v resu!ta
0 <9
7,
“ t 0<r< =
s {14 g Tz 42;,,
A ZA - };‘ ¢ “2— 4 a |
] t=Tg

hy Sead sencidal semiperiddica: Este tipo de sefial, combinacidn de

peritdica y aperiddica se indica en la Fig. 2.49, definiéndose como,
: 0 (S

s(t)
A -+ sen wt tz0

. 1)
. A
n— mmmmmm —
] .
|
N T
i 3 ' \
: v
Tosz Ta

Fig. 2, 48 ' Fig. 2,49

2.4.4} Construccidn de seiiales aperibdicas cua!esquiera a partir de las sefiales

elementales:
Seguidamente se estudiard el efecto de muitiplicar una sefial cualquiera pﬂr ufty,

y como pueden desplazarse temporalmente las sefiales elementales.
a} Efecto de uft): Seran considerados tres sjemplos. En el primero de
“ellos, tal como se indica en la Fig. 2.50 se dispone de una seftal s,{¢/ que multipli
cada poruft/, resulta una sefial como 1z indicada, que responde a,

s(t)=s, (1) ~uft]= A -uf1)
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Por otra parte, como se indica en la Fig. 2.51, disponiéndose de la sefial S,/
y multiplicanéola pot 21/, se obtiene la seiial indicada, que responde a,

S(i)islz(t).u(t) = ALt u{t) = A.p(t)

Finalmente, como muestra la Fig. 2,52, contando con una sefial s; ¢/, multipli-
cada por u(1), resulta 1z seital mosirada que responde a:

s{t)=saft} <uft)=A +senwt * uft)

De todos los ejemplos se desprende que al multiplicar una sefial por uft/, se
anula dicha sefial para tiempos negativos, no afectindolz para tiempos positivos,

2 i} ’ uitl s (t]

Fig 2, 50

2alh} ) g i) 5(1)

Py Je— L a e —

Fig. 2, 52
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b) Desplazamiento de las sefales elementales: Tomando las sefiajes ele-
mentales y afectando convenientemente la variable tiempo, resultard un despla-
zamiento de la sefial en forma horizontzl.

En primer término, desplazando el escalon mostrado en la Fig. 2.42, se obten
drd el dustrado por la Fig. 2.53, que estd atrasado en Ty respecto al anterior, y

definido como:

0 t< Ty
Au(t—Th) 5

A P> T,

En segundo término, desplazando la rampa indicada en la Fig, 2.43, se obten-
dra la que muestra a Fig. 2.54, definida como:

Acptt - Ty)= o T
=44 - Tyu{r - T} At t=1,

Finalmente, desplazando el impulso mostrado en ta Fig, 2.44, se obtendrd el
que Hugtra la Fig. 2.55, definido por:

0 t#E Ty
A5G~ Ty) | #0 t= T,
A 8(t~Ty) de= 4

—o

Ault=T) rgcr-‘r]]

Fig. 2. 53 Fig, 2. 54

2.4.5) Superpusicitn de sefiales elementales desplazadas

Los problemas que se presentan son:
a} dado el grifico hablar la expresion de la sefial y b) dada la sefial repre-

sentarla graficamiente,
Se comenzara con ¢l primero de de los problemas, es decir hallar la expresién.

de I3 sefial para los siguientes grificos.
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a1) Pulso reciangular de amplitud A

Dado e} grifico mostrado en la Fig. 2.56, s observa Gue este puede constru:rse,
tal como se ndica en la Fig, 2.57, como 12 surna de las seflales Sut) Y saft)
decir,

${t) = sift) + sif®
sft) = A *uyy -~ A ut-Ty)

En este ejernplo ¥ en los sucesivos de este pardgrafo, serd representada cada una
de las componentes con el objeto de lograr ura mayor comprension del problema;
una vez adquirida la prictica, la expresion buscada se halla por simple inspeccion.

a2) Pulso trignguilar

Es el indicado en 1a Fig. 2.38, nctando que éste puede ser construido, fal como
se indica en la Fig. 2.59, sumando fas sefiales indicadas, es decir,

sft) =Sult) 15a(t) + ssfe)+ sa(y)
24

sfeje 2t ufy 24 Ty )u(r___ _
Tl Tl
L2 Dye + ﬁ(x N AYIE A
3 2 T:
st) =24 oy — M ol -y 4 Hppe - 1)
T T, T,
2]
£
st

. 1 A R

T |
‘ .

Fig. 2. 58 Fig. 2. 57
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4 Bt

Sylt} 4 sau}- s‘a(ill

At — — -

[.
!

l
ifT, 2 k]

sppltl+ sgith=agait)

B — — p— ——

|
!
T
.l
|

b

Sppgt b b s {rde st

|
i
!
L
|
i\
[
k

A
:.
|
L

Fig, 2. 59

a3) Seridl escalera
Mostrada en la Fig. 2.60, se observa que puede ser construida, como se indica
- entla Fig. 2,61, sumando las seffales elementales praficadas, a saber:

s{t] = sift) + salt) + safth + saft)
sftj= Aupy + Au(t-T\) + Au(t ~ 2Ty)-3Au{t~3Ty)

ad} Tren de impuisos h
Resulta el indicadoe en la Fig. 2.62, notindose que éste puede ser construido,
tal como se indica en la Fig. 2.63, sumando las sefiales elementales indicadas, de
tal manera que:

st = SU{8) 4 520t) F syft) + saft) + s55(t) '
8(t) = 28(t) + 46(z ~ 2) + 38(t — 4) ~ 8(t — 6} — 25(r—8)
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Fiz. 2,62

s(t]

RN

27,

Fig. 2. 60

T

[NEh]

2h e
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72

- -} -4 - -
—— e e i
| BEVLC

s i i s e m—— i S—a—r e nlill‘:! —— —— —

-

—— e e —

P I.I.ll;d?um..lll‘-l{ll.l.i...l.rl[.‘ll‘ e e e e ———— e e
bl - - = - -
o -\ = = =
T I = % o
- e - [l @ @ w
e S - S

I

Fig. 2. 63

Fig. 2. 61
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a5) Sedal arbitrariu
Ver la sefial ilustrada en ia Fig, 2.64. Por simple inspeccidn resulta:

sft) = 10zuft) — 100t — Du (-1} + Wu{t~1)-200 -utr-2)
+ 20(r~3)u(rm3)—10u(r—3).+ WOu(t—4)-30(—-Du(t-H+
4300 -Nu@E -+ 10ur-N+200—-63ul{r—6) - '
200 -65u(t-65)-200@ 65 u{t—65)
+20-Nu(t~N—10u{t-T+256(t~7)
s{tj = 10 pyy — 100 -1) + 10Iu{tw 1200 (r—2) + 200 (21— 3) -
—10u(f-3)+40u(f -4) 300 (1 -4} + 3000 -5V + 10u (t - 5)+
+20p(t—-6)~400 (£ —60420p( -~ 10u{r-N+256(0~T)

i)
B foim o 4 o o e e e pom e

20— R

Fig. 2. 64

Nétese que el método vtilizado en estos ejemplos permite resolver circuitos con
excitaciones compuestas, hallindose primero las respuestas a cada una de fas sefia-
les componentes por separado Io cual es sencitlo, y fuego aplicande el principio de
Superposicion.

Obsérvese que debido 2 esto dltimo conviene uiilizar suma de funciones ele-

mentales pero ne productos.
Continuando ahora con el segundo de los problemas mencionados al principio

de este pardgrafo, es decir, dada ja expresitn de la sefial, representarla grificamen-
te. Se estudiardn los siguientes ejemplos, realizandolos por simple inspeccién, en
base 2 la experiencia obtenida en los problemas inversos.

nl) ;
(1) :éz_. Py —Aut =2 A p(t — 4y —Au(t—4)
2

¥ su representacién grafica se encventra en la Fig. 2.65,

b2} _
s{t) = 10p;) — 10p(t—2)~10p (t —4)+ 100 (- 6)
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cuya tepresentacion grifica se muestra en la Fig. 2.66.
b3) ) _
sft) = W0uyy+1W0ulr -+ lOu(r — 4y +S5p(t--4y—5pit-6)

—Sp{t —6)+ 5 p(f — 10) — 20u (£~ 12)~3 5 (1~ 14)

y su representacidn grafice se indica en Ia Fig. 2.67.

50t

tIsh

i

Fig, 2. 65 Fig. 2. 66
5010
1Y S
T 1 )
sof—t e ] I‘ "],-"—“
201 : i (R N
: ! i i . I
i1e : o S s S et {
R AR O A
Dy 2z 3 4 5 6 7 8 9 10w 1z @3 §4
G -

24.6} Construccidn de sefiales semiperiodicas por superposicidn de sefiales
aperiddicas desplazadas
Mediante sumatorias de sefiales aperiédicas desplazadas puede conseguirse que
se repita indefinidamente un dado juego de valores. Se suministrarin dos ejemplos
para itustrar el tema.

ay Dada )a sefial mostrada en 1a Fig. 2.68 encontrar su expresidn como suma de
sefiales aperiddicas despiazadas

Se observa que la sefial puede construirse restando a una rampa escalones de
amaplitud A, desplazados sucesivamente en un niimero entero de periodos, es de-

¢ir: oo
s(t) =4 .o — S A u(t—aT)
T =1
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b} Parala siguiente sefial se desea hallar su representacion graﬁca

s{t)= Am %:1 sen {est — nwY + u {cof ~ W) |
Es evidente que la sefial dada puede desarrollarse coma:
sft} = Ay < senwit - {wf)+ A4, * sen {wt — D u{wt— )
+ A vsenfest = 2mu ot - 20y + ...

cuya representacion grafica se flustra en la Fig. 2.69,

3T

Fig. 2. 68
: s{1t
i S [TV —— e —
V\ /\ 1.
! Ity m I 4n
Fig, 2. 6%

2.5} Problemas resueltos

2.5.1 Para Ia sefial periddica de corriente mostrada en 12 Fig, 2.70 calcular los

valores medio, medio de médulo y eficaz. Determinar ademis los factores de me-
dia, cresta y de forma,
Solucion:
2 0<r< T2
ift) 4

4m T2<t<T

Por la E¢, 2.8 el vador medio resulta,
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T/2
me=t (] 2-ar+ f @-% ]
T Yo . T2
T/2 T
1
Ime =— {/ 2dr+ / 4+ dr~ / el dr ]
T
0 T/2 T/2

/2 T , T
me =k [2-:] vaup - by
0 T/2 T/2

i .3
[me—*—? [—B—T} =15 A
Por la Ec. 29 v teniendo en cuenta que 1a sefial no posee valores negativos, el
valor medio de médudo resulta:

_Teniendo en cuentala Ec. 2. 16 el vajor eficaz sers,

T2
zsz [ . dr+f (4*—--2‘)2 < dr}
’m_
m
AI/ 22*dr+/ (16—-— 2 yan
T Tii Tl
Tf2 T N T s T
. _
r ~:‘;«|} 17 +1601) *%%} +~1§'53~}
it Ti2 T/2 1 Ti2
2.—:.-1_-» _,8_.'
F=yig N
= 163 A

Porla E¢. 2.17 el factor de media de mddulo yesuita,

2 .
Dimey = 72 = 1,33
Debido alu Ec. 2.18 ¢l factor dé cresta seri:

Y SR
fe= 7o =123

y ol factor de formag porla B¢, 2,19,
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fr==7==109
L
ift) (&
F
l !
i
N | i
F '
; T
Fig. 2. 70
}vtr] v
e
'
1
I t
I T
z
/
/
—Ipot—-— — -
Fig. 2. 7)

2.3.7) Caleular los valores medio, medio de méadulo y eficaz para la tension
periddica indicada en la Fig. 2.71.

Solucion _
100 0<sr <72
vt}
100 sen £ Ti2<<T
Siguiendo las indicaciones del problema anterior surge que:
Valor medio _
Ti2 T T{2 2n
Vms="%:' {/ 106G dr +/ i00sent dt}=-%:f lL'){JcLH--L /100 sen wi * deot
27
0 T/2 {r "
y LER 2
Vig=-7+ 100" ¢ = [ 008 wi]
T 2w
Y n
100 1 = 182V
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Valor medio de modulo

T/2 T/2 1
V imel = {/ 100 dz + f (- 100 sen ) dt]*—-/ 100 de - 5=
Tiz 0
/ 100 sen wi - dest
g Ti2 2n
V et = 100°1] 2 cos wr]
0 ks
100 100 _
V[me‘ 5 — ""'ﬁ— '“81,8V
Valor eficaz.
Tf2
s 2 /1007 + sen?
I —",f-{ 100% - de + 100° - sen?® i+ dr]
0 T/2 '
T/2 2
] 3 4 1 / 2 2
F=~1:,/ 100° de + 5 1007 * sen? ot * dest
i T

pero sen® x =—;~(1 -cos2y)

T2 ' R an
r=t [ 100 a2 L-cosrender
0 n
\ T2 s : In
) 100% 100 1
7 T t] A . [zw‘t 4sen2wt}
1] w
P 10t 10
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I=866V

2.5.3) Determinar los valores meﬁio y eficaz de la siguiente corriente pofi-
armodnica.

. w
if2)= 10+ 10 5en 2000 £ + 10 5en (2000 : —7/2) 4+ sen (3000 ¢ +;) [A]
Solucion:
Previo al cdlculo de los valores caracteristicos deben sumarse 1os componentes de
igual frecuencia,

10sen 2000 ¢ + 105en(2.0007 ~ #/2)

. o+ ]
seaplicasena +senff=72 - gen atf . cos

1 1
porlo cual,
1012 - sen (HXLLZTE) casﬁé—z]: 14.1 sen (2000 £ - 7/4)
con 1o que 1a poliarmonica -queda: .

i(1)= 10+ 14,1 + sen (2000 ¢t —{i—) + sen (3000 ¢ + —}) [A]

Por la Ec. 2.48 el valor medio es:
Ime = 10A

Empleando la Ec, 2,51 el valor eficaz resuita,

L (%2 + (\71—5)2 = 2005 -

I=1416 A

2.5.4) Representar grficamente Ia siguiente seftal aperiédica

ift) =200 sen ot - u {wt) + 200 * sen (wt — m) u (wt — 1) {A]

Solucidn

Si bien puede realizarse la representacién directamente, en este gjemplo son
graficadas cada una de las componentes y luego su suma, tal como se ilustea en
1a Fig. 2.72.
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En fa Fig. 2.72.3) se ha representado la compoenents :"(t) = 200 sen (w? — w)
u(céJ:‘];a F}lg 2 72b)1a componente i “te)= 200 sen (wf — 7) v (wt — ),
En la Fig. 2.72.¢) su suma it} = i' {t}+ {"(t) que es Ia representacitn buscada.
2.5.5.) Hallar ia expresion de la sefial aperiédica mostrada en la Fig. 2.73.
Solucion |

Tal como se estudi en el pardgrafo 2.4.5) por superposicidn de sefiales elemen-
tales desplazadas es posible reconstruir la sefial dada, y su expresidn resuita:

Y =30p(t)=30p(t—2)~200(t—6) +40p{r~7)-20p(1- %
~30p(t—12)+ 30p {1 —14}[V]}

Fit) LAl

v
-200|j|—~m+— . i al

TN

Fig, .72
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vit] [v)

LRLENAY| ) i =
] _

{ah

(1]

Fig. 2. 73

Fig. 2. 74

25 6} Pars la forma de sefial de tensidn cuadrada mostrada en la Fig. 2.74
se pide:

a) Encontrar el desarrollo en Serie de Fourier.
b) Representar grificamente los espectros de amplitud y fase.
¢y Graficar las dos primeras componenies y su suma.

Solucion

10V O<wt<m
a) vfcat)

-1V C a<a<n
Debido a la simetria impar, ¢! desarrollo séfo contendrd términos en seno; y

como ademds presenta simetria alterna solo existirdn anmonicas impares. Por sim-
ple i 1ﬂspec(:10n se observa que el valor medic es nulo, en consecuencia,

V-‘) = 0V ; Copp =0
27
By, _,,__{ f s osent new! ¢ det + / (~10) * sen nw tdeat]

B, 210 ([ cosnwrmy [cosnwt on
”

1 1
10
Bmg = (~cospa+ 1+ 1 —cosnm)
0w '
- 20
Binn = -2 (2 Zeospm) = 2L (1 —cosnx)
n " nw

Bm, =201+ 1y =.12,73

kg
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a2

Bpz =2 (- =0
P

Bps o 28 (1 + 1) = 424
3F

Bra- 20 (1-1=9
' 47

Bums = 20 (1 + 1) =254
Sn

“*\/-B + C’m 'sm,,l

B, . arctg X = arc tg_Qw= 0 en consecuencia
By Byq
viwl) = 12,73 * senwt + 424 sen3wr + 254senSwr + ... ., V]
i) I
AT a— FUNDAMENTAL
Venn (V) a- RESULTENTE
12, T80 —
E 3 ARMONICA
L 3
a :f‘\\ ”‘\ .. /-‘\
i !
EAES . l‘ f
1274 —§ - m:[» 0 i ¢
(Wi
w W 2w A 5u.;
-0 8
fa
N
Fig. 2. 75 : Fig. 2. 76

b) En la Fig. 2,75.2) ¥ &) se representan los espectros de amplitud y fase res-

pectivamente.
Notese la rapida disminucion de la amplitud de las armdnicas componentes, ¥

que todas poseen fase nula, Ademds, no existen arménicas pares.

¢} En la Fig. 2.76 se graficaron la primera y segunda componente, es decir la
fundamental y tercera armdnica, y la resuttante de su suma. Notese la aproximacion
a la sefial cuadrada a pesar de considerar sélo dos componentes.

Para reproducir exactamente lz sefial cuadrada se necesitaria un atimero infini-
to de arménicas impares. En la prictica, con diez armoénicas se puede lograr una
reproducion aceptable, pudiéndose despreciar los de orden superior a eflas. Obsér-
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vese que Ja amplitud de cada armonica se reduce con respecto als amplitud de su
fundamental en proporcion inversa del orden de la arménica,
En nuestro ejemplo la amplitud dela fundamental es de 12,73 V;lade {a terce.
1a armonica es 12,73 % 3=4,24 V;lade la quinta arménica 12,73 % 5=2,54V y
asi sucesivamente se van reduciendo en amplitud ¢ importancia.

26  Problemas propuestos

2.6.1} Calcular los valores medio, medio de mddulo v eficaz para la tension
periddica mostrada en la Fig. 2.77. Determinar ademis los factores de media, cres-

tay de forma,
Resultados:
Vime = Vime| =2 .10 636V
T
Voo i L 10=707V
2
f tmel = 1,57
fe ® 1,41
fr= 111

2.6.2) Caleular los valores medio, medio de mddulo y eficaz para Ia tensién
peritdica ilustrada en la Fig. 2,78,
Resultados:

Vme _ Vimej =10 _ 38V
w

v .10 _ sy
2

v it (¥ vikvi

-
-y
by

ral=
Farkt

Fig. 2,77 ) Fig. 2. 78
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2.6.3.) Determinar los valores medio y eficaz de la siguiente tensibn poli-
arménica: : '

vty = 100 + 100 sen(.l()()()t~_}) + 100 sen (1000t + m4)
| ~ 10sen (20007 + 7/2) [V]

Resultmfos;'

= 100V Vo= 1415V

}Gne

2.6.4) Representar grificamente la siguiente sefial aperiédica:
vit) = 10ufr) + 10u{r—1) + Sp(t —2) =Sp(1—3) ~ 10p(t - 5)+
1000 ~6) —20u(t~N—-5pt—-8)+ 20 —9) +
— 48 (t — 10) [V]
Resultado:
El éra’ﬁco pedido se muesira en la Fig. 2.79.
2.6.5) Hallar ]2 expresion de la sefial aperitdica ilustrada enla Fig. 2.80,
Resultado:
i) = 60uft)—60ufr-2) + 60u{t —4)—-60u{r—6)+50p(t -8}~
— 1000 {r—9) + SOp(r.-» 10) ~ 26 (1 -14) [A]

ift) (A}
$yhIv)
30— I &0 ;]
20 ﬁ%__ o I O O O ,lﬂf
- ' T :
o LS 2 TR
=) ] :
'} 3 ' 13
123456T'39®’ 2468|0|2;CI6
' g

Fig. 2. 79 . . Fig2.80



capitulo 3

Respuesta de circuitos
con un solo tipo
“de elemento pasivo

3.1.  Introduccidon -

En ¢l Capitule 1 se definieron los elementos pasives, ¥ en el Capitulo 2 se ana-
lizaron las sefiales de excitacién de wso frecuente, En éste se estudiard la res-
pugsta de circuito con un solo tipo de elemento pasivo, debido a la-aplicacion
de las mencionadas sefiales mostréndose Ia conveniencia de introducir el Principio
de Dualidad. Se comenzara con eiemplos sencitlos que luego se complicardn en
forma gradual.

Ademds, en este capitulo, desarrollado en ¢l dominic del hempo se encontra-
ran las leyes de asociacion en serie y paralelo de los elementos pasivos, y se estu-
diardn sus propiedades como divisores de tensién y corriente.

Finalmente, corno nexo al capitulo siguiente se estudiara ef divisor de tensidn
prictico compensado.

3.2, Comportamiento de un resistor excitado por sefiales arbitrarias de tensién
o corriente :

Se considera un generader de tensidn con una ley de variacidén cualquiera, y
s¢ excita con €} a un resistor, como se muestra en la Fig. 3.1. Dado que se excita
con un generador de tensidn, l1a respuesta serd Ia corriente que crrcula por ¢l resis-
tor, que tendrd una expresaon

ift) =“§ « v1) : . (.1

8i por otra parte, tal como se indica en la Fig. 3.2 consideramos como excita-
cibn a un generador de corriente, la respuesta sera:

Wtl = R-ift] i B2

Se observa en las Ecs. (3.1) ¥ {3.2) que la respuesta se encuentra ligada a !a exci-

tacién a iravés de ung constante. De tal forma, en circuitos constituidos por resis-

tores no puede existir alteracion de la forma de sefigl de respuesta respecto de la
de excitacion, modificandose sélo en unidad y factor de escala.
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IlITT vty R

Fig. 3.1 - Fig. 32
3.3.  Ascciacién de resistores en serie y en paralelo

a} Asocigeion en Serie
Aplicando la 2* Regla de Kirchhoff al circuito de Ia Fig. 3.3

Vil = vt i) oL tenltl
pit) =Ry - it} + Ry - fe)+ ... ... +R, - it} agrupando
1!(1‘)] = (Rl =+ _R2 o +Rn)frf} (33}

Si ahora, tal como se indica en la Fig, 3.4, son reemplazados los resistéres por
uno solo v es aplicada 1a 22 Regla de Kirchhoff, resulta:
Wt = Ry » it) (3.4)

J—

R
L{rJ\rI T"l“}

: » Ra Twzir}
vﬂl)l&) l)
| !
¥
!
: 'nnéivnm

Fig.33 Fig. 3 4

Dado que el generadot es el mismo para ambos circuitos, es posibie igualar las
Egs. (3.3) v{3.4),

(Ry +Ry+....¥Rny it} = Ry - i(t) (3.5)

¥ para que ambos circuitos sean equivalentes, las respuestas deben ser iguales, por
loque en la Ec. (3.5) se pueden eliminar las corrientes, resultando:
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0 bien, n
Ry = $ Ry (3.6}

k=1
La Be. (3 6) indica que la resistencia total de una asociacion de resistores en serie

es la suma de las resistencias de cada uno de los componentes,

b) Aseciacion en paralelo
Aplicando la 1* Regla de Kirchhoff al circuito de la Fig. 3.5.

i1} = iyfe) + L)+ + it
. ] i i
= e s 1P — e gl e e —— or
ift) R; ¥t + R, ) + + - v ¥} agrupando
i 1
= [ —— 1wt
ift) = ( + 7 Rn) {t)
Si ahora, tal come se indica en la Fig. 3.6 se reemplazan los resistores per uno

soje y es aphcada la 12 Regla de Kirchhoff resuita:
(3.8)

(3.7

i} "-*—— * vt}

Ser

smT C: Vil Ry Ry N

Fig. 35 Fig. 36

Dado que ¢l generador es el mismo para ambos circuitos s¢ pueden xgualar las

Ecs. (3.7) ¥ (3.8),
( + f g e +_1.) vt —.'_—1-_ . vt} 3.9)
Ry R, Ry
v para que ambos circuitos sean equwalentes las respuestas deben ser iguales, por
lo que en la Ec. (3.9), es posible eliminar las tensiones, resultando:
1 1 1

—_ e R,h RT

0 bien, : .
: -t n 1 . .
{3.10)
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La Ee. (3.10) indica que la inversa de la resistehcia_total de una asociacion de
resistores en paralelo es igual a la suma de las inversas de las resistencias de cada
uno de los componentes.

34, Cemportamiento de un capacitor excitado por un generador de corriente
3.4.1) Introduccion: Considérese un capacitor excitado por una seial ar-
bitraria de corriente, tal como se indica en la Fig. 3.7,
La respuesta puede enconirarse en base a la Ec, (1.6), es decir,

t
) = [ ity - de + v, fo) (1.6)
¥

La 0ltima expresidn indica que la respuesta estd ligada a la excitacién por un
operador matemdtico que cambia la forma de las sefiales. Debido a que dicho ope-
rador es kna integracidn, la forma de sefial de respuesta tendrd variaciones més
“suaves” que la de excitacion,

ifv}

b

H t

Fig.37 Fig.3 8

3.4.2) Respuestas a sefiales de uso frecuente: Se estudiard el comportamien-
to del capacitor para distintas excitaciones, y por razones de simplicidad se con-
siderardn condiciones iniciales nulas, por lo que al apticar {a Ec. {1.6) para los distin-
tos casos se deberd hacer v,(07=Q.

a) Excitacién rampa .
Para la excitacion mostrada en la Fig. 3.8, su expresion resulta:

; i
bt = m—e f'u{t}
. T,
y la resptiesta

]

IS
wWe) = L[ L - teufr-de
CJ;T u
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1y T, son constantes, v también u(i) parat> 0.,

I e £ dt
vt} oF uf't} J;

1

vit) = L o1 e ufy) (3.11)
2CT,

La répresentaci()n grifica de la Ec. (3.11) se ynuestra en Ja Fig. 3.9. Se aprecia
que [a respuesta esnulade f—— e a ¢t = 0y que resulta una paribola para t > 0.
b)) Excitacion escalon
Para la excitacidn mostrada en {a Fig. 3,10, su expresion resuita:
i) = I+ uft}

y 1a respuesta,
t

i .
) = z:fo I+ uft)dr

1= cte,y tamiénaft) parat > 0 .\

t
vit) -3 - un dr -
=L (}j;

vit] = Lo reuy 2 X pm (3.12)
C C

w1 EETH

Fig. 3.9 Fig. 3.10

Lavepresentacion grifica de 1a Ec.(3.12) se muestraen la Fig. 3.11, Nétese que la
respuesta es nula de ¢~ — e 2t = 0y que es una rampa de pendiente 1 para
t >0, C
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b v Eed ity

)

&

o)~

1
i
| .-
i

Fig 3.1 Fig.3.12

¢} Excitacion impulso
Dada la excitacién mostrada en Ja Fig. 3,12, su expresion resulta:

ii) = Qaft)

v la respuesta,

vt} =

!
1 Qo - &(t) dt
CJ:; (t)

dado que { = cte ,

wit) = 2§ s(dt
)

wt) - Q@ - uy) (3.13)
c

Y a representacién grifica de la Ec, (3.13) se muestra en la Fig. 3.13. Obsérvese
que Ja respuesta serd nula para ¢ >Z 0y serd un escalén de amplitud Q. para
t>0 c

d) Excitacion escalon de crecimiento gradual
Para la excitacion mostrada en la Fig. 3.14, su expresion resulta:

i) =1 w1 (0 -Ty) ut-T3)
Ty Ty

que puede pensarse como suma de dos componentes, es decir aplicar el principio
de superposicion; i(t) = (1} + (i), y representarse grificamente tal como se
indica en la Fig. 3.15.a). o

La respuesta resulta:

.
ve) =L[f(l.-ru(rpi.(t—ﬂ)u(r~ T de ]
R T,
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. : ) T, _ .
operando 1) = L [ L -ruprjar- L [ L - rut-1a-

C 0 Tl ’ ¢ It Tl

i
..J.f A -THult-Tdt
c’, T
4
t

' -,
) = —d— )| ra-o0- L cug-tof -1 a0-m)-
C
0 7,~T,=0

bocty i (1)

[9]F =]

Fig. 313 Fig. 3.14

i"ir) il

§ittn

i

——— e E T
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f 2 s uft) -

PRV S oo (T u(t - T '3.14
STCTT 2°C'T1( ) u( 1) (3.14)

W) =

que puede expresarse come suma de las componentes,
vit) = vie) + v'7e)

y tal como se indica en la Fig. 3.15 b) representar cada una de las respuestas com-
ponentes, ¥ aplicando ¢ principio de superposicidn obtener la respuesta total.
Néotese que la respuesta se obtiene como diferencia entre dos pardbolas; la pri-
mera con vértice en el origen de coordenadas, y de valor nulo para t < 0, Ia se-
gunda con vérticeen T; ynulapara ¢ < 7.
Obsérvese ademds, que a partir de T, 13 respuests es una recia, que en la Fig.
g.ls‘b) se indicd su pendiente como a. Dicha pendiente puede calcularse hacien-
o,

dyft)
dx I“?T1

para ello, en prmaplo se deriva Ia Ec. (3.14), pero notese que para ¢ > Ty, resulia
quevfty = Iy u{t —T) = 1.

d i) { I "
= N 3 S SN _
dz 2 C Ty 2.C-T, 24-T)
=T,
d vt/ I I !
2 — LI T I TS
di £> T, CTe . €T - <
A = a=L=
Ll tpa cte
d¢ C
t > T,

e) Excitacion pulso rectangular
Este ejemplo, ¥ algunos subsiguientes pueden desarrollarse con el detalle del
ejemplo mostrado en 4). Por razones de extensidn y a efectos de evitar reiteracio-
nes, en adelante s6lo se expondri la resolucion resumida de los mismos.
Para la excitacién mostrada en la Fig. 3.16, su expresién resulta:

it} = Tuft) ~ fu(t - 1)

v la respuesta,
o) __{ f (- ut) - Tu(r—TFy))de ] operando
0

t T, d
{ . 1 1
t o I — — — - ) —
¥t) = f uft)dr C—f Tu(t—T)dr CJ;I u(t— Tyyde
f 1
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1 L
vit) =L uft} f dt—_O-.{..zaft_Tl)f ar - T))
¢ 0 ¢ T, =0

wit) = Leteupe) Lt~ T ult - T
C C
wt) =L oty oL p(t~To) (3.15)
c C
B} rv[r!
1
—_— 1
T ! : 1, +
Fig.3.16 ' Fig.3.17

La representacion grifica de la Ec. (3.15) se muestra en la Fig. 3.17. Obsérvese
que la respuesta se obtiene como diferencia entre dos rampas, una con vértice en
el origeny otraen T,

f) Excitacion puiso triangular
Dada Ia excitacion mostrada en ia Fig. 3.8, su expresion resulta:

itt) = 1-uft) “%p_ (t-Tu@~T) — Tu(t—Ty)
. 1 .

1
y la respuesta,

t ’ .
) =—15[ f,;. (;—,}- touft] - _;{,-1 {t- Tyt — T)—Tu(t-Ty}) di]

' T,
vitj - L f:f_ tuitjdt — L J’ AN AV AV
c J 5 cJ,7
: 7
? 7 j
= J'Tn (1= Ti)uft = 7,)d - Z;—fof w(t~Ty)ydr —
) . : -
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o
] |
R YA PP S
CJ' (¢~ T1)
! =T
Vi) = e ufy) fr df =0 oo (2= mf t— T
’ -7,
I Foh
d(t—T,)—U—«E-u(t—T,)f d(t—T1)
Tl'-‘Tl
= { o #1. I - 2 . L t—T
vt} 1CT, t* - uft) 0T, (t-T) u(t-Ty) C( 1)

uit-T,) (3.16)

La representacion grdfica de la Ec. (3.16) s¢ flustra en Ia Fig. 3.19. En este case
la respuesta se obtiene como la diferencia entre dos pardbolas, una con vértice en

el origen, otra en Ty y de una rampa desplazada en 7;.
Nétese que a partir def instante en gue la corriente se anula, la tensidn perma-

nece constante pucs no se inyecta ni extrae carga alguna del capacitor.

it bowiny

-

T

Fig. 3.18 Fig. 3.19

3.5 Comportamniento de un capacitor excitado por un generador de te.n'sién
3.5.1) Introduccion

A continuacion serd considerado un capacitor exeitado por una sefial arbitraria
de tension, tal como se indjca en la Fig. 3.20.
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La respuesta, puede encontrarse en base a la Ec. (1.5), es deciz,
drft
i) = C - avft) {1.5)
dt

La ultima expresién indica que la respuesta estd lizada a la excitacion por un
operador matemdtico que cambiz la forma de las sefiales. Debido a dicho operador
derivacidn, la forma de sefial de respuesta serd mds abrupta que la de excitacién.

Vil

PR i —

Fig.320 | Fig. 321

- 3.5.2) Respuestas g sefiales de uso frecuente
Serd estudiado el comportamiento del capacitor para distintas excitaciones, uti-
. lizando la Ec, (1.5) para hallar la respuesta.
a} Excitacion rampa
Dada la excitacion que se ilustra en la Fig. 3.21, su expresidn resulia:

we) = ¥ ...
T t - ut)

Y oo ruyy)
_ { T, ]
i) = C+d "

v 12 respuesta serd;

como Vy 1, = ctes y ¢ - ufr) = pft} surge:

i) €V d oty
Tl dt

i{r)z%_V. i) EVCRT)

1
La representacién grifica de la Ec. {3.17) se muestra en la Fig. 3.22, resuléando

un escalon de amplitud €V
7
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[ SRS

sy

gl
<

e

Fig. 322 ‘ Fig. 323

b)) Excitacion escalon
Para la excitacion que se ilustra ¢n la Fig. 3.23 sy expresién resuita:
t’/’f{‘/S = ¥ - a’./ff

y la respuesta,

Ve uft
ift) = C ﬂdru(” como = cte
dt
i(t) = C+ V-5t (3.18)

La representacién grdfica de [a Ec. (3.18) se muestra en la Fig. 3.24, resultando
un impulso de drea C - V, ¢

Noétese que para lograr una variacién discontinua de la tension sobre el capaci-
tor, es necesario que el circuito asotiado sea capaz de sostener una corriente ins-
tantdnea de amplitud infinita.

vt}

Fig. 324 Fig. 325
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¢} Excitacion escalon de crecimiznto gradugl
Para la excitacion que se muestra en la Fig. 3.25, su expresion resulta

W) =-% p,r;,_L ot - T1)

y la respuesta,
V V
d[ = pft) — =— p(t - T
[Tl it T, a{ 1)1

=]
b=
b d¢

come Vy T = ctes

itt) = %}’ uft) ~ %K Wt —T,) (3.19)
¥ 1 . .

La representacidn grdfica de fa Ec. (3.19) se muestra en [a Fig. 3.26 y resulta de
la diferencia de dos escalones, uno en el origen y otro desplazado en T , resulian-
do un impulso rectangular de amplitud C * ¥ .

T

kv (1)
L1

n

1 1

Fig. 32¢ - Fig. 327

&) Excitacion pulso rectangular .
Para la excitacién que ilustra en la Fig. 3.27, su expresin resulta:

vt} = Vuft] — Vu(t - Ty)
y la respuesta, '

vﬂ)«-cy__afﬂl CV'de(::—E—)—

Wi) = CoVeo(t) -~ C-V5@E~T) (320)
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La representacion grifica de ia Ec. {3.20) se muestra en la Fig. 3.28 resultando
un impulsc en el origen de drea CV, y un impulso negativo en Ty, de drea CV,

b i)

wit)

@ _ L t

Fig. 328 Fig.329

it}

&

Y
Fig. 330

e} Excitacicn pulso trianguilar
Dada la excitacidn que se muestra en la Fig. 3.29, su expresion resulta:
oWt} = -;_Cpm -7,"— cpU-Ti) - Vu(t—Ty)

| 1
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y la respuesta,

i) CV do@ _ €V dlpe-T)1  CVd[u(t-T)]
ar

Ty dt T, ds
i) = CV cut) ~C¥ cupt Ty = CV -6(-T1) (3.21)
Ty T,

La representacion grafica de la Bc. {3.21) s¢ muesira en la Fig. 3.30, resultando

un pulse rectangular de amplitud ..CT_V.. que finaliza en T, , y alli un impulso nega-

1
tivo de drea CV.

3.6  Asociacion de capacitores en serie y paraicio
a) Asociacion en serie
Aplicando 1a 2° Regla de Kirchhoff al circuito de ta Fig, 3.31, se tiene:

1;”} = Vi R o o t”n (t}

1ot ! ‘
V) = ?._.!; Uthde + v e,y + 5 f it)dr v 07y + .
. . B

- t
+__1_ ff(l‘} A Yeay agrupando
'C“”G
11 I f
) (= + =— + - frjde+ -+ .
Wig * e c,,) fotrz‘ (ve, 007+ ve, 07

ok Pop07)) (3.22)

FATRN Pt} '
<|; czl Teztﬂ T m
m;[() ' o _ »m[() == o

Fig. 331 . Fig.3.32
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160
Si ahora, tal como se indica en la Fig. 3.32 son reemplazados todos Jos capacito-

1es por uno solo y es apl:cada 1a 2° Regla de Kirchhoff resulta:
s
- {3.23)

vit) _ 4 € it)de + ve_go-
: Cr fa CT‘O 4
Dado que ¢ generador es el mismo para ambos circuitos es posible igualar las

Ees. (322) ¥ (3.23)

i 1 . : -
(E,T‘*‘E;'i"‘i"“‘ ff(f}df"{"(]f‘c‘ro'}-i' pC2{0)+"+an|(0_))=
! C
=L f ift) dt + v, (07 _ {324
T f )
y si sz desea obtener la misma respuesta para los dos circuitos, es decir ambas con
idéntica circulacion de corriente, de la Ec. (3.24) surge que: )
. ' [
(b Loty 10 L 2 1 (3.25)
oG ot Cr Cr w1 G
Debiendo cumplirse simultinearnente que:
Yever) oY eany ek vt T VYO0
‘n
Yepl0y = I vero) {3.26)
[ lell.z;n an{rJ ) l I I
I . v ?H .T(,?_ Tp iltrI vd,nl Cy
[ | }
Fig.333 - Fig3u

b) Asociacion en paralelo’
Aplicando la 1° Regla de Kirchhoff a] circuito de la Fig. 3.33, resulta

) = fhyy iy + o Fhyy
dvft) 4 dvft) I d;(ﬁ‘}
!

) = & - Eoar
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dwft)
dt

agrupando it} = (C; + ¢, + .. +Cp)

Si ahora, tal como se indica en la Fig. 3.34, son reemplazados todos los capact-
fores por uno solo v se aplica fa 2% Regla de Kirchhoff, resulta:

i) = Cp —d—gfl (3.28)

Dado que ¢l generador es et mismo para ambos circuitos se pueden igualar las
Ecs. (3.27) y (3.28),

(G + G+ 4G ) o dvit (3.29)
& &

y sl se desea obtener la misma respuesta para los dos circuitos, es decir Ambos con
igual tensién, de la Ec. 3.29 resulta:

| (Cr + C +...4Cy) = Cp
N _
Cr = % C (3.30)
T Pt k . :

37  Comportamiento de un inductor excitado por un generador de tension

Fig 333

3.7.1) Introduccion '

Considerando un inductor excitade por una sefial arbitraria de tensidn, tal como
se lustra en la Fig, 3,35,

La respuesta puede encontrarse en base a la £c. (1.9), es decir,

: .

, 1 . : i

it} = =— viep di + ipsp- 1.9
Lj; @ (1.9)

La Glitima expresion indica que la respuesta estd ligada a la excitacién por un
operador matemdtico que cambia la forma de las sefiales.
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Debido a que dicho operador s una integracion, la forma de sefial de respuesta
tendrd variaciones més “‘suaves” que la de excitacion.

En este caso de inductor excitado por generador de tensibn, serd estudiada en
principio, ia respuesta a una sola excitacién, y luego comparando con lo visto para
un capacitor excitado por generador de corriente, tratard de encontrarse la forma de
extender los resultados para Jas demds excitaciones. Por razones similares a las esgri-
midas en 3.4.2 se considerard { L0 = 0.

3.7.2) Respuesta a excitacion rampa
Dada la excitacién mostrada en la Fig. 3.36, su expresién resulta:

vt} = Y vy
T,

¥ la respuesta, ' .
4
L, 1 vV
i(t) = 5 f 7t ult) - de
[
VyT,son constaﬁtes,y también wft) parat > 0O

i(t) = :

i! o rre—— T L]

LT, u't) J.t dt
g

777 N S N 3.31
; STy ) (331

it}

vit)

e ,
Fig. 3.36 ' : . Fig.337

La representacion grifica de la Ec. (3.31) se muestra en la Fig. 3.37. Se observa

qu; lg respuesta seri nulade r > - a ¢ = (. y que serd una pardbola para
¢ A .
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3.7.3) Introduccién del principio de dualidad

vl : 7

Jr}\.\B
4 ‘ i |
{ TEIPEA iy (O
v(t)'c) L% i 1 it} y ovLT)dHlL(O]
- )
]
£ilny ]

ITE R Loty - 21
. [M_/

t
4
vm%ymmwcia‘}
i [¢]

LA
e

Fig. 338
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El pardgrafo anterior se estudid la respuesta de un inductor excitado por un ge-
nerador de tensidn rampa, y se obtuvo como respuesta la sefial indicada en la Fig.
3.37 y expresada matemdticamente en la Ec, {3.31).

En el pardgrafo 3.4.2.a) se estudio la respuesta de un capacitor excitado por un
generador de corriente rampa, obteniéndose como respuesta la sefial ilustrada enla
Fig. 3.9 que se expresa matemadticamente por Ja Ec. (3.11).

Todo lo mencionado antericrmente se encuentra resumido en forma graficaen|a
Fig. 3.38, y en la misma, se indican para cada caso, las expresiones que se utifizaron
para hallar las respuestas. Notese que para ambos casos, las ecuaciones utilizadas y
1as respuestas halladas son formalmente iguales.

En base a esto es posible enunciar el Principio de Dualidad: “*cuando en dos cir-
cuitos 1a relacion funcional que liga la excitacion con la respuesta e la misma, se di-
ce que dichos circuitos son duales”. La importancia de este principio es que condu-
ce a abtener un diccionario dual que permitird traducir el comportamiento de un
circuito a otro, que se sabe es dual del anterior.

Las primeras palabras podran escribirse por simple inspeccién de las ecuaciones
mostradas en la Fig. 3.38.

COTTIENtE. . ..o et e e Tension
iInductancia . . . .. .. ... ... ... ... ... . Capacitancia

1° Reglade Kirchhoff .. ... .. ... 2° Regla de Kirchhoff
Nodo ... . e Malla
Y o7 FParglelo

¥ aue serd completado mas adelante,

s debido a esto, que no tiene sentido volver a repetir todo el estudio para el in-
ductor, ya que las respuestas a encontrar serdn formalmente iguales a las halladas en
el paragrafo 3.4), Por otra parte en base a 1a experiencia obtenida y la aplicacion del
Principio de dualided surge un método sencillo para obtener respuestas en forma
cualitativa, y que adernds sirve como apoyo al desarrollo analitico anterior.

38  Ejemplos de obtencién de respuestas de circuito con un solo tipo de elemen-
to pasivo a través de un andlisis cualitativo

3.8.1) Resistor excitado por generador de tension o de corriente

Tal como se vid en el paragrafo 3.2, para las dos posibilidades indicadas. la res-
puesta se obtiene ligando la excitacidn a una constante, por lo cual no existirg al-
teracion de la forma de sefial de respucsta respecto a fa excitacion,

3.8.2) Capacitor excitado por-un generador de corriente que en base al princi-
plo de dualidad serd vdlido para un inductor excitado por un generador de
tension,

Lo enunciado anteriormente se sintetiza en la Fig. 3.39 para condiciones iniciales
nujas,
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fukLITAD /_m
vl ':lr v{t{ L

1

N A I
V(T}'-“"J.I\|_'d! I{T'j;]_ witlar
3 L),

I REL&CION FLuNCOMaL g
1

1
H‘Jﬂ.—-fx{t]dt
“

kA

Fig. 3 .39
a
geir) ?e,(tl ba,lt) geit] Bl by fayi1}
———— , . s
il . T
d t 1 1 | r T
) b
rer grii) eiryo ey rit) I v {1}
' I
] 1 I 1
b
"
Fig.3.40

Obsérvese, que parg ambos casos, 1a relacion funcional que liga excifacion y
respuesta es la misma. En base 2 e5t0 y a los conocimientos sobre integracion grafi-
ca, para las excitaciones e, x(e) Mostrados en la F:g 3.40.3) se hatlan las respuestas

i) ustradas en la Fig. 3.40.b).

3.8.3) Capacitor excitado por un generador de jension que en base al princi-
pio de dualidad serd vahdo para un inductor excitado por un genemdor de

corriente.
[ enbnciadeo anteriormeste se-resume en la Fig. 3.41.
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B it

h RELACIGH FIINCIONAL ' '

ylir ke K 3

Fig. 3 41

"e‘{t}

dait)

b, f1t

ttl!

i

Fig.3.42

Obsérvese, que para ambos casos, la relacidn funcional que liga a excitacidn y
respuesta ¢s la misma. En base a esto y a los conociimientos sobre derivacidn grafica,.
para las excitaciones ex(t), mostradas en Ia Fig. 342.3) se¢ obtienen las respuestas,

i(t), mostradas en la Fig. 3.42.b).

Nota: A través de los andlisis realizados se observa que en circuitos con inductor
o capacitor 1a forma de sefia! de respuesta se altera respecto a fa de excitacion debi-
do a la presencia del operador meatematico. En realidad, existe una excepcion, que
es ef caso de excitar con una sefial del tipo senoidal. Como derivar o integrar la sefial
mencionada da otra seftal senoidal, se chserva que no existird alteracion de la forma
de sefial, apareciendo sélo un desfasaje.
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39  Asociacibn de induciores en serie ¥ en paralelo
a} Asociacion en serie
Aplicando 1a 2° Regla de Kirchhoff al circuito de la Fig. 3.43, se tiene:

Wil = Vaft) + 1-’2.(?) + .A.%‘V,[!U

d ifr) dift dift . .
i) = L, ( + L, ﬂ_{..’i 4+ 4L, ) agrupando
ds ds dr
oft) = (Ly + g + ... +Ly) dify) (3.3'2)

dr

L ?u;t:!
HEE ’ ‘\‘
i)

(ORI L

|
i.
) L ? Tv,.,m

Fig. 343 : Fig. 3 44

py

Ju

Si zhora, tal como se indica en la Fig, 3.44 s¢ reemplazan todos los inductores por
uno solo y es aplicada a 2° Regla de Kirchhoff resuita:

W) = Ly - diry (3.33)

dt

. Dado que el generador es el mismo para ambes circuitos pueden igualar fas
Ees. (3.32} v (3.33},
dift) . d ift)
Ly 4Ly + L Ly) e —== Ly« — 334
{L, 2 n) dI T d ( )

y si se desea obtener ta misma respuesta para los dos’ circuites, es dec:r ambos con
idéntica cxrcuiacmn de corriende, de la Ec, (3.34) surge que:

Ll +L2 +---+Lﬂ = LT

Lr = £ iy (3.35)
k=1
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Wy  Asociacidn en paralelo
Aplicando la 1° Regla cle Kirchhoff al circuito de la Fig. 3 45

) = hLift) + Lft) ¥+ L)

t H
it} = -Lf wWepdr + g -y v J virjdt + i gy
£y 0
&
t
+. . _..l_._ erf)’ dr + f{‘urrg—}
Ln )

agrupando,

i
e i . . s
it) = {E-i‘ '3‘3—2 + - "“'};)f vir)dr -+ (!Llfol_)"kiﬁg({)'}-}-' *lf,nfO‘}) {3.36)

luu} “,izm ,l,inm
Fa
!
i) vit} §L1 [ [ i{:JTC: vitl Ly
Fig 345 Fig. 3 46

Si ahora, tal como se ilustra en la Fig, 3.46 se reemplazan todos los inductores por
uno solo y es aplicada la 1° Regla de Kirchhoff surge que:
¢
)= Lo [ vy ar + -
Ly (0"}

(3.37)

Dado que el generador es el mismo - para ambos circuitos es posible igualar las
Ecs. (3.36) y (3.37),

{
1 1 . . . .
Gt o)y ded Loy +dnggo-) +0 +ip, 001 =
n
I
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t

= 1 .
= -E-T f ¥it)de + ILT(Q-) (3.38)
0 .

Yy i se desea obtener la misma respuesta para los dos circuitos, es decir ambos con
igual tensién, de fa Ec. 3.38 resulta:

i H 1 ;
DS S (3.39)
i Lz Ly Lt Ly = fx

Debiendo cumptirse simultineamente que:

H

f;'l(g-} + 1';‘2(9-,; + »-+5L;1{0‘} = iLTI(Q-) iLTI,rg—) = ZE ke (3.40)

310 Resumen general

En 1a Fig. 3.47 se muestra un cuadro donde se resume ¢l comportamiento de los
elementos pasivos excitados por generadores de tension'y corriente, y en la Fig,
3.48 Jas reglas de asociacion de los mencionados elementos.

CIRCUITOS CON UN 30L0 ELEMENTO PASIVO

ELEMENTO | EXCIT RESPUESTA 0BSERVACIONES
|
. 1
wir} '{”’_F{ v
RESISTOR LA RESFUESTA TIEKE LA
MISHA LEY UF VARIACION
vV GUE LA EXCITAGION
it} Wltis R | (1}
) (. ¢ it LA RESPUESTA E5 LA DERIVADA
¥it i{t)s ——
CARACITOR ar DE LA EXCITACION .
1
il ) LA RESPUESTA ES LA INTEGRAL
it} \r{t]=E-{1i|)¢t+v=lO'i :
% DE LA EXCITACION
: (1= ! La RESPUESTA ES LA INTEGRAL
i Wrds—{ v ialdr+i "
IngucToR ) l ‘-L” e BE LA EXCITACION
— 4it LA RESPUESTA ES LA DERIVADA
T1t) witls | - ——
art 0E L& EXCITACION

Fig. 347
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ASOCIACIONES DE ELEMENTOS
Asociacié _
/ﬁ;ni::t/n- Resistor Capacitor Inductor
Loy L
Cy C
n T k=i % n
Ferie Rp=) Ry i Lp = ; Ly
k=1 v = v =1
Cry &y S
Loy L
, \ e R
Paraleio __1 = ._L C T = Z C K n
Ry k=1 Ry k=t iy =3 i
| TOY 7 Tk
Fig. 3.48
3.11 Divisores de fensién y corriente resistivos, capacitivos e inductivos

El estudio continuard con un mismo tipo de elemento pasivo, pero seri coloca-
do mas de un elemento. Se elegirin ex profeso algunos circuitos que se presenian
frecuentemente en la prictica, con el objeto de conocer el comportamiento de los
mismos y poder aplicar las conclusiones finales en la resolucion de problemas.

. Se comsideran condiciones iniciales nuias.

3.11.1)Divisores de tension resistivos, capacitivos e inductivos.

Para lgs tres casos en estudio se supondrd que no se consuma energia del circuito
divisor, es decir que la corriente de salida es nula. En términos reales esto quiere de-
cir que la corriente que se toma del circuito es mucho menor que la que circula por
€l, y en consecuencia puede despreciarse 1z comiente de salida. Mds adelante serd
estudiado el easo en que esta Oltima debe tenerse en cuenta.

a) Divisor resistivo
Para ¢] circuito mostrado en la Fig. 3.49 se tiene,

veft) = Ry -+ ift) y

veft) = Ry + R;) it
realizando el cociente entre ambas expresiones y operando,
R, |

—_ . ‘ve(t)
R, + R,

veft) = (3.41)

b) Divisor capacitivo
Dado el circuito iustrado en la Fig. 3.50 resulta:
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: P
vsfi}

i
‘ p—
‘ﬁ
2=
=
hed
o
ey
-

. t
veftj — (2 + L) ;’ ife) de
2 > 0 ’

G
efectuando el cociente entre ambas expresiones y operando,
b(t) = 1) (3.42)
G+ G

et
g 4=
AR 'L—:-::"-""'D
e caI“ C fagtel
LA h
Fig. 3.49 Fig. 350
¢) Divisor inductivo
Para el circuito mostrado en la Fig. 3.51 se tiepe:
vft) =L, - difr) y
dt
(e = (L, + L,y SHY
. dt
realizando e cociente entre ambas expresiones y operando,
vy ot v | (3.43)

1 F Ly

Del andlisis de das Ecs. (3.41),(3.42} ¥ (3.43) se deduce que, comola respuesta v ia
excitacion estan vinculadas a través de una constante Jz forma de sefial de salida serg
igual a e de entrada, Pero se hace notar que en todos los casos, diche operador o re-
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L ct o=
wltl . Li= iHy
q
Oty L2:9My
N e S
\\ ob . CleC2stpF-
L2 Ry
A
gt gttt

Fig. 351 Fig. 3.52

lacidn de division es menor que la ynidad, por lo cual lz seftal de salida resulta de
menor amplitud que la de entrade. Debido a elio, estos cireuitos son conocidos tam-
bién con el nombre de atenuadores. 1.os divisores emipleados cominmente son el re-
sistive y capacitive, Los inductivos resultan mds voluminosos y antieconémicos.

d) Ejemplo de aplicacion
Para el circuito v datos mostrades en la Fig. 3.52, excitade por Ia sefial ftustrada
en la Fig. 3.53.2) se pide determinar Yab1} ¥ graficarla en correspondencia con la
excitacion.

valt} a
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So!it{‘irjn _
Planteando Ia 2° Regla de Kirchhoff, asignande un sentido de circulacidn horario
se jiene; :

= Vabit) * Vadfry — Vbdjy = 0
Vabie) = Yadit) ™ Vhdit) (3.44)

v a1}y Py gftj seobtienen aplicando directarnente las Ecs. (3.42) y (3.42) respectiva-
mente,

Ls 9K
Yag [ S = . _
ot Ly + L, “ (+9r T 09 veyr) (3.45)
G - 107 F
};bd — ———— ¥ = A B -
“ C; -+ Cz e{r} (1 4 l} . 10"6 F }e{j‘} 0,5 Ve(r} (3.46J

Reemplazando las Ecs. (3.45) y (3.46) en Ia Ec. (3.44),
Vabfr) = 09 veqry — 0.5,ft)
Vobty = 04 Veq (347}

La Ec. {3.47} establece que la forma de seital de tension entre los puntos a—b ao
ha variado respecte de la tensidn de entrada, pero se ha reducido en un 60% , tal
como se itustra en Ia Fig. 3.33.b).

3.11.2) Divisores de corriente resistives, capacitivos ¢ inductivos,

Este divisor no presenta el uso prictico del atenuador de tensién visto anterior-
mente, pere de su analisis surgen formulas de division de corriente que podran apli-
carse directamente en {a resolucidn de problemas.

a} Divisor resistivo
Para el circuito mostradeo en fa Fig. 3 .54 se tiene:

fsgr) = L. v e
st} 2 {r)

2
| 1, i
flt] = { e o) Yy
(r*r) )
realizando el cociente entre ambas expresiones y. operando,

sy = B g - (3.48)
R, + R,

b) Divisor capacitivo
Dado el circuito Hustrado en la Fig, 3.55 resulta:
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Cdutl .

isgry = Ca
. dt
d vt}

iy = (Cy + C
teft} (Cy 2) &

efectuando el cociente entre asabas expresiones y operande,

i) = 2y (1) (3.49)
o+ Oy

~

# LI

Fig. 355

Fig. 3 56

¢} Divisor inductivo
Para el circuito mostrado en 1a Fig. 3.56 se tiene:

¢
l:g'(r} = _L.. f vt} dt e
Ly 0

t
. 1,1
left] = (—E:+ Lz) fg v(t) dt
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realizando el cociente entre ambas expresiones y operando,

, Ly o
Igit = ———— sf{f X (3.50)
sit) I+ L, /

De las Fcs.{3.48),(3.49)y {3.50)se desprende que, como el operadorque relaciona
respuesta y excitacién es una constante, la forma de sefial de salida serd igual alade
entrada, pero menor en amplitud, dado que la relacién de division es menor gue la
unidad. :

312 Divisor de tensién prictico compensado

Es propdsito de este pardgrafo realizar un andlisis cualitativo del atenuador
compensado, y como se desprendera de la formacion del circuito obra de unién con
el capitulo siguiente, pues aparecen dos tipos de elementos pasivos. Sin embargo,
por razones didacticas es conveniente introducirlo aqui; més adelante se realizard up
andlisis mas profundo.

Es evidente, que al divisor de tensién resistivo mostrado en la Fig. 3.49, deberd
considerdrselo con i /1) ¥ 0 e introducirle kos pardmetros residuales para adecuarlos
a la mayoria de los casos pricticos. En estas condiciones se lega al circuito de ia
Fig. 3.57. Es claro, que, af aparecer estos pardmetros residuales se perderd [a propie-
dad de] divisor de no alterar las sefigles, ¥ en consecuencia la tension de salida del
divisor resistivo real estara ligada a la excitacién por un operador matemético gue
no serd una constante, es decir,

Vs ft} = Operador Matemético * Yerr)

- — b
i o
L 3 e~
/.—-‘ )‘I
P
’ Al L
= Ci
Cle ﬁ mré T
LY
. \\ igltrQ . iglt) e
i1 ~ b A vott} "
- ,‘_
- -
’ s
oo ok o :
L e R
l\ % 2 . vep!t! - REp é TC2 ¥sp (1)
\“'-
_— “
RO
> o o ? .
Fig. 357 ' Fig. 358

Por otra parte, para el divisor de tensién capacitivo mostrado en ba Fig. 3.50, por

razones similares a las expuestas para el resistivo, se Hega al circuito de la Fig. 3.58.
En este caso también,
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Ys- (1} = Operador Matemdtico - v, 2/

Como es ldgico, el divisor a construir deberd cumplir dos condiciones; no modi-
ficar la forma de seflal y atenuarla. Dado que los divisores mostrados en las Figs.
3.57 ¥ 3.58 no logran, actuando en forma separada, satisfacer las condiciones
mencionadas, serdn superpuestos tat como se dustra en la Fig. 3.59, y abservindose
lo siguiente:

Es factible practicamente que se cumpla,

¢, » Gy ; Cy » (o
R, < Ryr N Rz <€ Ry,

v si se une A con B se observa que los pardmetros residuales se anulan mutuamen-
te. Entonces s¢ tendrd que:

Ry

v (I} e Ygft Y
SR R E eft}
v, (t) = ..._(.?l_.- . L4 t
s A eft)
O
4+ ,
walth
i
v;nir] RE, cz "—'[—" vy (1) lv,:ll
> . ] -
Fig. 359

Si las relaciones de atenuacidn de los dos divisores son iguales, pueden unirse los
puntos A ¥ B sin que se altere ninguna tension o corriente. En ese caso resuita:

Vo (1) = Vs (1) y

R, __ G (3.51)
F,tR, G +6 |

La Ec. €3.51) se conoce como condicion de compensacion. Operando con la mis-
ma, '
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Ry Gy + R G = RC + Ry G
R, = R G : (3.52)

se Hega a Ja Be.(3.52) que esuna forma ™is senczﬂa de expresar 1a condicion de com-
pensacidn del atenuador, Cyando se cumple 1a misma, se ilega al atennador compen-
sado, ¥ ese circuito que ha sido logrado en forma de modelo circuital, y que se re-
produce en la Fig. 3.62 cumple en la préctica en no alterar la forma de sefial.

Una manera corriente y prictica de verificar lo anterior es armar el circuito ius-
trado en la Fig.3.60con elementos variables y aplicar a la entrada una sefial escaldén
(o eventualmente una cuadrada) La scfial de salida puede visualizarse conectandy
un osciloscopio en la misma, y en general se observard sobre la pantalla del mstm
mento las formas de sefial indicadas por la Fig. 3.61.

w . l o RZ vg l1)
Ri . fivcz ~ AR
TR b
T ¢ RE aen ¥
) Ev+C2  Ri4RZ | -
valt) T——i_ﬁ_—c} 'f"-:.
. ¢

o, R’ |/
nz :]:CZ gt crecz  midrz

-G

Fig. 3.60 ' Fig.361

Se dice que para el caso “a” el atenuador se encuentra subcompensado; y en el
caso de “b” estd sobrecompensaao En esas circunstancias se modifica el valor de al-
guno de los elementos para Negar a la compensacidn adecuada de tal manera de lo-
grar un escalon en la pantalia del osciloscopio. Puede verificarse que en este caso se
cumple ia Ec. (3.52). _

313  Problemas resueltos

itt) [&]

dFFE

_'_C! 4 , !E]
B vl

Cl=1pF

Greapf

Fig.362 °° Fig. 3.63
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3.13.1)Para e} circuito mostrado en la Fig. 3.62, excitado por una corriente
flustrada en la Fig. 3.63 se pide:

a) Hallar Ia expresién de Ia sefial de excitacion.

b) Encontrar la expresion de iz(t) y representarla grificamente.

Se suponen condiciones iniciales nulas,
Solucién ' '
~a) Tal como se estudid en e Cap. 2, pardgrafo 2.4.5), por superposicion de
sefiales elementales desplazadas se puede hallar la expresién de #ft) resultando:

ift)=—10uft)-50{)+5pft - 2)+ 10p(t~-4)~ 10 p(t -6} +20u{t~6)—

—20u(t—-8)-55(t—10) [A] (3.53)
b) dyft] puede hallarse directamente aplicando 1a Ec.(3.49)
s st 2 .
irft)= N iftf
. 1n-6 ' - . _
2:10 i(t) =09 ift) (3.54)

‘fZ(‘}= (1 +9) . 10—6

por lo que se aprecia que la forma de sefial no se modifica y sélo varia en ampli-
tud. Reemplazando la Ec. (3.53) en 1a (3.54),

Bft)==9 uft)~ 4,5 o(t] +4,5p (t=2) +9p (t~4) =9 p (t—~6)+
+18u(t~6)~1Bu{t—-8)-458(c—~10) [A] (3.8%)

La representacion grifica de la Ec. (3.55) se muestra en 1a Fig. 3.64.

b to (1} [n}

18 i

39

7 LloiHy
[ 2 P [ 8 %o 1 m’]q) C §L2 L2a [Hy

Fig. 3 64 Fig. 365
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3.13 2)Dado el circuito mostrado en la Fig. 3 .65 excitado pér una tensidn,

vitp=—10uft)+5pft)- %? oft—~4j+ 149 p{t—8}+ 10u(t~8)—

~20uft—10j+S5p(t—12)~Spft—14} [V]

se pide biallar la expresién de it/ suponiendo condiciones iniciales nulas.

Solucidn
i {t} podra hallarse segiin la Ec. {1.9),

t
i) = - fo ot dt

donde L es la inductanciz total de la asociacion paralela, que seginla Ec.(3.39)
resufta:

i 1 1 i 1 1
e I e A — S e T e e
_ L L L, L 1 + 1 i

por fo cual,

t' . .
im=2f F 10uftj+ 5 pft)— %‘gp{r—‘i} +—1‘1Qp{t—8)+ 18u(t—8)~
—20uft—10)+5p{t—12)-Spft—14)1d¢
desdoblando las integrales y operando, _
ift)==~20p(t)+5 1 cuft)- %?(rwt}’ uft—4j+2,5(t-8F uft~8}+
+200{t~8)—40p{t- 10} +5{t- 127 ~uft—12) -
-s5(t-14Y¥ cuft—14) [A]

3.13.3)Paraz el circuito flustrado en la Fig. 3.66, excitado por una tension,
vitf=uft)~w(t=-2}+05p(t -2}~ 05 p(t=6}-u(t-65) [V]
se desea encontrar la expresion de vy, , suponiendo condiciones iniciales nulas.
Solucion '

Vst) puede encontrarse segin Ia Ec, (3.43),
+ vft) = 0,5 vt}

= 13 1
¥ = = Prrl
s [+ Y T
y se observa nuevamente que la forma de sefial de salida no ha vatiado respecto de
{ade entrada, y resulta:
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vt} =035 uft)~uir—2) +0,25P(f"é}—0,25'p(t-6}*0,5u(t—6)[V}

<1 c3
—
CteC3c 2pF
VT —ce Ca4 C2304=4pF
t Vo= 100Y
Fig. 366 Fig.3.67

3.13.4)Dado el circuito indicado por la Fig. 3.67 se pide calcular:

a) La tensitn entre los extremos de cada capacitor,
b} La energia almacenada por et capacitor (.
Solucién '
a) Se dibujard nuevamente el circuito, asignando sentidos de referencia
para la tensidn en los capacitores, seglin se muestra en la Fig. 3.68,
Calculando primeramente la capacitancia total de la rama donde se encuentran
C3 ¥ C4 +

€y*Cs _2:107%-4-.10°°

C = = = 133-107°F
34 C3 +C4 2-10-6 +4 - 10-6 ’3

i t i
!

vk}g ek i e _,]ucql |

Fig. 368 : Fig. 369

: Calculando la capacitancia total del paralelo, se llega al circuito mostrado en
1a Fig. 3.69,
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Cp=Cy+Cy-g=4- 1070 +133+ 107 =533 . 1076 - F

y se estd en condiciones de conocer:

G - 107
V, =1 .y = 333 - 1 L 100=72
C] Cl +Cp 2.. 10—6 + 5,33 . 10_6 1 75,?V

Ve, =727V
aplicendo {a 22 Regla de Kirchhoff al circuito de la Fig. 3.69 se podrd determinar

vCp = C,
V—‘VC —-VC =0 . ch = V——Vcl

i

ch =100-727=273V"
Ve, =273V

por lo tanto,
Cs

V = - V. =
G =agE e T 182V

=182V i
Veq surge por aplicacion de la 22 Regla de Klrch.hoff que asignando un sentldo
de circulacidn horario resulta;
Ve = \/Ca ch =0

2

b) Wo =5 Cyo¥eh =4 -2-10° - (182

We, =331,24 - 107 Toule

3.13.5)Para el circuito ilustrado en la Fig. 3.70 calcular ef mayor valor de co- -
rriente de excitacion que puede aplicarse sin dafiar a los resistores. .

2.

R1=1000
gz R2:8000
Pl 2 P2,y 0,5%
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Solucion

Dado de P = R+ I?, para cada uno de los resistores la corfiente maxima
resultari:

Pim W
rm=v R =V g = 00707 A

1000
I /sz =2 60516 A
mm = 500 0
La corriente de excitacién maxima para R, suige de:
R,
Iym= —— 1],
m R, + R, em
Ry + R,
lem = “Iim
R,
4 100+ 500 -
lem = mSOO_ 0,0707=0,085 A
y 1a corriente de excitacion méxima para R, se desprende de:
Ry
Iim= —— - |,
T R+ R, ent
Ry +R,
fem= ——— - [
R, am
_ 1004500 oo
lTom= 100 0,0316=0,189 A

Es evidente que la mayor corriente de excitacidn que puede aplicarse ia fija el
resistor Ry ¥y resulta:

lop = 0,085 A

3.14 Problemas propuestos

3.14.1)Dado ¢l circuito jlustrado en la Fig. 3.71 excitado por la tension flus-
trada de 12 Fig. 3.72 se pide:

2} Hallar la expresién de la sefial de excitacién
b) Encontrar la expresion de i{t) y representaria graficamente.

Resultados:
a) vit)==10uft)+ 10p{t7—10p(t~ 1)+ 10uft—1)—10pft—1)F
+ 10pft—2)+ 10uft-2)+ 10pft -3/ — 10 pft ~ 4}~ 20uft - 4){V]
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b) i) =1075[~108(#) + 10ufz)— 10uft~ 1)+ 105(t = 1)~ 10u {1~ 3)
+10ufr—2)+ 108(r~ 2 )+ 10uft=3)- 10uft—4)n
~208(t-4)] [A] - (3.56)

La representacion gréfica de la Ee. (3.56) se muestra en la Fig. 3.73.

v ii} [\rj
ifr}
et
20-
vt|}1|.c> th==  c2== 10
€= ;'Jllpf"
t2=bpf 4 —
u///‘ ? 2 t rm
’ =¥

Fig.3.71

fien w0t [}

20 1

-~ J -4
el 77 ey el = (2
\.I/
[4] [ 2 3 L ) Cre ipf

i C2:apf

o |

Fig.3.73

Fig. 374

3.14.2)Para el circuito mostrado en la Fig. 3,74 excitado por una corriente,

Hel==2ufs}+1t-uft)or =2} 4 {§--42uft=2}~2uft~4j
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~(t—4)uft=4}+ (1= 6] uft~6) +(t—B)uft —8)—(t— 10j u(t — 10}
[A]

Se desea hallar la expresion de v {1/suponiendo condiciones iniciales nulas.
Resultados: :

viej=10% [2 () + 0,5 12 wft)~ 051t~ 2 we—=2)+2p(t~2}
~2p0(t—4)-05(t—4 uft—4}+0,5(t— 6> u{t—6)
+05/t-8 uft—8}—-05(r—10 uft~10] [V]

3.14.3)Para ¢l circuito tlustrado en la Fig, 3.75 excitado por una tension,
vit)=— 10uft) + 10p{1)= 10 pfr~2} = 10uft— 2/ W0uft —3) + 10uft—~ 4/
[vi

se desea encontrar ia expresién de Vgyr), suponiendo condiciones infciales nulas,
Resultados

ve(t)=~25uft)+250(t)~250(t—2)—25uft~2)~25u(t-3
+25u(t-4) {V]

R Cla 1uF
[ c2s 3pF
i
(a:]m=o el ‘E:‘: s
AR, 2 dpF
6 Je
cz ivgt 1 Yoz I:: 2 Nppym0Qv
S
Fig. 375 Fig.376

3.14.4)Dado ¢l circuito mostrado en la Fig. 3.76 calcular el mayor valor de ten-
sidn que puede aplicarse sin dafiar los capacitores.
Resultados:
" Del desarrollo surge que la mayor tension que puede aplicarse Ia fija el
capacitor £; y resulta,

Vm=625 v
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3.145
se pide:

m}]{.@,)

125

}Para el circuito ftustrado en la Fig. 3.77 para condiciones iniciales nulas

—
, w{r]=10ua314:[v}
o b ca b Sl BpF
cre 2 pF
£3= 3pF
Fig. 377

a) Calcular la capacidad equivatente.

b) Calcular if't)

c) Representar grificamente excitacin v respuesta.

Resaltados:

a) Cyr=25uF=25 -10°%F
. b) ift)=785« 10"% s cos314 - t[A]
¢) EnlaFig 3.78 a) se grafica la excitacién y en la Fig. 3.78 b) la respuesta,

rvli} [V}

7857

1i{ms}

e e — e

14 fma)

PSS W

Fig. 378

Notese que la forma de sefial no se altera, apareciendo sélo un desfasaje de L

0 sea nf2,



capituio 4

Respuesta de circuitos
con dos tipos
de elementos pasivos

4.1 Introduccion :

Ei propésito principal de este capitulo es analizar el comportamiento de circui-
tas constituidos por dos tipos de elementos pusivos frente a excitaciones escaidn,
rampa o superposicion de ellas.

Se introducirdn los conceptos de constante de tiempo v tiempo de estableci-
miento, surgiendo también las curvgs universales a partir de la normalizacion de las
variables. -

Desarrollado totaimente en el dominio del tiemipo, al igual que el capitule an-
terior, éste resulta importante pues se analizan circuitos tipicos obteniendo con-
clusiones sobie ef comportamiento Je los mismos,

Finalmente se estudiardn dos cirguitos muy utilizados en la prdctica, tales como
los integradores y diferenciadores.

4.2  Lumitaciones en las vaniaciones de la tensidn en un capacitor y {a corrien-
te ent un inducioer

El estudio para ambos elemenios comienza recordando su comportamiento in-

dividual v posteriormente asociado ¢ otro tipo de elemento pasivo.
a) Capacitor :

Considerando primeramente un capacitor excitado por un generador de tensidn
escaldn, tal como se muestra en la Fig. 4.1, Siendo la excitacién vt} = ¥ uft),
Ia respuesta resulta: '

drt)
d¢

iftj = €+ = O« V8 | {4.1)

Nétese que ia Ec. (4.1) indica la aparicion de un impuiso de corriente en la res-
puesta, lo que implica una potencia infinita, dado que si bien vt} es finita, la
corriente adopta una amplitud infinita. Es decir que en este circuito ideal, sin re-
sistencia, para que el capacitor soporte un escaldon de tensién debe admitir un im-
pulso de corriente.
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i e Ly
R !uﬂ{li
-m?dj ¢ vai .
' ' l ¢ = ivcm
AR
Fig. 4.1 Fig. 4.2

Se verificard ahors si s posible que el capacitor admita una discontinuidad de -
tension en un circuito como el ilustrado en fa Fig. 4.2, Realizandce la demostracién
por el absurde, es decir, se supondrd que la tension en el capacitor puede variar en
forma dtscontmua es decn‘ veft) discontmua

Aplicando a circuito mencionado ia 2° Regla de Kirchhoff resulta:

V(1) = Vi) + vali) o (4.2)
Fn la Bc. (4.2} se tiene:

v{tj = Vuft) : finita e impuesta por el generador -
vofr) = finita pero discontinua
dveft)

VRI) = R <t} = R+Cr —— T {43)

por el supuesto que u{t] sea discontinua resulta que en la Ec.(43),
vplt] — oo (4.4)

si se cumpliese esto Gltimo, no se verificaria la Ec. {4.2); pero como fa misma deriva
de 1a 2° Regla de Kirchhoff, y ésta debe cumplirse, se conluye en que es falsz {a hi-
potesis de que Yot} sea discontinua, Esto conduce a afirmar: La tension en los
bornes de un capacitor no puede variar en forma discontinua en circuitos con dos
o mds elementos pasivos diferentes que actian en forma conjunta para determinir
el comportariento del circuito. En consecuencia s¢ puede decir que:

Voft = 0°) = Voft = 04 {4.5)

Nétese que en la afirmacion anterior se hace referencia a que los dos tipos de
elementos pasivos actuan en forma conjunta para determinar el comportamiento
del circuito, es decir que interaccionan entre si. Ello, por ejemplo, no ocurre en el
circuito de la Fig. 4.3, donde la tensién en bornes del capacitor podria variar en
forma discontinua pues estd impuesta por el generador. En cambio, en el circuito
de la Fig. 4.2, el resistor incluido y el generador conforman un generador real, que
hace que no pueda establecerse el impulso de corriente. Esto es l6gico, pues en 2s-
te caso real no puede admitirse 1a existencia de una potencia infinita.

b Inducior
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v{!}I
I

Fig. 4.3

Suponiende previamente un inductor excitade por un generador de corriente
escaldn, tal como se ilustra en la Fig. 4.4, Siendo Ja excitacién 1) =T ~uit) ha
respuesta resuita.

v(!}=L-—(-i-—II-r-}—=L'I-8(;; . (4.6)

Lz Ec. (4.6} indica la apamc:lon de un impulso de tension en la respuesta. Es
decir, que en este citcuito ideal, sin resistencia, para que 2l inductor soporte un es.
calén de corriente debe adrmm un impudso de tensidn. Notese nuevamente la apa-
ricidn de una potencxa infinita.

Se vera shora si es posible que el inductor admita una discontinuidad de co-
rriente en un circuito como el itustrado en la Fig. 4.5, Considerando como hipéte-
sis que iz} es discontinua, se demostrard por el absurdo esa pos'.bxhdad

Fin I
imT s wlt] L% lfr} I Ev g l

| Ul ]
i |

Fig 4.4 | | Figds

Aplicandela 1° Regla de Kirchhoil al mencionado circuito se tiene:
it) = ip{t) + irft) ' (4.7)
"En I Ec. (4.7) se tiene: N
ift}) = I ‘ uft): finita é impuesta por. el generador.
i {t): finita pero discontinua.

igft) L ¥t _ Y L auq 48)
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Por {a suposicién de Que ir {1} sea discontinua, en la Fc {4.8) res'ulta que:
ipft) = o

y en consecuencia no se verifica Ia Ec. (4.7}, que como deviva de ka 1° Regla de Kir-
chhoff debe cumplirse, por lo cual ¢s fulse la hipétesis de que iz {¢) sea disconti-
nua. Este conduce a afirmar: Iy corriente que atraviesa un induztor no puede ve-
riar en forma discontinua en circuitos con dos o mds elementos pasivos que acitien
en forma conjunita para determinar el comportamiento del eircuito. En consecuen-
cia, es posible decir que:

i = 07) = L = 09 (4.9)

Obsérvese, que al igual que lo visto para el capacitor, en este caso también los
- elementos deben actuar en forma conjunta para que se cumpla la afimnacion ante-
for, Elle, par ejemplo, oo ocurre en el circuito de la Fig. 4.6, donds la corriente
con el inductor puede variar en forma discontinua puesestd impuesta por el genera-
dor. En cambio, en e} circuito de la Fig. 4.5, €l resistor incluido v ¢! generador
conforman un generador, que hace que no pueda establecerse etimpulso de tension,
por la razén ya mencionada, ’
Las Ecs. (4.5} y (4.9), representan las condiciones de continuidad para el capaci-
tor & inductor respectivamente y servirdn para calcular las constantes de integracidn
que aparecen al resolver las ecuaciones diferenciales para esios tipos de circuitos
v facilitar, asf mismo, Ia eleccion de la variable independiente, dado que no pue-
" den variar en forma discontinua.

"l w3
T
Fig. 4.6 Fig. 4.7

4.3  Régimen transitorio. Componente libre y forzada de la respuesta transito-
tia.

Se denomina régimen transitorio al estado eléetrico que se produce er un mo-
delo eircuital idealizado inmediatamente después de la aplicacion o desconexion
de un generador, o bien de la variacion brusca en el valor de un pardmetro de algu-
ros de los elementos mcluidos.

Con el ob]eto de individualizar las :.ompopentes libre y forzada de' ia respuesta

- transitoria, serd considerado por ejemplo el circuito ilustrado en la Fig, 4.7. Apli-
cando la 2° Regla de Kirchhoff, con un sentido de circulacién indicado en linea.de
trazo, se hiene: . _

v{t)=vpit] +v,(t) +v.(t)
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wyy=rit)+L 4L 4 %fzm-dr @)

si se desea que 1a Ec. (4.10) quede en funci6n de v (¢) se procede a reemplazar:

dy )
j == » C ra——
ift)=C -~
~ resultando en consecuencia,
) dvcff) dz”c(f)
pit)=R -+ T +L-C_' ¥ + Vit
dividiendo ambos miembros por L. C. y ordenando,
dv.ft) R dvely ()
c R d¥¢ 1 - 2L 4.11
YT Ta o Teel=1ee @1

La expresion recientemente encontrada, es la ecuacién tipica que se presen-
tard en la resolucidn de circuitos en el dominio temporal. Es una ecuacion dife-
_rencial, de segundo orden, lineal no homogénea.
Generalizando, la Ec. (4.11) toma el siguiente aspecto:

a2 d .

_ Es necesario recordar que el procedimienio general de resolucion para este tipo
de ecuaciones diferenciales es ¢l signiente:

a) Se hace fit)'= 0, v se halla la solucion general de la ecuacidn diferencial
homogénea, es decir de 1a ecuacidn diferencial igualada a cero. La solucion asi
hallada, denominada s, (1) dependerd solamente de Ia configuracion circuital,
dado que se la obtuvo resolviendo la ecuacion diferencial con la excitacion anula-
da. La solucion s, () se conoce como componente libre o natural, y el régimen a
que da lugar se denomina régimen libre. _ ,

b) Se halla la solucicn particular de la ecuacion completa, denominadasp(?) .
Esta sclucion 1a determina fundamentalmente la excitacion, y ¢l circuito solo la
puede afectar en amplitud y fase. La solucion sp (¢} se conoce como componenie
forzada de 1a respuesta, y el régimen a que da Tugar se denomina régimen forzade.

¢) La solucion de ta ecuacion diferencial completa se encuentra surnando las
soluciones anteriores, es decir: :

s(t) = Su(t)+ s, (¢t o {4.12)

y s} es la respuesta transitoria, el valor que fisicamente existe y que se mediria
¢on un instrumento. . :
d} Finalmente, deberdn calcularse las constantes de integracién por la aplica-
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cién de las condiciones iniciales y las condiciones de continuidad,

Si bien se vio en fa Ec. (4.12) que la sotucion general de la ecuacion diferencial

completa o sea la respuesta transitoria de un circuito 2 una dada excitacién resul-
ta de la suma de los dos componentes indicados, es de hacer notar que en general
1a componente libre se exfingue pasado un cierto tiempo, quedando sblo la com-
ponente forzada, ' ' :
" Cuando la excitacion es constante o periddica de amplitud finita, y la potencia
puesta en juego tiende a un limite finito, se denomina régimen permanente o ests-
cionario cuando en la respuests se extingue 1a componente libre y estd formado
s6lo por la componente forzada,

Esto puede expresarss también diciendo que existe régimen permanente cuan-
do la respuesta tiende a un limite finito, o en caso de ser oscilatoria, tiende 2 una
amplitud constante. .

En la Fig. 48 se muestra ung forma de sefial de excitacion ex(1/y otra de res-
puesta 7{z). Obsérvese en este caso que si bien la excitacidn cumple con la condi
cién de amplitud finita, iz potencia puesta en juego no tiende a un limite finito;
en consecuencia para este-caso existird régimen forzado pero no permanente,
Fisicamente, sdlo existen las corrientes y tensiones transitorias. Su desdoblamien-
to en fas coraponentes naturales y forzadas es un artificio matematico que facili-
ta el estudio del régimen transitorio en los circuitos Kneales.

oyt

‘r{l]

-1
vl EY Uit}
t veion)© Ve

Fig. 4.8 Fig. 4.9
44  Excitacion de un circuito R.C, serie con un escalén de tension

En el circuito de la Fig, 49 se desean determinar las expresiones para vo{tf
Ypft) e ift} y graficarlos. En este ejemplo se resuelve el problema en forma deta-
llada; en los siguientes se Jo hari en forma resumida, dado que el procedimiento -
s el mismo. . _

En primer lugar es necesario obtener la ecuacién de equilibrio instanténeo por
la aplicacion de las leyes de los circuitos. Aplicando Ia 22 Regla de Kirchhoff, con
un sentido de circulacién que se indica con ifnea de trazo, resultando:

Wt)=vp(t)+ veit) (4.13)

Debiendo expresar zhora fa Ec. (4.13) en funci6n de la variable sujeta a condi:
cidn de continuidad, en esté caso- v, ().
-En primer lugar, en la Ec. (4.13) se coloca ve(t] en funcién de it/
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vt} =R ift) +vp(t) . (4.14)

W1)

¥ (4.15)

perc como ift}=

reemplazando la Ec. (4.15) en la Bc. (4.14) surge,

d _
Wij=R+C —%‘%{fi + vo(t) {4.16)

La Ec, (4,16) ha quedado asi s6lo en funcidn de la variable sujeta a condicion
de continuidad. Por lo tanto se deberd reemplazar Ia expresion de la excitacién
vft) = ¥ uft), pero come para ¢ > 0 resulta que it/ es constants ¥ vale 1a unidad,
la Be. (4.16) serd:

dv (1)

d¢

Resotviendo ahora la ecuacion diferencial pot separacién de variables, Operan-
do con la Ec. (4.17) se tendrd:

V=R:'C

+ () parat >0 (4.17)

dv.ft)
a7 1 =
& YR U= re
dvc,{t} vV vc.(t)
d¢ ~RC RC
av 1)
dVC(U - 1 T
vy T Re T ¥ (4.18)
-pero como & [T (1}] = ~ dv(t} (4.19)

reemplazando la Ec.{4.1%)en la E¢, (4._18) ¥ operando,

afv-ve(®) 1

» 4t
7. vC(t) RC

integrando ambos miembros,
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In [V =/}l == == 14K (4.20)

donde K esla constante de integracion. Tomande exponenciales en ia Ec. (4.20)

t
el-ll[V"”c{t)} _ e-‘;{é + kK

t
V=vo(tl=K e .RC

t :
velt)=y-K ¢ RC (4.2

Resuelta la ecuacion diferencial, se deberd calcular la constante de integracion

por aplicacion de las condiciones iniciales 2 las variables sujetas a continuidad, en
este caso v .{£/.

Por las condiciones de continuidad, se sabe que Ia tonsién en un capacitor no
puede variar en forma discontinua, es decir:

y{’(O“} = Pc(o) = 1’0(04-)
y por condiciones iniciales,
Pefo=Vo

por lo tanto.en la Ec. (4.21) se realizat = Oy reemplazando ve5; = Vo, resulta:
7]

Vo = V- K +e RC
K=V-y . (422

hallada asi la expresion de la constante de integracién se reemplaza en la Ec. (4.21)
la Ec.(4.22) ¥ surge que:

ey = V- [(V - Vp)e RCy (4.23)

Comeo fa Ec. (4.23) provee la solucidn de la ecuacida diferencial completa, que es-
targ compuesta de Ja componente libre y Ia forzada. La componente forzada pue-
de obtenerse ficilmente tomando el limite para f — ccenla Ec. (4 23)_, resultando:

Lim vuft) = ¥

=

si evidentemente ¥ es la componente forzada, de Ia Ec. (4.23) se desprende que Ia
componente libre es:
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.
(V- Vo) e RE)

Hallada entonces la expresién de v.(t},s¢ puede encontrar la de vg(t) a partir
de la Ec. (4.13), 2 saber: '

vplth = v(t) = vo(t) (4.24)

como vt} =V uft) peroparat > Q es v(t) = V, reemplazando esta ultima y la
Ec.(4.23) en la Ec. (4.24) resulta:

. -t
CVR(Y) = V-1V - (V- ¥y e RCY

L
wRit) = (VY - Vp) e RC : {8.25)
La corriente puede hallarse como:
i) = 2B
R
@V b |
ift) = *--;g—— » e RC (4.26).

Las Ecs. (4.23), (4.25) y (4.26) son las expresionesque se busca determinar. Re-
cuérdese que las mismas son vélidas para £ > 0, por la simplifacién realizadaen la
Ec. (4.17), es decir la eliminaci6n de uf1). Esto indica también que la respuesta serd
nuia parar <0,

En la Fig. 4.10 se representan lg excitacion, y 1as Ecs. {4.23).(4.25) y (4.26).

Si ahora se suponen condiciones inicinles nulas, es decir ¥ 5-; = 0 las Ecs.
(423}, (4.25) y (4.26) se reducen a:

t
vefr) = V(1 — e RC) (4.27)
PRit) = V - ¢ RC (4.28)
3" t . : -
i) = »}q’- . ¢ RC o @)

o

Las ecuaciones anteriores, son también vilidas para ¢ > 0. En fa Fig. 4.11 se
representa la excitacion y las Ecs, (4.27) y (4.28).

Realizando ahora un andlisis conceptual de los resultados para condiciones ini-
cigles nulas. Del grafico de la Fig. 4.11 y de las Ecs. (4.27), (4.28) y (4.29), se ob-
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ser¥an que 1as variables eléctricas no adopian su valor final en forma instanténes,
sino que lo hacen en forma gradual y para un tierpo infinito se Hegard el régimen
permanente. ) . .

" Suponiendo que el capacitor estd descargado, y éste en el instante inicial se
comporta cOmo un cortocircuito, toda la tension del generador quedard aplicada
sobre el resistoz, que de este modo absorbe la discontinuidad. A medida que el ca-
_pacitor se va cargando aumenta fa tensidn en el mismo, y la tensi6n en ef resistor
se Teduce en la misma proporcion en que la del capacitor aumenta.

Recuérdese, por otra parte, que debe cumplirse 12 2° Regla de Kirchhoff. Respec-
to de la corriente, al suponer que el capacitor estd descargado, en el instante ini-
cial Ia misma se ve limitada solamente por el resistor, confimandose as{ la hi-
potesis de que absorbe la discontinuidad. A medida que el capacitor se va cargan-
do, l2 comriente disminuird en forma proporcional, anuldndose cuando el capaci-
tot alcanza ¢l valor de tensién del generador.

45 Normalizacién dela tensién, 1a corriente y & Hempo

. Si en el circuito estudiado anteriormente. que s¢ muestra en la Fig. 4.9 son mo-
dificados los valores de B o C, es evidepit que ¢ alterard la velocidad con que el
circuito tiende asu régimen permanente, puesto que cada producto R.C. carac-

. teriza una exponencial disiinta en cada una de las formulas encontradas para el cir-
cyito mencionado. '

yrlitd

¥
wit)
¥ k ".‘?...-
Lort o welhl
N
t \ "o'
.'\\\
! 1
S S, i
4 \\-‘--‘- \
. BN
Fig. 4.11
vl
W p— —
RICICRICH

Fig. 4.16 Fig 412  ~
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Consecuentemente no se podran comparar caracteristicas de circuitos con dis-
tintos valores de R.C., dado gue podran tenerse infinitas velocidades para alcanzar el
régimen permanente, una para cada producto R.C., tal como puede apreciarse en
el grafico de la Fig. 4.12, por ejemplo para la tensidn sobre el capacitor.

Seria muy atil, v tal como se verificard al final de este pardgrafo con una apli-
cacion practica, lograr una curva universal que contenga toda la informacién de las
infinitas posibilidades mencionadas.

Considerando previamente, a modo de aclaracion, como puede lograrse reducir
infinitas curvas a una sola, Sea por ejemplo la expresidn:

.

que parz un dado producto B.C., dando valores a # se obtiene Ia representacién
mostrada en lz Fig. 4.13. Es evidente, que para infinitos valores del producto B.C.
se obtendrdn infinitas curvas. Pero si shora en lugar de representar en funcion de
tiempo, se grafica ea funcion de una variable

1
X =g

B.C

y ademas se divide sf¢) por A a efectos de independizarse de la amplitud se tiene
que:

s(x} = &%

que para cada valor de x se obtiene un punto; y para distintos valores de la men-
cionada variable se obtendrd una sola curva, tal como se ilustra en la Fig. 4.14.

sln}

Fig.4.13 | Fig. 4.14

A la luz de todo esto se hace evidente gque resulta sencillo y conveniente nor-
malizar las ecuaciones que se encuentran al estudiar el circuito R.C. anterior, ¥
que son indicadas ¢ continuacidn:

A
veft) = ¥V (1 — e RCH (427
!

velt) = V e RC (4.28)
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-t

i) = —; . ¢ RC (4.29)

Normalizar ung variable, entonces, equivale a dividir a misma por un valor de
a misma especie, o sea de igual unidad, de modo que la ecuacitn resultante sea
attimensional v permita efiminar de la misma los parametros circuitales que son los
Que pueden variar para los distintos casos. :

Nermalizando la ecuacion, en lugar de infinitas curvas se tendrd ung solz que
Contiene la mistmg informacion que las anteriores,

Con ¢l objeto de normalizar fas tensiones pueden dividirse las Ecs. (4.27) y {4.28)
por V., Para normalizar 1a corriente, deberd dividirse la Ec. (4.29) por

R
Dado que el producto R.C. se mide en segundos, a saber:

[R1[C] = [ volt 11 coul‘omb] _ [coufomé} S{ AR L] = [ 5]
*EU0 T ampere voit ampere amper.

$e1d conveniente normalizar el tiempo, llamado tn. dividiendo 2 {a variable tiempo
por e producto R.C., es decir;

m - &
R.C

En consecuencia, aplicando los conceptos reciznternente expuestos, pueden
nogmalizarse fas Bos, (4.27),(4 28) v (4.29), obteniéndose las tensiones v corrientes
Nosmalizadas, en funcion del Hempo nomalizado, resultando:

aitats st

T vy
[:]s
&0
CURYAS WKINERSALES
40
20
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vopltn) = I — 7" - (4.30)
Ppulm) = e (4.31)
iftn] = ¢ - | (4.32)

Recuérdese que las ecuaciones anteriores son vilidas para tm > 0. La repre-
sentacion grafica de las mismas, que da lugar a la llamada curva universal, se ilustra
en la Fig. 4,15, En el eje horizontal se levan las unidades de ¢n1 v en el vertical las
amplitudes, en porcentaje, donde 1 equivale 2 100 % .

Nétese que disponiendo de. esta curva universal, podra determinarse, para cual-
quier circuito R.C. alimentado por una tensién escalon, el valor de las tensiones ¥
corrientes para cualquier instante. Serd descripto el proceso mediante un ejemplo:

Ejemplo de utilizacion de la curva universal.

Para el cireuita dado en la Fig, 4 .16 ¢ pide determninar el valor de tensidn en el
capacitor y de corriente en &l circuito a los 200 ms de cerrado &l interruptor.
Solucién:

En primer lugar se calcula el producto R.C.

R+ C = 10°+10°% =015

%
MY A= o o e e e o — e
Frptint & in ta)
v {6}
BE TF - ———— en
- 80 |
. R % Atk 20 ut ity &0 !
it I =L k
RO CURVAS UNIVERSALES
L & IuF
C
I " i
S |
|
» 6 |
Fig. .4.1 20
4 5 —— - ra— o
o | ,n

Nommalizando luego el tiempo para el cual se desea conocer el estado de las va-
riables.
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Con este valor de ty se entra en la curva universal, reproducida en la Fig, 4.17 y
se determinan:

vcn(g} = 86 w = {},86
gy = 14 % =04
con los datos se puede desnormalizar y caleular,

veop,200 = VYempp s Vo= 086 - 20 = 172V
. . v . 20
i = ez v = 014 . = = 28 « 10"% - A
(©20) T 2 g o

46  Constante de tiempo. Significados circuital v geométrico.
a) Producte R.C.

Para el circuito R.C. mostrado en la Fig, 4.9, con condiciones iniciales nulas, se
encuentran las Ecs. (4.27), (4.28) v (4.29) que describian el comportamiento del
misino, ¥ son reproducidas_ a contmuacig’m:

velt) = ¥ (1 - ¢ RC) (4.27)
Lt |
velt) = v+ e € (4.28)
y o L .
it) = 5+ e RO (4.29)

De 1a observacitn de los mismes, se deduce que e cre%imiento deve(t) o e

decrecimiento de v /t/e i(t) esta determinado por ¢ RC .y es obvio que de-
pende fuertermente de! producto R.C,
Como se vio en el pardgrafo anterior ] producto R.C. tiene dimensiones de

tiempo, v ¢s constante para un circuito dado, y es por ello que se le ha asignado el
nombre de constante de Hempo, Para et mencionado circuito resuita, :

e = R C’

.. b) Propiedades circuitales _

Det andlisis anterior, se desprende que T, cualitativamente da idea de la mayor
o menor velocidad con que se extingue la componente libre, es decir, de Ia'veloci-
dad con que las variables eléctricas tiendefi a sus valores finaies,

Su significado cuantitativo puede deducirse a partir de la graficacion de algunas
de las ecuaciones indicadas anteriormente, por gjemple la Ec.{4.27) que se muestra
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enla Fig. 4.18. Sien {a Ec, (4.27) s¢ hace  =R.C. | resulta:
Yello) = = V{l-e ')y = V(I -0,368)
Voil) = 0,632 - Vv {4.33)

Realizando el mismo procedimiento para 1a Ec. (4,28) resuita:

-1

VR(T, ) = Ve
YRz,; = 0368 V . (4.34)
Las propiedades indicadas en las Ecs. (4.33) ¥ (4.34) se ilustran en las Figs. 4.18
¥ 4.19 respectivamente:

% tth

Wi o o e e e e o e —

R i

[ -

taRE = Ep
Fig. 4,18

La Lc.(4.29Y no se anatizava por diferir de la Ec. (4.28) solo por una constante. Se
vbserva entonces que, cugntitatiramente, Cc caracterizs al tiempo que debe trascu-

veir para que sobre los clonrentos pasivos se alcance un determinado porcentaje de
tension.

c) Propiedades geométricas
Las mismas se derivan del andlisis de alguna de tas ecuaciones para Velt) ve(t)
o if1).
Considerando en primer lugar la Ec. (4.27) normalizada, por comodidad, segiin
{o indica Ia Ec. (4.30) se reproduce,

Veppny =+ — e ' (4.30)

si en la Ec. (4 30) se le otorga valor a 12 se tendrd:
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v lit

oasmv]- -

1

i

|
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o
o
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o
o
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Vengrp = 1~ €0

-2

4

Yengz) = 1 - ¢ .- 0,368 - 0.368 = 0,865

it

engy = 1 - e = 1 - 0,368 - 0,368 + 0,368 = 0,950

particularidades que se grafican en {a Fig. 4.20, Realizando un procedimiento si-
milar en la Ec. {4.31) se tiene:

PRpn) = € (431)
YRy F et = 0368

Yimpz) = €70 = 0,368 » 0,368 = 0,133

PRagz; = €0 = 0368 « 0,268 + 0,368 = 0,050

particularidades que se grafican en la Fig. 4.21.

Del andlisis anterior y de la observacion de los grificos se deduce la primera
propiedad geométrica: a incrementos iguales de. tiempo corresponde la misma va-
ricién porcentual de tensién,

Otra propiedad geoméirica se desprende al construir la tabla ilustrada en ia Fig,
422, donde para distintos valores de m se calcuian ios de VRusmp Yonyem) v €l
errOr porcentual que se camete al suponer que el transitorio se ha extinguido para
los comespondientes valores de .

Dei andlisis del cuadro, surge que sitn = 5,0seaquet = 5Z¢ = 5 R.C,;seco-
mete un error menor que el 1 % al considerar que las variables eléctricas han al-
canzado sus valores finales, lo que se conoce como segiinda  propiedad geoméirica,

Notese que el error mencionado es corrientemente admitido para los fines gene-
rales de Ia ingenieria.
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0832

LI

0,368

Q135

0,060

47  Formas de calcular Ia constante de tiempo gréfimrﬁente

Un primer método parte del conocimiento, logrado por un registrador u osci-
loscopio, de la representacion grifica de alguna de fas variables en cuestion.

En la Fig, 4.23 se ejemplifica para la tension sobre el resistor. T, puede deter-
minarse tomando 0,368 de la tensién méxima, y medir en la escala calibrada del
instrumento, el intervalo de tiempo necesaric para que vr{?/ pase de su valor méxi-



Circuitos con dos tipos de elementos pasivos 143

th e n 1 —e-in ¢ %
¢ i 0 -
i 0,368 0,632 ki
2 0,135 0,865 15
2 0,650 0,950 5
4 0,018 0,982 2
5 0,007 0,993 0,7

Fig. 4.22

mo 0,368 del mismo. Este intervalo es, por definicidn. la constante de tiempo det
Clrculto Procedimiento sirnilar se aplica para v o1} salvo que en este casc, se medi-
i ¢l intervalo de tiempo necesario para pasor 4% céro 2 D,632 e su valor maximo.
Este métode es rapido, pero introduce etror, pues generalm\,nte ¢l punto de in-
terseccidn de la recta horizontal v la exponencial 1no estd exactamente definido.
Un segundo método consiste en tomar por ejemplo, la expresidn de vrft) y

efectuar las siguientes trasformaciones:

vRit) = ¥ - e RC | (4.28)

t
pR./t/l = V e ZQ

omando logaritmos:
t

invgit} = IV +in ehz_'c

mvplt) = V- L (4.35)

Enla Ec.(4.35)yparar = Oresulta que invyf7) = V., Otros puntos para ia
representacion pueden obtenerse disponiendo de algunos valores de tensidn en el
resistor para determinado tiempo.

Obviamente, si se representa la Ec.{4.35) en escala semilogaritmica serd una rec-
ta; por lo cual en principio se necesitarin un solo valor de Vo () para trazarta,
Como esto pucde producic error considerable es conveniente dlsponer de varios, ¥
el rigor, se deberfa trazar aplicando ¢ mérodo de los cuadrados minimos.

De esta manera se puede representar graficamente fa Ec (4.35), tal como se ilus-

tra en fa Fig. 4.24. La pendiente de dicharectaes _ | . porlo cual la constan-
te de tiempo podrd determinarse a partir de: Te
Lo Fscala Iy vRit)
T ke Escata r

¢
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yrgtt)

0363y,

Fig. 4.23
o [t} .
Vg e — 1::;::—"-:":"_
ir. “R“i ¥ \rch) .
a .y
% wohal
' i_
Fig. 4.24 f
! :
t
Fig. 4.25

Un fercer método para la determinacion de €, peede derivarse a partir def co-
nocirmiento de iz representacion grifica de algunas de las variables, por gemplo
de Pt} y reatizandoe las siguientes trasformaciones. A partir de la Ec. (4.18), en-
mmrada encl pdmumfnétf—“r que se reproduce:

dre
R S e ¢ {448
. 1.6,(1) RC
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como RC = T resulta;

_— V- dd (436)

CER STy

dr

Con la E¢. (4.36) podré determinarse T, tal como se muestra en la Fig. 4.25,

Para un instante cualquiera ¢ se determina un punto 4 sobre la curva conocida.
Para ese punic puede medirse ef valor correspondiente a V- Voft) .y irazando

dy.ft
la tangente a la curva en el punto A4, podrd calcularse < para ese punto a
pattir de: de

dveft) _tga Escala vooft)
de Escala ¢

Obsérvese que en esta forma de determinar T, también se comete error, en ¢l
trazado de la tangente a la2 curva gue no se puede tealizar en forma precisa.

4.8  Trazado asintdtico de las curvas de respuesta

Seguidamente se describird un método para el trazado de {as curvas de respues-
ta en forma-aproximada, y se realizard para VC {1}y VR{tj PeIO 1O para ift), pues
cOMO ya se menciond anteriormente difiere de YR{1) por s6lo una consianie.

Para el caso de v .{#/s¢ recuerda su expresion dada por 1a Ec. (4.27),

-.L
veft) = V (1 — e RCy 427

que puede escribirse como: "
belt) = V- Ve b (4.37)

A partir de {a Ec. (4.37) ¢s posible encontrar en forma inmediata asintotas y
puntos para su trazado,

Yo = 0 _ (4.38)

”'C‘ f— oo} - ¥ (4'39)

v la pendiénte dela tangente a la curva en ef origen se halla derivando la Ec. {4 37,
y haciendo luego t = 0, 3 saber:
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dv 1) _ Nz _ | | {4.40)

d7 1= 0. i

Adems, por el andlisis ¢fectuado en el pardgrafo 4.6 se sube que:

vefly = 0632V : (4.41)

Can los datos proporcionados por las Ecs. {4.38), (4.39), (4 40} v (4.41) puede
trazarse la curva de v .{7) tal como se ilustra en Ja Fig. 4.26.

witl

\.'1_—. —_— —-—]!— e e e e e e T

(LEDEY

Fig. 4.26

Para et caso de vy (1) se recuerdz su expresion dada por la Ec. (4.28),

YRiy =V e e (4.28)

A partir de la Ec. (4.28) se pueden hallar inmediatamente asintotas y puntos
para su irazado,

30T | (4.42)
v {~> =) =+ 0 - (4.43)

y la pendiente de la tangente a la curva én el origén se encuentra derivando la Ec.
(4.28) y haciendo luego £ =0 a saber:

SRy, ¥ eI
dr e ¢
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dopitf oy | (4.44)
dr =0, Z,
Ademas, por ¢} analisis vealizado en el parigrafo 4.6, se conoce que:
Vg {te) = 1368 ¥ _ {4.45}

Con los datos proporcionados por Jas Ecs. (4.42), {4 .43}, (4. 44) y {4.45) puede
trazarse fa curva de vg,, tal como se dlustra en la Fig. 4.27.

“wit)

368V 4

Fig. 4.27

A partir de las propiedades encontradas en ¢f pardgrafo 4.6 v teniendo en cuen-
ta el cuadro de la Fig. 4.22 podrd aplicarse en forma sucesiva el procedimiento an-
teriormente descripic y trazar la curva de respuesta en forma més precisa. Esie
procedimiento, se encuentra descripto grificamente para v}y vp(t)en Tas Figs.

428 y 4.29 respectivamente.

49  Tiempo de establecimiento o de elevacién

De los pardgrafos anteriores se desprende que resulta Gtit conocer la veloadad
con que las variables eiéctricas se acercan a sus valoies finales.

Los métodos descriptos en el paragrafo 4.7 para la determinacidn experimental
de ta constante de tiempo, aun disponiendo de la curva de respuesta, resultan en
general, laboriosos e imprecisos. Ademas, los puntos en que la sefial parte del ni-
vel de cero al nivel de 108 %, son de diffcil definicion, v es por todo ello que se ha
definido a otro pardmetro prictice para reemplazar a ia constante de tiempo, ¥
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Fig. 4.29

que se denomina tiempo de establecimiento 7.

Por definicidn, el tiempo de establecimiento es el tiempo que debe trascurrir
para que la seftal pase del 10 % al 90 %de su valor final. En la Fig. 4.30 se ejempli-
fica para el caso de la tension sobre el capacitor en un grifico nomalizado. Es de-
cir que T, cuantitativamente caracieriza el liempo necesario para que la sefial pase
por los mencionados porcentajes. Chalitativamente T, tiene la misma finalidad
que T, caracterizar ia rapidez conque la sefial tiende a sus valores finales. Como es
dable esperar debe existir una relacion entre ellos, y 1a misma puede encontrarse,
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por giempla, partiendo de 1a Ec. {4.30) que se reproduce:

- NJ’_

Yenpin) = 1 —¢€
e = 1~ Y tomando logaritmos
e ™™ =y {1 - yc??."fff}] Rl I B l"(:n(m}]
e(low) = fnjpl) = — (1-01) = —i, 09
thiso %) = twjp.9) = — {1-09) = -/, 01

Por lo que el tiempo de establecimiento normalizado resuita:

Tgn = fnr’90%} - tn{jo %) = —fn 0,1 4 In 0,9

=

Ty = lnmg.f;’_—f 9 = 2,197 = 22

¥

G

e e

1n LI0%) nia0%)
Fig. 4.30
y el tiempo de establecimiento resulta:

- Te = Ten RC o lo que es lo mismo,

Te = 2:2 Z’C

149

(4.30)

(4.46)
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Fig. 4.31

La relacidn existente entre el tiempo de establecimiento y la constante de tiem-
po mostrada en la Ec. (4 46) puede visualizarse en forma rapida a partir de las cur-
vas normalizadas mostradas en la Fig. 4.31. Tal como se indica en dicha figura, se
determina el tiempo normalizado necesario para que la sefial pase def 10% 2] 90%
de su valor final, y ese tiemporesultael deestablecimiento narmalizado Ty

Su valor numérico resulta:

Ten = 2,2
T, = 22 2, _ (4.47)

que obviamente coincide con la Ec. (4.46).

4.10 Desactivacion de una rama R.C. serie
Considerando el circuito de la Fig. 4.32, en el mismo para el tiempo 1 = Q% se
baja la ilave. Se supone que ha trascurtido un tiempo t = 5 ¢ ¢ del proceso de ac-

Hivacion; en consecuencia el capacitor se encuentra cargado al valor de tensién del
generador, por lo cual la condicion inicial resulta:

vegom) =V . {(4.48)

Luego de bajar la liave, es aplicada la 2° Regla de Kirchhoff con un sentido de
circulacion que se indica con finea de trazo, resultando:

veit) + vt} =0 : (4.49)
R ift] + valt) = O |
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Fig. 4.32
tomando vt} conio variable, pues estd sujeta a condicion de continuidad,
dvc{t} .
RC + velt) = 0 operando,
dt
dvcrrj _ oaft)
- C
P RC
el L a integrando,
velt] RC
nvo(t] = - }-2—15 t 4+ L K

L

vc,(t}-—— Ke RC

151

(4.50)

La constante de integracidn se determina en base a las condiciones de continui-

dad,

Yooty = Veoy = Yoror

y por la condicion inicial dada por la Ec. (4.48). Por lo tanto, en 13 Ec. (4.50) se

hace ¢ = Oy se reemplazav,p; = V, teniendo:
Vo= Kel
| K=V
Reemplazando la Ec. (4.5 1yenla E%: (4.50),
volt) = v ¢ RC
De acuerdo ala Ec (4.49) resulta:

yR{t,i = —¥o(1) por o cual,

(4.51)

(452)
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t .
vplt)= — Ve RC - (4.53)
y la corriente resulta:
v (1)
ift) = MR_“ en consecuencia,

(4.54)

0,288

- 3SRV

¥t}

Fig. 4.33
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Fig. 4.34

Las Ecs. {4.52) v (4.53) se encuentran graficadas en a Fig. 4,33 y Ia Ec. (4.54)
en la Fig. 4.34.

Notese que en la resolucion de esie circeito no se modificaron los sentidos de
referencia del proceso de carga, por fo cual al estudiar 13 descarga aparecen signos
negativos para v, (t) e ift} y que deben interpretarse como que sus sentidos son

opuestos a los sentidos de referencia de carga de dicho circuito, y que en su opor-
tunidad fueron considerados positivos.
Por otra parte, si bien la corriente cambia su sentido de circulacion y vp {t) su

polaridad, nétese que v (7} tiene siempre la misrna polaridad, ya sea en el proceso
de carga o descarga del capacitor.

As{, al descargarse el capacitor, el mismo devuelve al circuito la energia almace-
nada durante el proceso de carga.

Debe tenerse en cuenta ademads, que al igual que en el proceso de cargs tienen
vigencia los criterios de normatizacion de ecuaciones y curvas ya estudiadas. -

411 Andlisis energétice de la cargs y descarga de un capacitor a través de un
resistor

El analisis se realizard teniendo en cuenta ¢l circuito R.C. serie, mostrade en Ia
Fig. 4 32, y utilizando los resultados encontrados en los parigrafos 4.4 y 4.10
La energia podri caleularse a partir de:

dw()

P = e

Tt
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{

r |
wit) =J'p(r) at =f Wt} ift) dc (455)
o

{i

y en la Ec. {4.55) segiin se quiera analizar ef proceso de carga o descarga deberdn
reemplazarse las expresiones de vft) e (1) que correspondan,

4.11.1}Proceso de carga

Para condiciones iniciales nulas se encontraron las expresiones que a continua-
cidn se reiteran:

t
velt) = Vil —e BRC ) (427)
LI
vpft) = Ve RC - (428)
vy - t
ift) = — ¢ RC {4.29)
_ R
-¥ que serdn empleadas para ¢l cileuto de fas energias.
a) Energia almacenada por el capacitor '
Adaptando la Ec. {4.55) resuita:
, .
Wefr) = j' volthit) dt _ (4.56)
[
Reemplazando en la Ec, (4.56) las Ecs. (4.27) y (4.29) surge que:
¢ - S
Weft) =j v(l—e RC y ¥ JRC g
R
¢
aperando con la ¥ltima ecuacion y resolviendo ia integral resulta:
g3 B
Welt) = '_"}_(j P F’LCVE e RC cV? e RC (457)

Para conocer ef valor final del cual tiende ia energia almacenada por el capaci-
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tor, en fa Ec. (4.57) se necesita tender al limite para f -+ <0,

lin We(t) = CV? (4.58)
1o

b} Energia disipada en el resistor

Adoptando la Ec. (4.55) resuita:_
t
Wai = [ plt) i) a (4.59)
I

Reemplazando en Ia Ec, (4.59) las Ecs. (4.28} y (4.29} suige que:

¢ t
| b, L
Wgrit =5 Ve RC 43—;— e RC 4y
g

operando con la ditima ecuacién y resotviendo la integral resulta:

H

: 2
W () = %_CVZm %. vt g RC _ {4.60)

Para conocer la energia total disipada en el resistor en al Ec. (4.60) se debe ten-
der al Himite para t - oo

: 4.61
11;;: Wee) =“§_‘CV2 ey

De I3 {ltima expresion se dedece que la energia disipada en el stsistor es inde-
pendiente det valor del mismo. Ademds de la comparacion de las Ecs{4.58)y
{4.61) se aprecia que cualquiera sea ¢l valor del resistor, la mitad de la energia
puesta en juego se almacena en el capacitor, v 1a otya mitad se disipa en el esistor.
Asi, cargar a un capacitor, a través de un resistor significa perder en este ultimo
una cantidad de energia igual a la necesaria para cargar al primero.

4.1 2)Proceso de descarga’

Las expresiones ya encontradas que describen ef procesc de descarga son las
que a coniinuacion se reiteran:

-

volt] = y e RC (4.52)
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o

veltj = V ¢ RC _ (4.53)
i

TR S (454)

y que serdn empleadas para el caloulo de las energias.

a) fnergia entregada por el capacitor
Adaptando la Ec. (4.55) resulta:

: )
Welt) = f volt) ift] &t (4.62)

0

Reemplazando en ta Ec. (4.62) las Ecs. (4.52) v (4.54) surge que:

L i
Woit)= .[V RC (--Jg)eRCdt

operando en 1a Wltima ecuacién y resolviendo la integral resulta:

2
WC(U= ‘“""‘*‘"CVZ e CVZ e “RE (463)

Para conocer el valor final al cual tiende la energia entregada por ] capacitor,
en la Ec. {4.63) debe tender al limite para oo

m W.(t) = - *21- cv? T (469)

Sy

El signo negativo en la Ec, (4.64) se debe a que ahora, el capacitor, al descar-
garse sobre el resistor, devuelve energia al circuito comportandose como un ele-
mento activo. Qbsérvese que es de igual magn.md que la energia almacenada en el
proceso de carga.

b) Energig disipada por el resistor
Adaptando la Ec. (4.55) resulta,
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. o
WRe) = j" Ve () ift] dt . (4.65)
0

Reemplazando en la Ec. (465} tas Bes. (4.53) y {4.54) surge que:
! t

YR =j'(—VeRC) (-4 e RC ) dr
0

Operando con la 0itima ecuacidn v resolviendo la integral resulta:

1 2t

l "
WRiy =7 cv? —3(:&4 e RC {4.66)

Para conocer 1a energia total disipada en el resistor, en ia Ec.{3.66) se deberd
tender al limite para ¢ — o,

. 1 .

oo

Es decir que en el resistor se disipa [a misma cantidad de energia que {a entre-
gada por el capacitor. La Ec. (4.67) resulta positiva, pues también en la descarga el
resistor se comporia comio un elemento pasivo.

412 Excitacién de vn circuito R.L. serie con un escalén de tension

vin)=W it

iestlo

Fig, 4.35

Para el circuito de la Fig. 4.35 se desea deferminar las expresiones para ift);
vy (1] y vg(tj. Aplicandoia2® Regiade Kirchhoff, y asignando un sentidode circu-
iacidn indicado en iinea de trazo, se tiene:

Wt} = vplt) + v, (1) C(468)
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Serd analizada a continuacion la Ec. (4.68) en funcion de la corriente, dado que
gs variable sujeta a condicion de continuidad. Ademds resulta parat > O que v/f)

=V
dift;
dr

v o= Rift) + L parat > 0 | (4.69)

Resalviendo fa Ec. {4.69) por separacién de variables, y operando en la misma
s¢ tiene:

ditt) _ ¥V _ R i)
a T 7L

dift) R v _
— =7 [R ift}]
AL _R
VT dt ? (4.70
R
pero como d{%~ i)] = — dift) (4.71)

reemplazande en la _Ec. (4.71) con 1a E¢. (4.70) y operando,

] d = - i) ]
= B dr
vV L
— ~ ift)
R
integrando ambos miembros,
Vi1 =R
In Lg—it)] <5+ K (4.72)

donde In K es la constante de integracién. Tomando exponenciales en la Ec.
(4.72) y operando resulia:
t

-Rf-'-— i) = K e LIR

i) =X K e LIR - (4.73)
R

Por las condiciones de continuidad, se conoce que la corriente en el inductor y
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en consecuencia fa del presente cﬁcuito, no puede variar en forma discontinua, es
decir:
io-) = Yo) = o)
y por condiciones iniciales,
“(0' ) = Iy

pot lo tanto en 1 Fe. {4.73) se hace ¢ = 0y reemplazando fﬂ,-} = g, se tiene:

= .—.E: — O
Iy =%-K
K = ..};i A (4.74)
Reemplazando la Ec. {4.74) en la Ec. (4.73):
V .-.—t-—
. V Tl '
it) =& ~ (E_ Ip) e LiR (4.75)

En la Ec. (4.75), que s la solucion de la ecuacion diferenciat completa, puede
individualizarse, por el método ya explicado, la coz{nponente forzada que resulta

¥ e
V y la componenete libre que esﬁ(ﬁ; - Ipye LiR

Por otra parte, ¥; {7/ puede hallarse aplicandoe a la Ec. (4.75) lo siguiente:

¥ H = L df:
(AL ---{—2—dr

t
sl =l (K- gy By IR
- L

t .
v (t)= (¥ - RIpellR (4.76)

¥ como vp {tj = R ift} resufia; .
U . .
velt) = V — (V¥ -RIg)e LR (4.77)

Las Ecs. (4.75),{4.76} y (4.77)son las expresiones buscadas; recuérdese que las
rsmas son vdlidas para f > 0 por la simplificacion realizada, Notese que 2n los
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mismos aparece e} término L cuya unidad resuita:
R

' volt s
141 fhenry] _ { ~@mpere | - Ps
[RT fohm] [ o g
ampere

¥y como tiene unidades de tiempo vy resulta constante, se 1o define como constante
de tiempo para €l circuito R—L, resultando;

= A (4.78)

Si ahora suponiendo condiciones iniciales nulas, es decit iyy-; = 0,y tenjendo
en cuenta la Ec. (4.78), las Ec. (4.75); (4.76) v (4.78) se reducen a:

t

i) =X (- ) C(479)
R .
b
vy = Vel (4.80)
ot | |
Yolt) = Vil —-¢ &) (4.81)

Las ecuaciones anferiores son también validas para ¢+ > 0. En la Fig. 4.36 se
representa ia Ec. (4.79) y en la Fig. 4.37 tas Ecs. (4.80) y (4.81).

tibF

D]
_ e Tl

—.

0.632—;- —— 7( —

P
Gid— —r e g s —ar e

Fig. 4.36
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Obsérvese, que debido a la presencia del inductor, la corriente serd nula para
; = 0%y en consecuencia Ja tensibn sobre el resistor; por fo cual i inductor debe
soportar integramente la tensién del generador. Luego la corriente alcanzara en
forma gradual su valor permanente, aumentando la tensidn en ¢l resistor, y dismi-
nuyendo la del inductor en 1a misma proporeidn.

Debe tenerse en cuenta, ademds, que al igual que para el circuito R,C. ya es-
tudiado, tendrdn aqui también vigencra los criterios de normalizacion de ecuacio-
nes y curvas vistos en su eportunidad. Por o tante, la curva universal mostrada en
-1 Fig. 4.17, podrd adaptarse a dicho circuito, reslizando el adecnads cambio de
variables que indiquen las ecuaciones anteriores,

L i T e
f
/
I g (1)
f
{ i
L ABIZNE - N
11 i - Wi
|
/ i
| .
236V - : -

Qi

\ ‘ Fig, 438

Fig. 4.37

413 Desactivacidon de una rama R-L serie

Considerando el circuito de la Fig. 4.38; en el mismo para 1 = se baja la llave,

Si s¢ supone que ha frascurrido un tiempo t > 5 Ty del proceso de activacion,
la corriente en el circuito habrd alcanzado el régimen permanenie, por o cual ia
condicion inicial resulta:

ifo)}= % _ {4.82)

Luega de bajar la Have, es aplicada la 22 Regla de Kirchhoff, con un sentido de
cireufacion que se indica con linea de trazo, resultando:

Vet + v, (1) =0 . | (4.83)

Ritj+L ﬂé?z = 0 _ por io cual,



162 Andlisis de Modelos Circuitales

dife) - _ R [y, _integrando y operando,

lniu:e%z + Ik
t

ift)=K e LIR o ' (4.84)
La constante de integracion se determina en base a las condiciones de continui-
= ifo = ifo) = ife")
y por ja condicidn inicial dada por la Ec. (4 83). Porlo tanio, en la Ec. (4.84) se
hace £ =90 y reemplazando ifo) = % » Se tiene:
- =K (4.85)
Reemnplazando la Ec. (4.85) en la Ec. (4.84), y como ademis _‘% = zL,Iresulta:

i) =»-—% ¢ | (4.86)

Por otra parte Yo {t})=R ift) por io cual, : ]
vglt)=Ve T (487

I

i{r} -

»|<

¥
2,368 w1

Fig. 4.39
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gt t)

0,358 1

- 0,368y

=¥

vLEtJ
' Fig. 4.40
por Ia Ec. (4.83)},

"'L(U = VR(U
C
v (1) ==Ve T (4.88)

La Ec. (4.86) se grafica en la Fig. 4,39 y las Ecs. (4.87) y (4.88) en la Fig, 4 .40,

Obsérvese que, debido a la presencia del inductor, 12 corriente no cambia de
sentido, ¥ en consecuencia tampoco la tensidn sobre o] resistor. En cambio, el
inductor, como enirega energia al circuito se comporta come elemento active,
coincidiendo los sentidos de vy ¢/ e f{t}, puesto que e sentido de tensidn sobre el
inductor se ha invertido respecto del proceso de activacion.
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Por otra parte, al igual que en ¢l proceso de activacidn, tendrin vigencia los eri-
terios de normalizacién de ecuaciones v curvas ya estudiados,

4.14  Anilisis energético de la activacion y desactivacién de un circuito R-L serie

El andlisis se realizard teniendo en cuenta el circuito R.L. serie mostrado en ia
Fig. 438, y utilizando los resultados encontrados en los pardgrafos 4.11 y 4.12.

La energfa se calcula empleando la Ec. (4.55) que se reproduce:
£
Wit =j" v(t)ift) dt (4.55)
0

y en esta ccuacion, segin se desee analizar el proceso de aciivacion o desactivacion
deberin reemplazarse las expresiones de vf1/ e ift) que corresponden.

4.14.1 Proceso de ;é.ctivacié_g: Para condiciones iniciales nulas se encontraron
las expresiones que a continuacion se reiteran:

i

ifr)= 7‘;— (-¢ 1) ‘ (4.79)
: |
T 73 - | (4.80)
: - .
vpltj=V(l-e ) ' (481)

¥ que serdn empleadas para el cdlcule de las energias.

a) Energia elmacenada en el inductor

Adaptando la Ec. (4.55) resulta:

r

WL/ =f v, (1) ift)at (4.89)
0

Reemplazando en la Ec. (4.89) las Ecs. (4.79) y (4.30) Surge qu.e:

Nl -

' ot
WLt) =S' Ve L-%(i-—e %yay
0
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operando con la Gltima ecuacién y resolviendo {a integral resulta:

. 2t 1
W v WL T VAL TE
“u:}:ﬁ“i ¢t T e (4.90)

Para conocer el valor final al cual tiende la energia almacenada por el induc-
tor, en la Ec. (4.90) se debe tender al limite para t — oo,

tm W, 1) = VzRL (4.91)
b)Y Energia disipada en el resistor '
Adecuando 1a Ec. {4.55) resuita:
. .
. Wgrit/ =J. Yelthi(t) dt (4.92)
. 0 ’ -
Reemplazando en ia Ec. (4.92) las Ecs. (4.79) v {4 81) surge que:
R t t
Wary =f Ve U )Eg (-e &) dt
: 0 :
operando con la dltima ecuacién y resolviendo Ja integral resulta:
e 2t
Wei = ﬁ {t+ -}%{e zL - - = (e zL - 493)

Para conocer la energia total disipada en el resistor, en la Ec.{4.93} es necesa-
tio tender al limite para ¢+ .

HmWg {1t} oo : (4.94)

= o=

Resultando previsible, pues una vez establecido el régimen permanente, se
establecerd una corriente constante durante un tiempo infinito si no se modifica
el circuito. .

4.14.2 Proceso de Desactivacién: Las expresiones que descnben el proceso de
desactivacion son las que a continuacion se reitéran:

t . .
itt)= «-;— e O (4.86)

vpiti=Ve Lf ' (48D
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1
vpp)=-Ve &4 ' (4.88)

v que seran empleadas para el cileulo de las energyas.

a) Energiu entregada por el inductor

Adecuando la Ec. {4.55) resuita:
: .
W, /1) xf by it At (4.95)
1]
Reemplazando en la Ec. (4.95) las Ecs. (4.86)} y (4.88) surge que:
t b ..
W, (1) $§ Ve U % e U dt

operando con la dltirma ecuacién y resolviendo la integral resulta:

2t
;/z R_‘f e ‘L -1 (4.96)

W (1) =

Para conocer el valor final al cual tiende la energia entregada por el inductor,
en la Ec. (4.96) se debe tender al limite para £ - o |
VL
2R?

lim W )=~ 4.97)

1 = =

Compagando las Ecs. (4.91) y {4.97) se obsesva que en el proceso de desacti-
vacion el inductor devuelve al circuito toda la energia que almacené en la activa-
cidn, El signo negativo denota el comportamiento del inductor como elemento
activo.

b) FEnergig disipada en el resistor
Adecuando la Ec. (4.55) resulta:
ey =f vetv ity a (4.98)
_ 0 . .

Reemplazando en 1a Ec. (4,98) las Ecs. (4.86) v (4.87) surge que:

t t 1

WR{:) =f Ve zi —*;;—e 1 4t
[}
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operando con fa Gltima ecuacion y resolviendo ta integral, vesulta:

I%5 -

WR(1)= T2 (i~e ) (4.99)

Para conocer la energia total disipada con el resistor, en la Ec. (4.99) es necesa-
tio tender al limite para £ > e,

lim Wgyy) = (4.100)

Comparando las Ecs, (497} ¥ (4.100), s¢ observa gue en la desactivacién la
energia disipada en el resistor es de igual valor absoluto y signo contrario que Ia
entregada por el inductor.

4.15 Transitorios por variacion brusca de unt pardmetro pasivo

Fig. 441 _

Sepiin Iz definicidn dada en el pardgrafo 4.3, el transitorio s¢ produce inme-
diatamente después de la aplicacion o desconexion de un gererador o bien de la
variacion brusca en el valor de un parametro de algunos de los elementos inclui-
dos, y este Gltimo caso es ¢l que se procede a analizar seguidamente.

. De todas las alternativas posibles, serd elegido el caso de exclusion de un resis-
tor, que se flustra en la Fig. 4.41. En dicho circuito se utiliza un generador de ten-
sion constante para indicar que existio un transitorio para tiempos anteriores al
t = 0 de referencia, y que para dicho tiempo el transitorio se ha superado y ¢l
circuito se halla en régimen permanente. En virtud de esto, la condicion inicial se
determina directamente, dado que antes de cerrat la Have, la corriente estd timita-
da por los dos resistores, es decir:

R
#07 =2 TR . @10n

Para ¢ = {F, se cierra el interruptor, produciendo una variacion brusca de resis-
tencia en el circuite debido a la exclusién de R, . En estas condiciones, planteando
la 2a Regla de Kirchhoff ¢con un sentido de circulacién indicado en iinea de trazo
e tiene:
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VEvplt)+v () - {4.102)
Colocando la Ec. (4.102) en funcion de variable sujeta a condicidn de. conti-

nuidad
y=riy+1 S

operando con la ecuacion anterior

dqy) _ Y _R , _R,V _.
ift) L{R {1}l

d: L L
| —féﬂi = 5;— dr (4.103)
R -t} )
perocomo  d| % ~iftj]= ~dift) (4.104)

reemplazando Ia Ec, {4.104) en k2 Ec. (4.103) y operando:

IR =iy

7 e dt

v
-§"z(t)

integrando la ditima ecuacidn y reduciendo;
V... R
1n[R r(tjju Lt-}-an

L

%— ~ i{%) = Ke LR

t

ift) = ;? - K e LR (4.105)

Como se detalld en ejemplos anteriores, la constante de integracion se deter-
mina en base a las condiciones de continuidad,

(07 =ifo) =i(0")
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¥ por fa condicion inicial encontrada en la Ec. (4.101). Por lo Itamo en fa Ec.

oV .
{4.105)se ha;e t =0y reemplazando ifo j—R—-——“-l TR resulta:
Ve Y ¢ x=X__V
BTR™ R LK 7R TR (4.106)

reemplazando 1z Ec. (4.106) en la Ec. {4,165},

I ANPS A
=g R "R TR
De la Ec. (4.106}, por el procedimiento descripto en su oportunidad puede
identificarse la componente forzada:

L
i) = 7

¥ la componente libre:

t
N A
iy = “{}?"R,.+R}e LR

Las componentes forzada y libre, y su suma, que representa fa Ec. (4.106},
se grafican en la Fig. 4.42. Recuérdese que dicha ecuacion es valida para £ > 0,
Por otra parie, como:

v ft)=Rift} por la Ec. {4.106)
t
FR TL/R
Yplli=V— - L/R
operando, '
VR +tVR-VR. "I r
)= - /R
VR(H=V = ( Ry +R e
VR = |
: = - i :
ROV e MY - o

Ademads de la Ec. (4.302) se desprende que:

v, (1) = V- Yy ft} por [o cual,
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t .
VR -
PIRLACLAS TR ) )
YLl R R ¢ (4.108)

Las Ecs. {4.107) y (4.108) se encuentran graficadas en la Fig. 4 43. Recuérdese
que fas mismas son validas pata ¢ > 0,

Obsérvese que antes de cerrar el interruptor la cotriente estd limitada por
Ry + R segin indica la Ec. (4.101). Luego de cerrado ¢l interruptor, la corriente
mantendrd su valor anterior para £ = (', v luego en forma gradual tenderd a al-

canzar el valor de %

ipttd

E

it

vln‘;-‘_r‘-;: ult}

e O
Ivci?i

Fig. 4.42 | Fig. 4.44

4.16  Excitacién de un circuito R.C. serie con una rampa de tension

En el circuito de la Fig. 4.44 se desean detenininar las expresiones para v/,
Yr {t)e ift). Asignando un sentido de circulacidn como el indicado en linea de
razo, y aplicando I3 22 Regla de Kirchhoff se tiene:

V(1) = Va(t) + vlt) (4.109)

Expresando 1a Ee, (4.109) en funcién de v-(t) dado que es variable sujeta a
condicion de continuidad, Ademds resulta para > 0 que 2
Y,

vft}: T
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" puesu(t) = cte y vale la unidad

.---r»-R:‘('r)+ velt) parat > G
T, .

—;’-;- t =R C-—d—-—-- + Veift) ordenando,
dvelt) 1 V.
i ‘Y re VM

57, ! (4.110)

La Ee. (4.110) puede resoiverse por el procedimiento indicado en el pardgra.
fo 4.3. Es decir, en primer lugar se halla la solucién de la ecuacibn diferencial
hopogénea; fuego ta solucion particular de la ecuacibn completa, v wumando log
resultados anteriores se hatla la solucion de la ecuacién diferencial completa.

Finalmente deberd calcularse 1a constante de integracion,

Sohicion de la ecuacion diferencial homogénea
Adoptando el subindice A para ia solucién, la Ec. (4.110) queda:

4 | '
vg’f +..72"1'c" Veult)=0 .111)

que ©n este caso sencillo puede resolverse por separacion de variables, por lo cual
operando con la Ec. (4.111) resulta:

Yol i d d
W RO t _ integrando y operando,
1
- :
veplt/=Ke RC - : (4.112)

que da lugar a 1a componente libre.

Sotcion particular de la ecuacion di ferencizﬂ completn

Dado que la excitacidn es una rampa, puede ensayarse como solucién, la ecua-
cion de una recta, dado que es una funcién del mismo tipo que la exeitacion.
Utitizando subindice p para la solucién de la particular se tiene:
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veplt)=A+Br (4.113)

Reemplazando adecuadamente la Ec. (4.13) en la Ec. (4.110) resulta:

i v -
B+5nm (A+B)= |
Aot ) RET, ! operando

A BV o _

Btrec*rRe'~wer, ! (4.114)

Para que se verifique 1érmino a término la iguaidad indicada en la fic. (4.114),
debera cumplirse que:

A =g 3 C (415)

+
BiET
y ademais
BV
e TRCT,
¥ ' . _
=T (4.116)
Reemplazando 14 Ec. (4.116) en la Ec. (4.115):
vV A VRC
——t 5 a=0 . = - 117
7+ %c=° A 7 (4.117)

Reemplazando 1as Ecs. (4.116) v (4.117) en ta sofucidn propuesta, es decir la
Ec. (4.113) se tiene:

VRC YV (4.118)

Vep(t) = - Ta Ta

que da lugar ala componente forzada,

~ El resultado enconlrado es logico, dado que la componente forzada resulta
tineal y de igual pendiente que la excitacién. Néotese que ademds se encuentra

atrasada respecto de la misma, Por otra parte se verifica la homogeneidad dimen-
sional de la ecuacion. '

Solucion de Iz ecuacion diferencial completa
Se halta sumando las Ees. (4.118) y (4.112), s decir:

velt] = ve (1) + Ve (1)
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. i
YRC \ ¥\ g JRE

Vo=
cft! T T,

Calculo de la constante de integracion

173

(4.119)

Por las condiciones de continuidad se sabe que la tensidn en bornes del capa-

citor no puede variar en forma discontinua, es decir:
YCio} = YClo) = YCfo*)

y por condiciones iniciales.

(4.120)

Ve =V,
por o tanto en la Ec. (4.149) se indica ¢ = 0 y reemplazando vegoy = Vo resulta:
YRC ¥V
= +—
Vo Ta T, o+ Keo
_VRC
K= 7, + ¥,

Reeraplazando la Ec. (4.120) en la Ec. (4.119) resulta:

: t
YRE VL (YRC Y Re
Ve E T, + T, ¢+ ( T, Voj

Por otra parte, ¥ g ) puede hallarse, a partir de la Ec.(4.109) como,
Vapft) = Vit) - vt} que para ¢ > 0O resuita:

v .
vplt) = Tt Ve

Reemplazando ta Ec.(4.121) en la Ec, (4.!22) se tiene que:

: VRC VRC '
VRit] = ~—o «—(-—+ Vg}eRC
) Ty _a
veit]-
ycomo ift] =

resulta:

' t
Ve v "RC
it} = -%?-" (—T" +=Lye KC

aq

(4.121)

4.122)

(4.123)

{4.124)
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Las Ecs. {4.121), (4.123) y {4.124), son [as expresiones buscadas; recuérdese
que las fnismas son vilidas para ¢ > O porla simplificacion realizada.

Si ahorase suponen condiciones iniciales nulas, es decir Y-, = 0, las expre-
siones anteriores se reducen a:

t

vetr) = - IRC L Vo0 TROe R (4.125)
Ta Tﬂ Tg_ N

i

VRC - i
Yeit) = (1 - ¢ RC) (4.126)

a
i

re RCY 4.127)

it) =—(1 — ¢

i

1.as ecuaciones anteriores son también validas para ¢ > 0,

La Ec. {4.125) se encuentra graficada en 1a Fig. 4.45. En la misma se graficaron
también la soucion de 1a homogénea, Yoy, {t), 0 seala componente libre y la solu-
cibn de la particular ¥, (1), o sea la componente forzada, y la excitacién. Notese
¢l retardo de Ve p( t} respecto de la excitacidn v(r/). Dicho tiempo de retardo, que

secd ilamado 1), puede hallarse igualando a cero la solucion de la particular,

VRC L ¥V o

14 =0 = —
epft) T, T,

¥t}

— ¥RCS
Ta

Fig. 4.45
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Es decir, que para un tiempo igual a la constante de tiempo del circuito se anu-
la la solucién de 1a particular, como se aprecia en Ja Fig. 4.45. Se observa que el
circuito ntroduce demora en el establecimiento de v, /t/, y que dicha demora pue-
de controlarse modificando el producto R C. Nétese que luego de trascurrido un
tiempo igual a 5 T., la forma de sefial de v(¢/ serd una recta, al igual que la exci-
tacién, y este es un caso tipico en el que existe régimen forzado pero no perma-

nente, puesto que ¥ (rj para t ->°° no se hace finita, de acuerdo a lo explicado
en el paragrafo 4.3.

Obsérvese ademas, que una vez establecido el régimen forzado, entre vy vy
Vesr) eXistird una diferencia de potencial fija, lo que dard lugar a una corriente de
valor constante para ¢t > 35 T,. Esto iltimo puede observarse de la graficacién de

las Ecs. (4.126) y (4.127) que s¢ ilustran en la Fig. 4.46. Nétese que para estas va-
riables existe el régimen permanente.

v
WY spgevann

H gy

i Tvcm Yoro*?

Fig. 4.46 Fig. 4.47

4,57 Excitacidén de un circuito L.C. serie con un escalén de tensién

En el circuito de la Fig. 4.47 se desean determinar Ias expresiones para veft)

ift) vy vift). Asignando un sentido de circulacion como el indicado en linea de tra-
zo, y aplicando Ia 2° Regla de Kirchhoff, se tiene:

Wt) = v (1) + volt) {4.128)

De las dos variables sujetas a condicién de continuidad, se elige a v .1}

pues conduce a ofra de las soluciones por derivacion. En consecuencia seri expre-
sada 13 Ec. (4.128) en funci6n de » C"( t} recordando gue:

d.vcl’,r) . g_:(.i)
dt

i) = ¢ y v (1) = L

ademas para ¢ > O resulta que vy = V porlo cual ka Ec. (4.128) resulta:
d* (1)

V.= L C~=— +y:(t] parat >0
oie
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ordenando,

) '
Clp vl U (4.129)
ds Lc LC :

La Ec. {4.129) se resuelve pot el procedimiento indicado en el paragrafo 4.3 y
detallado en el ejemplo anterior. Nétese que en la misma figura la constante

1 cuya unidad resuita:
LC

1 _ 1 -~
[Ljic]  volt_s] [aqperss]
_ [ampere]  fvoli]

Loy ogem
(L) =]

5 .

que tiene dirnensiones de pulsacidn al cuadrado, lamada tag?, que serd siempre

.\ . 1
al — ,por lo cual:
positivo ai igual que e P

I I (4.130)
c - “e

Reemplazando 1a Ec. {(4.130) en 1a Ec. (4,129

v {t}

fal {4.131)

— e wp? VAt = VoWt :
de? v ¢

Solucion de la ecuacion diferencial homogénea

Adoptando el subindice i para la solucion, la Ec. (4.131) resulta:

4 vengs)
ds?

+owp? ven = O (4.132)

y para su resohicidn serd utilizado el método de Euler que convierte la ecuacién
diferencial en una algebraica. Se propone como solucidn:

ven) = €87  (4.133)
Reemplazando adecuadamente 1a Ec. (4.133) en Ia Ec. {4.132), serd:
B eBl 4 2 eBt = 0

dado que,e 8t # 0
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B* + wyt =0 : (4.134)
La Ec. (4.134) se denomina ecuacion caracteristica asociada a la ecuacion dife-
vencial, y a partir de su andlisis s¢ podran conocer las caracteristicas del circuito.
Operando ea la misma:
32 = - wgz

2 pot lo cual,

B = *juwy {4.133)
Reemplazando la Ec. (4.335) en la Ec. (4.133):
Venpy = €5 w0t aparectendo dos soluciones,
Yep 8 = Ky el wo!
Ven, 1) = Kz e-iwp!

la combinacibn lineal de las anteriores, que mvolucra a aimbas, serd una solucion
™as general, en consecuencia:

venge) = Ky e/ wot 4+ Ky e -iwpt (4.136)

Spareciendo dos constantes por el hecho de corresponder a una ecuacion diferen-
ctt de segundo orden, y que da fugar a ja componente libre.
Sclucién particular de la ecuacion dijerencial completa

Dado que la excitacion es un escaldn, se propendra a una constante comeo solu-
cidn:

veprtj = A (4.137)
#zemplazando adecuadamente la Ec. (4,137 en Ia Ec.14.131), resulta:
| 0 + wp® 4 = ¥V wyt
A=V | (4.138)
Viremplazando la Ec. (4.138) en fa e, {4,137}, resulta. .
Vepit) =V {4.139)

que da lugar a la componente forzada.
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Schlucion de la ecuacion diferencial completa

Se halla sumando las Ecs, (4.139) ¥ (4.136)

velt) = V + Ky elwot 4+ Ky e fwp! _ . {4.140)

Cileulo de las constantes de infegracion

Dado que deben determinase dos constantes y se dispone solamente de la Ec.
(4.140), deberi enconirarse otra ecuacion que puede derivarse de:

dv,(t)
dt

ift}) = ¢
par lo que operando con la Ec. {4 140} resuita: '

i) = jug C Ky el w0t — ju, CKy e Two! (4.141)

Por aplicacion de Ias condiciones de las condictones de continuidad y condicidn
inicial v - ;= O3 la Ec. (4.140) resulta:

0 = V+K1 +K2
K, + Ky =V (4.142)

Por aplicacion de las condiciones de continuidad y condicidn inicial iz ¢p- ) ala
Ec. (4.141) resulta: ' )

G = jwyg C K, — jwp C K,
Ky = Ky {4.143)
de fa comparacion Je las Ecs. (4.142) y (4.143) resulta que:
Xl = KZ = V . . (4.144)

2
Reemplazande la fic. (4.144) en la Ec. (4.140) surge:

velth= v X elwpt _ Vg iwge
2 2

veltf= ¥ - V{"’jw”‘ + e*f‘w’)
2

Volt) = V — V cos wet (4.145)
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Por otra parte, la corriente puede hallarse a partir de: -

, dva(t}
ift) = C—(ﬁ—-—= C ¥V owy sen wp t
ift) = we C V sen we ¢t | (4.146)

. ¥ v; {t) puede encontrarse a partir de 1a Ec. (4.128) como:
vpfey = V= velt) =V -V + Veoswg !

v = Vcoswgt (4.147)

Yt ———— e —
fﬂr !

[T Y

-0V

Fig. 4.48

Las Ecs. (4.145), (4.146) y (4.147) son las expresiones buscadas; recuérdese que-
las mismas son vilidas para ¢ > 0 por la simplificacion realizada. Las mencionadas

‘ecuaciones v ia excitacion »ft) = V uft}, se encuentran graficadas en la Fig.
4.48, De la observacion de Ias ecuaciones mencionadas y de su graficacién sede-
duce que:

A pesar que la excitacién es aperiddica de amplitud constante, las formas de .
seftal encontradas varian en forma de oscilaciones armonicas de frecuencia:

fo’wﬂ"' L

27 21 LC

&ue se denomina frecuenciz libre de oscilacion, que como puede apreciarse depen-
e s6lo del valor de los elementos pasivos del circuito. Esta notable diferencia en-
tre las formas de seffal de excitacion y respuesta se deben a los intercambios ener-
géticos que el capacitor y el inductor efectilan entre st.

Ademis, la tension en el inductor adelanta uh cuarto de periodo respecto de ta
corriente, mientras que la tensién en el capaeitor atrasa un cuario de perfodo res
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pecto a esta iitima. En consecuencia las oscilaciones de la tensidnen el capacitor e
mductor estin en opousicion de fase, de modo que 5u surna &3 un valor constante
igual a la tension impuesta por el generador.

Analizando las formas de sefial, v tendendo en cuenta que los elementos pasivos
reciben energin cuando la tension v Ia corriente tignen el mistzo signa, v que el ge-
nerador entrega energia al circuito cuando la corriente es positiva y recibe energia,
en caso contraro, se desprende que durante dos cuartos de perfodo Ja fuente en-
trega energia y durante los restantes e! circuito devuelve dicha energia. De esta
manera, 3l completar un perfodo la energla neta intercambiada entre ¢l generador
y el circuito es rula, como puede comprobarse de 1a siguiente manera:

T r
W]T = fp{r)cit = f vt} ife) de
g ]

reemplazando vt} =V uft) ¢ ift)dado por ia Ec. {4.146) se tiene:

T
Wi = J" Viuft) we CVsenewe t dt
[

i
Wir = wo CV?uft) fsenwordz = 0
¢

dado que la integral resulta nula, :

Este resultado es previsible, dado que, en este circuito L.C. serie ideal, 1a qusen-
cia de resisitencia no da lugar a la pérdida de ninguna parte de laenergfa provista
por e} senerador. En otras palabras, esta ausencia de resistencia no dalugar a cons-
tante de tiempo, por lo cual la componente libre no se extingue. 3i por otra parte,
se tiene en cuenia ia expresion de la potencia instantinea provista por el generador
en funcién de las energias almacenadas por el inductor y ei capacitor resulta:

pit) = 4 [ Wey ¥ Wern ]
: dt

To que indica que al no ser constante ia suma de las energias en los elementos pasi-
vos, el generador enfrega ung potencia instanrinea igual a la velocidad de variacion
de la energia total almacenada en el circuito. Lo que resulta nulo es ia energia in.
tercambiada a lo largo de un periodo. '

418 Obtencién de la respuesta de circuitos con dos tipos de elementos pasivos 2
sefiales compuestas por aplicacién del principio de superposicion

A efectos de eiemplificar, en forma sencilta este procedimiento se elegird de en-
tre todos los casos posibles, el circuito R.C. serie, por ser uno de los mds utiliza-
dos. Respecto de las excitaciones, serdn clegidas dos de ellas, en las cuales Jas res-
puestas a sus compenentes elementales fueron halladas en pardgrafos anteriores.
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’ wit)
1) ’ ?

1

] TURH}

um‘_[@
¢ ]_?vcfll

Yooy 1 1
Ta

Fig. 4.49 Fig. 4.50
4.18.1)Excitacién pulso rectangular

Considerando ¢t circuito mosirado en la Fig. 4.49 excitado por 1a sefial de ten-
sibn ftustrada en la Fig. 4.50. La expresion de la excitacion resuita:

vt} = Vuft) - Vult - T, T {4,148)
La Ec. (4.148) puede expresarse como suma de dos componentes ¢lementales,
\ VIt = vy + Yoy
donde vy () = Vuft) | - - (4.149)

Y Vi) = Vi (=T, T (aa50)

y dade que los circuitos son lineales e invariantes en el tiempo, podrd hallarse [a
respuesta 2 cada una de fas componentes, y fuego, aplicando €l principio de su-
perposicion, la suma de las respuestas a cada uno de los componentes darg la res-
puesta total. Resolviendo para velt] y ve (i) se omite para iz} pues difiere de
vp {£}por s6lo una constante,

En virtud de lo antericrmente expresado, las respuestas buscadas podran ha-
Hlarse¢ como:

i

velt) = viplth + vaoft) y (4.151)

vR(t) = vip(t) + vap(t) ' _ (4.152) |

Las respuestas a las componentes elementales indicadas por la Ec. (4.149) fue.
ron encontradas en ¢] pardgrafo 4.4, para condiciones iniciales nulas, en las Ecs.
{427} v (4.28). Adaptandc esas expresiones para el presente caso se tiene que:

t .
mc=V(-e ) (4.133)
-t

virpy=Ve Ce (4.154)

¥ son vilidos para f > 0, 1o que puede ponerse en evidencia multiplicando [as mis-
mas por uft).
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To b Ske

Fig. 4.51

La respuesta a la componente indicads por la Fo (4.0 5070 se-halla en virtud de
lo anterivimente -expresade cambignda de signo fas solu¢iones dadas en las Ecs.
14 155} v {4 154), v desplazdndoios en 7, por ke cual resura:

‘;*'Ta}
them=-Vil-e & {4.155)
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(t— Ty}

vaRfrj=—Ve o) (4.156)

y sofl vdlidos para t > T,, lo Que puede ponerse en evidencia rmultiplicando log
mismos poruft —T,).

Reemplazando adecusdamente las Ees. {4.153), (4.154), (4.155) v (4.156)
en las Ecs. (4.151) y {4.152) se tiene que:

t (=T,

veg = V(0 ¢ Goyuy-vii-e L Yuft-T,) (4.157)
t (t—Ty)

vR(,}:Ve_-gc_u(r}*Ve— (o ut~T,) {4.158)

Las Ecs, (4157 v {(4.158) se encueniran graficadas en la Fig. 451 para T,
= 5% ,venlatig. 457 paraT, = T, . Nobtese cOmo a partir de una excitacidpn
pulso rectanguiar, variando la- constante de tiempo del circuito puede obtenerse
sobre los clementos distintas formas de sefial, propiedad que serd aprovechada en
el proxime pardgrafo ai estudiar jos circuitos dlferenmadores ¢ integradores,

4.18.2)Excitacion pulso triangular: Considerando el circuito mostrado en la
Fig. 4.53, excitado por la sefial de tension mostrada en ta Fig. 4.54. La expresién
de la excitacién resulta:
V V
vit)=-=— tufth— m(r—T‘,)u(rmTa) Fft - 2T Ut —2T,)
T, T, T,
- {4.159)
La Ec. (4.159) puede expresarse como suma de tres componentes elementales:

vit) = vt} + vaft) + vyft)

donde, vy (] :-;;— 1 uft) ' ' (4.160)
a
(1 =-%—"—’rr*n) u(1=T,) “.161)
- .
Vs (r} — (=2 T i uit— - Tyl : (4.162)

ﬂ'

v 1z solucion del problems s¢ desarrolla por las mismas pautas y procedimientos
getaitados en el ejemplo anterior. Por ravones de extension, er este ejemplo se
soju. ienard solo para {a tensién sobre el capacitor. En consecuencia, la tensién so-
bre el tapacitor puede expresarse como:

Velth = vy o8l + vy (1) F v () (42163

Pata la componente de excitacion indicada por & Ec. (4.160) #n o rarieis'o
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4,15, para condiciones iniciales nulas, se encontrd 1a expresidn para v .(t)dada por
la Ec {4.125).
Adaptando esa expresion para ei presente ¢aso se tiene que;

t
VRC |, ¥ YRC T
T, +3‘: t+ T, ¢ o Yuft) (4.164)

Pieftf=(-

ooyt O

Fig. 4.53

with

~ Fig.4.54
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Y para los demds componentes:

(t - Ta}
v 2V - 2VRC -
Yapft)= [2 TaRC T (el 9 o 7o e }u{t—Tg} {4.165)
{(t ~2Tq} _
VRC V VRC -7~
vsplt)= ["‘};" +_T: ft~27,) “4‘7&- et uft -2 T, {4.166)

Reemplazando las Ecs. {(4.164), (4.165) y (4.166) en la Ec. (4,163) se tiene
Que:

a

t
VRC 4 VRC = 2VRC
=|- + —-— C ———
Vers [ T, T, it T, ¢ < Ju{r}+[ T

(t-Ty
2V 2VRC ~
-E—(f”Ta)*Te Ce }u(t—Ta} +.
: o (t-2T,) _
VRC ¥ VRC -
+ |- t (12T, + e S ur-271,) (4.167)
. Tﬂ' a Tﬂ' . :

La Ec, (4.167) se grafica en la Fig. 4.55 para T, » 5 T, . Superpuesta a la
respuesia V(1) se ha dibvjado también {a excitacion vt} Notese el retardo exis.
tente entre ¥oft) v la excitaciéon. Ademds se observa gue al finalizar el pulso de
excitacion, se va anulandoe la tensién en e} capacitor. Este resultado es previsible,

q,.1t)
pues dado que v,{t)= —(,L* y como L= cte, al volver }a tensién a su valor origi.

nal, fa carga también debe hacerlo, y en este caso serdn nulas, dado que son nulag
las condiciones iniciales, puesvero 9 =0,

4.19 Circoitos integradores y diferenciadores

Es propdsito de este paragrafo realizar un andlisis cualitativo de los circuitog
integradores y diferenciadores, de aplicacién muy diversa en ¢electrénica eligien.
do e} modelo resistivo-capacitivo por ser &] mds empleado.

Para el anilisis de tos mismos se supondra nula ia corriente de salida. Prictica.

- mente ello quiere decir que la corriente que se toma del circuito es mucho menor
Gue la que circula por €l, por lo cual podrgi despreciarse la corriente de salida,

4.19.1)Circuito integrador: Considerando ¢l circuito de la Fig. 4.55; aplicando
la 22 Regla de Kirchhoff con un sentida de circulazion horario resulta:

V(1] = vp v/ + v (t]
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LTALE
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varit] | l : :f
; i

?egﬂb mﬁ
T3
Vgit! I
. . ? ;"s‘”
L L
e 1) I 1
| |
o S
Fig. 4.55 “ig. 4.56
| 1
Vo{t} = Rigft} + “é-f :'e(r)_ dt+very o (4.168)
0
wnponiendo ta condicion que: _
Vplt) » v.{t] _ (4.169)

es decir, , .
4 W
Rig(t)® "Ef fols) 48+ Yoy
0

la Ec. {4.168) se reduce a:
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volt)= R igft)

A0

feft) o et C | (4.170)
R _ _
Por otra parte, 13 tensidn de salida, que es la tensién sobre ¢ capacitor es:
t
-} ..
V(1) =-—5f ie(2)dt + vesoy (4.171)
1]

reemplazando la Ec.{4.170) en la Ec.(4.171),

—h

i £ Ve {¢)
C R
0

%(”ﬁ dr + Veley

¥ {t}-‘?“l—- Ve (t)dt + YClo o bien,

o | |
v (t) = ﬁ% J‘ V(1) dt (4.172)

En consecuencia, cuando se cumple la condicidn dada por la Ec. (4.169), en
1a salida del circuito se dispone de una tensidén proporcional a la integral de la ten-
sion de entrada. Nétese que en el conjunto generador de tensidn vy ) ¥ tesistor,
se presenta al capacitor como un generador ideal de corriente, donde ef valor de la
amplitud impuesta ¢std determinado por vy ¥ K, e independiente del valor de

Para el caso de sefiadles pericdicas, 1a condicién dada por iz Ec.(4.169) puede
expiesarse de una manera mds practica. La forma mds simple de encontrar la con-
dicidn mencionada, es realizar por ejemplo el andlisis griafico mostrado en la Fig.
457, donde se grafica para una dada excitacion la respuesta de un integrador
ideal, y las respuestas correspondientes a dos relaciones distinias entre ia cons-
tante de tiempo del circuito y el semiperiodo de la sefial de excitacion. Del andli-
sis de la mencionada {igura se desprende gue a medida que el producto R.C. se -

hace maydr respecto de I—, el circuitd integra mejor. En otras palabras, para qffe

el circuito actlie como integrador la constante de tiempo del mismo debe ser mu-
cho mayer que el semiperfodo de la excitacion, es decir:

. 7 |

R.C ?"‘5'- (4.173)
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Obsérvese, que tanto la Eo. (4.169) y la Ec, (4.173), resuhan ambas condicion
necesarig y suficiente para que el eircuite integre.

Finalmente, seran mencionadas las Iimitaciones del circuito integrador. Desde
el punto de vista tedrico, debido ala condicidon impuesta por la Ec. (4.173),y del .
analisis de {2 e, {(4.172), se desprende gue ei costo de una mejor integracion es
una tensién de salida mas pequefia, Es decir que la tension de satida tiende a cero
cuando la operacién matemidtica tiende g ser realizada perfectamente. Las limita-
ciones de cardcter practico estén referidas a la aparicidn inevitable, de la resisien-
cia interna del generader excitador,y de los pardmetros residuales de 1os elementos
pasivos, que a frecuencias elevadas modificardn el comportamiento del circuito,

vgli}

I JE———— S

o=t
3t

ExCITACION |
1
1

—_——
|

\
L
|
|

el

——— B
\ HESPUEST” IDEAL
{ ;

1
_ |
fr}
v.[:_s.__ RN S — R _..____I_

e — SN N -,

|

l

|

I

!

|

TEN{SION O SALIGA PARG T/2) 53, I
i |

1 1 :
v Pallt e .....1_ [
i : I

e Tt ML I, —t
TEMSION OF SALIDA PARA T/27 Ee,

Fig. 4.57
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4.19.2)Circuito diferenciador: En el circuito itustrado en la Fig. 4.58, es apli-
cada la 23 Regla de Kirchhoff con un sentido de circulacién horario, resultando:

Velt] = va(t) + v(t)

i
Volt)= [ et 8+ veroy + Ricd) @
Y

imponiendo la condicién que,
velt] » vplt) {4.175)
es decir, '

i
i . ,
fc"fa‘e(f) dr + YClo) PRI ()
0

ia Ec, (4,174} se reduce a:

Ot .
Voft} ﬂ-'lz:fie{r) df + Yoo y derivando
i

dvert) i
———— P e ,rf
dy c et

, d v(t]
lefy) mC—Ef-—m {(4.176)

Por otra parte, I tension de salida, que es la tension sobre el resistor es:

vl(t) =Rigft] (@.177)
reemplazando la Ec. (4.176) en la Bc.(4.177),
L dv.(r
v (tj=RC d“’t ! {4.178) .

Por 1o tanto, cuando se cumpie ia condicion dada por la Ec. (4.175), en la sali-
da del circuito se dispone de una tensién proporcional a la derivada de Ia tension
de enfrada. Nétese que el conjunto generador de tensidn excitador y capacitor se
comporta frente al resistor como un generader de corriente ideal, que entrega una

cortiente proporcional a la derivada de la tensidn de entrada, e independiente del
valor R, o
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Fig.4.58 ' Fig. 4.59

Para ¢l caso de sefides periddicas la condicidn dada por la Ec. (4.175), puede
expresarse de una manera mds practica, Pero nétese que la condicidn mencionada
no se cumple para Jos tiempos en 10s que la excitacién presenta discontinuidades.
Esto se debe 2 que las variaciones bruscas de la tension de entrada serdn trasferidas



Circuitos con dos tipos de elementos pasivos 191

directamente al resistor, pues el capacitor esta sujeto a condicién de continuidad.
La nueva condicidn y lo anteriormente descripto puede visualizarse en el grifico
de 12 Fig. 4.59, donde se grafican para una dada excitacidn, la respuesta de un di-
ferenciador ideai, y las respuestas correspondientes a dos relaciones distintas entre
la constante de tiempo del circuito y ¢} semiperiodo de la sefial de excitacién, Del
andlisis de la mencionada figura se desprende que a medida que el producto R.C.

7 o . . .
se hace menor respecto de -=-, el cireuito diferencia mejor. Es decir, para que el

circuito actde como diferenciador, la constante de tiempo del mismo debe ser
mucho menor que el semiperiodo de ia excitacion, es decir:

RC. < = (4.179)

Obsdrvese que fa Ec. €4.175) es condicion necesaria v suficiente para que cl
gircuito integre, pero notese gue en los instantes inmediatamente posicriores a ta
wversibn de polandad ia misma no se cumpie. Tero 1a Be. {4,179, es condicion
necesarty pere no suficiente, pues ne es vilida para los nstaites inimediatos a los
cambios de polaridad, como antes va se mencionara.

Finalmente, se indicardn las limitaciones del circuito diferenciador, Desde el
punto de vista tedrico, debido a la condicidn impuesta por Iz Ec. (4.179), y del
andlisis de Ia Ec. (4 178), surge que el costo de una mejor diferenciacion es una
tensién de salida mds pequefia. Es decir que cuanto mds exactamente se efeciie
fa operacion matemdtica, menor resulta la tension de salida, ¥ en el limite, ia
misra serd nula cuando dicha coperacion tiende a realizarse perfectamente, Las

jimitaciones de cardcter prdetico estdn referidas a la aparicidn ineludible de la
resistencia interna del generador excitador, v de los pardmetros residuales de los
elementos pasivos, que al elevarse la frecuencia medificardn el comportamienio
del circuito.

En la Fig, 4,60 se muestra un resumen de las caracteristicas principales de los
circuitos integradores y diferenciadores. Estos circuites se aplican en computado-
ras digitales y analdgicas, en circuitos de comunicaciones, radar, television y en
instrumentos electronicos de medicion y control.

—
OFPERACION CIRCUITO RESPUESTA CONDICION DE
[HSENQ)
[ntepracion . - 'f’ T
' T"e ) Vorg | Vs = o Ve de | ROF 5
R.C.
. o
Diferensiacion v = R.C. d Vet RO < ";‘_
; a,
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426 Problenas resueltos

4.20.1)Para la configuracion ilustrada en la Fig, 4,61 la llave conmutadora per-
manece en la posicion 1 desde 7 =0" hasta £ = 3 mseg, v luego pasa a la posicion 2.
Se desea hallar ia expresion dev (7} y representarla grdficamente.

Solucion

Limve enposicion I: 0" <t < 5. 1073 sep

En estas condiciones resulta el circuito estudiado en el parigrafo 4.4 del mismo
es extraida fa Ec.(4.27), que se reproduce

velti= V(1 e RC } uft) (4.27)

dadoque RC = 0,1+10°-0,1+197° =001 seg. y en funcién de los datos, I
Ec. (4.27) resulta:
1

velt) = 100(1 —e 0.01) ) (41803
Wy
e R s T
\‘f..... . 1 // !
i ) . | Y i
. -
z]i i P t
5 J— B2 [ — o o e e |~:—; -
% T : 04 o me e kL 7_./__ ——
P
30385 wvweme e L T
B D
v - 100V Rd = 10k i L i
PEY .S Al g = e e L2 '
R0,IM ‘\__i tims
s 8 10
Fig. 4.61 ,  Fig.4.62

La Ec. {4.180) se representa de la marnera acostumbmda en la Fig. 4.62. Notese

© que como la llave permanece en la posicidn 1 hasts 5 mseg, ¥ dado que fa constan.
te de tiempo del circuito es de 10 mseg, ef capacitor se cargara a soio una fraccion
de 1a tensién total del generador. El valor de dicha tensién para £ = 5 mseg, puede

calcularse a partir de la Ec. (4, 180).
_ 0.005

V(5 mseg) = o1 e o061 ) = 3534V
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Liave en posicion 2: t> 5. 1073

Con la llave en esta posicidn, results el circuito estudiado en el parigrafo 4.9,
del mismo se extrae la Ec. {4.50) que se reproduce: _
t

boft) = Ke RC O (450)

pero como la referencia es ahora ¢t = 5 mseg, se debe realizar en 1a misma el despla-
zamiento temporal correspondiente. Ademds, tal como se analizd en el paragrafo
mencionado, K resnlta la tensidn a la cual se cargd ef capacitor en el proceso ante-
dor, que del presente caso es 39,34 V_ Por otsa parte, la constante de tiempo para
el proceso de descarga resulta:

Rag C = 10+ 10° - 0,1 - 10°% = 0,001 seg

En base a estas consideraciones la Ec. (4.50) se trasforma en:
- {t~ 0,005}

Vet - 0,005) = 3934 ¢ 601

w(t— 0,005 [V] - (4181

La Ec.(4.181) se representa a partir de # = 5 mseg en la Fig. 4.62. Notese que
en periodo de 5 a 10 mseg el capacitor se descarga totalmente dado que & resultar
l= constante de tiempo de descarga igual 2 1 mseg, para el perfodo mencionado
trascufren ¢inco constantes de tiemipo.

4.20.2)En el circuitc mosirado en la Fig, 4.63, a los 250 mseg de abierto el in-
terruptor, la corriente en el capacitor disminuye a razén de 10 o A por segundo.
Se desea calcular el valor de la corriente del generador.

A1500k
=01 pF
Yooyt

Fig. 463 .
Solucion
Por aplicacidn de la 1° Regla de Kirchhoff resulta:

I'=ig{t) + if1) (4.182)
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Colocando la Ec.(4.182) en funcidn de variable sujeta a condicién de continui-
dad, y notese que vt} = v lt) = ve {1} porlo cual,

Moo dY
1=y

dr
Ly '_d.’i(f) operando,
C RC dz
1 _ _dyr)
re (R~ ) = —— :
dyft)

TRI - v] = ke & P LRI (1)} =-dufi)

por lo cual, _
d [RI — »t)] _ 1 a
RI~ vt} RC

integrandc y operando,

RI - yft) = Ke RC

N
i) = RI ~Ke RC (4.183)

. Debidoala aplicacidn de las condiciones inicigles y de las de continuidad, en la
Ec. (4 .183) resulta;

v{o} = 0 =RJ-—Ke“
K = RI - (4.184)

Reemplazando la Ec. {(4.184) en la Ec. (4.183),
i

v(t) = RI — Rl e RC (4.185)
y la cortiente puede hallarse como: _
ll(f} = d-—vﬁf.,
. dt

por lo cual operando la Ec. (4.185) resuita:
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-
2rp] e 1 RC
i't) =~ CRI( R—-—C)e

ift) = fe RC {4.186)

Por otrz parte, en funcidn de ios datos, se sabe que a los 0,25 seg ia corriente
decrece a razdn de 10 uA por segundo, lo que puede expresarse como:

) o gsh 4.187)
df seg

En consecuiencia, si se derwa ia Ec. (4.186),

-t

dif; L S RC
. de RC
calculando esta derivada para t = 0,25 veg y reemplazando vaiores,
: . 0.25
d i) _ _ : ) g S00-10°.01.70°°
dt 500 - 1¢° + 0,1 - 10°¢
. ' 0,25
R(7 Y SR 1
de 501073
d ift '
-*-d-fi =— 0,135 I] 5%31 (4.188)

igualando las Ec. (4.187} y (4.188),
~10°% = ~ D135 J

1075

f = et IT -. . -4
6133 _74 - 107% A
I=174 pA_

4.20.3)En el circuito flustrado en 1z Fig. 4.64 el interruptor se abre para un
tiempo ¢ = @ . Se supone que el mismo permanecié cerrado ¢l tiempo suficiente
para que el circuito alcance el régimen permanente. Se desea encontrar ias expre-
siones de velth YR {t)y vp {t] |y representarlas grificamente. .
1 2

Solucion
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Debido a los datos podra determinarse 12 condicion inicial. Siantes de abrirla
llave, se Llegh al egimen permanente, es evidente que por Ry circuld toda la co-

miente de la fuenie. Como en ese estado, el capacitor y el resistor R estan conec-
tados en paralelo serd:

Yeo) = Ryl " ©{4.189)

Ent = O se abre la liave por 1o cual se incluye a Ry, y por aplicacion de Ja 1°
Regla de Kirchhoff, resulta:

f=i (1) + iglt) N (4.190)

Fig. 4.64

Colocando 11 Ec. (4.190) en funcion de varible sujeta a condician de continui-
dad, y siendo Ry + R; = R resulta

d l’c(r} vc(ﬂ

1 =0C + —_— 0peréndo,
dt R
dv.{t]
clt! i ,
T re VR TVeli]

dr o1 ! -
chff}] = RC dr pere d{RI ~v (1)} =~dv.(1)

d ;IR'T_;;?S}] = = Elc—de‘ integrandby operando,
RI — Baft) = Ke RO
. '
velt) = RI —~Ke RC o (4.191)

La constante K se obtendsd en vase a 1as condiciones de continuidad y ia con-
dicion inicial dada por la Ec, (4.189) resultando:
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velt)= Ry [ = RI - K
= (R -Ry1) = Ryl (4192)

Reemplazando fa Ec. (4, 192) en fa Ec.(4.191) se obtendri la expres:on busca-
da para vy _ -

- i .
veft)= RI — (Ry1) ¢ RC | (4.193)
que reemplazande valores,
t .
velth= 200~ 100e O2{V}]ir >0 (4.194)

La Ee. (4.194) se representa en la Fig. 4.65, Ademas sera:

Volt) = R (1) + YR, (2) por lo cual,

va(t) R ¥ (tR, .
C 1 C en consecuencia,
¥ - - ———— ¥ FE] T m— e
R (1) R Yy Yp, M F

dado que R, = Ry ¥ uttllzando la Ec, (4 194) resulta

YR () = 100~ 50 e X {v1r>o . (4.195)

_ .
100-50e D2 [V]e>0 {4.196)

Vg, (1}

Las Ees. {4.195) y (4.196) se representan en las Figs. 4.66 y 4.67 respectiva-
mente,

Nétese, de la Ec. (4.189) que antes de abrir la llave, la tensién en el capacitor es
de 100 V, y debido a la condicidn de continuidad, ésta debe mantenerse inaltera-
ble inmediatamente después de abrir la llave, tal como se visualiza en la Fig. 4.65.
Como esta tensidn se aplica simultineamente 2 los resisitores Ry y R, de igual
valor, cada uno de ellos soportard 1a mitad de la misma, tal como se ilustra en las
Figs. 4.66 ¥y 4.67; notindose que vg (1) Dasa de 100V a 50 V en forma instant4-

nea; trascurridos cinco constantes de tiempo, la suma de la tensién en ambos re-
sistores se hace de 200 V, obviamente igual a la tensién maxima de carga del capa-
citor para el nueve estado.

4.21  Problemas propuestos

4.21.1)Para el circuito mostrado en ta Fig. 4.68, excitado por la sefial de ten-
sion itustrada en la Fig. 4.69 se desea determinar: .

2) La expresion de v (1} y vg (1)
b) Representar graficamente las expresiones halladas
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vc{li i)

VRL{4) (V)

2001

.33

Lelu]

tis}
o2 04 =83 28 1

Fig, 4.67 Fig. 4.68
v {1} 0
Wf—— — -
b
20 o — —
I
b
10 e R
I !
| 1 tls}
e 2 4 3
Fig. 4.69

Resultados
a) Aplicando el principic de superposicion se llega a que:
UL -2

velti=10(—e %% uft) + 10(1—e 04 )Q[s_z) +

Ct - 0,4 {t -6}
+10(0-e 99 Yu@-H-30(1~e 04 ) 4(t-6)[V]
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VRii)

+ 10e

Lt L= 2)
= 10e %4 uft) +10e 04 u(t-2) +
(t —4) {t —6)

04 uwlt—4) —30e 04 u{t-6)[V]

)

i

%

] !
[

-3 —— —'_L— i e el ]
Fig. 4.70
o2 -
t= + ;
Ve OO
‘f/%— LriHy 3,16
R=Rt=lk

199
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b) En la Fig. 4.70 se representan las variables halladas, ademds de la excitacidn,

Notese que comol, = 04 seg, y como of tiempo de duracidn de cada escaldn
es de 2 seg, trascutren cinco constantes de tiempo, por lo cual las variables eléctri-
cas alcanzan sus valoges finales.

4.21.2)En el circuito ilustrado en Ia Fig. 4.71 ¢l interruptor se cierra para un
tiempo ¢ = 0" .Se supone que el mismo permanecid abierto ¢l tiempo suficiente
para que el eircuito alcance el régimen permanente,

Se desea encontrar:

a) La condicién inicial,

b) Las expresiones para i (1) iy ().

¢} Representarlas graficamente. :

Resultados
N [
§ dgp =F = O6A
b R R
) siendo Ry = W resulta,
v 1
. vV _ Vyo LR
t) = ———{— ~ ) T
W R TRy R
reemplazando valores,
R, !
Ht)=02 —0te 7097 (A} paras >0 (4.197)
-t
igge; = 01 005 e 0092 JA} parar > 0 (4.198)
-t
Ry = 01 —005 e 9992 f A} para s > 0 {4,199)

¢} Las Ecs. (4.197) (4.198) y (4.199) se tepresentan en las Figs, .72, 473 y
4.74 respectivamente.

[MRARLY]
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Nétese que antes de cerrar el interruptor la corriente ifz) es de 0,1 A; ¢ inme-
diatamente de operado el interruptor mantiene su valor debido a la presencia del
indyctor. Ese valor de corriente se reparte entre los resistores. Llegado al régimen

permanente la suma de las cormientes en Jos resistores se iguala a la del inductor,
que esla corriente total del circujto,

4.21.3) Para ef circuito mostrado en la Fig, 4.75, excitado por la sefial de ten.
sion que se flustra en la Fig. 4.76 se desea:

a) hallar la expresion de ift).

b) representarla grificamente.

ity

e
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b} La representacion grafica pedida se ilusira enla Fig. 4.77. Notese que ;=

= 0,2 seg, por lo cuai en ¢l tiempo de 1 seg la corriente puede alcanzar los valares
correspondientes a la componente forzada. :



capitulo 5

Respuesta de circuitos
con tres tipos
de elementos pasivos

51 Entroduccion

En este capitulo desarroflado en el dominio del tiempo, se estudiard la respues-
ta de un circuitc R.L.C. en paralelo excitado por una sefial escaldn. Se elige el cir-
enito paralelo v no el serie, pues el primero de elios es el mas vtilizade en electrd.
nica. Por otra parte aplicando el principio de dualidad podrin exienderse los re-
suitados hallados para el caso de asociacidn en serie. Es de hacer notar que, como
en este caso la respuesta se complica, serd analizado el comportamiento del cir-
cuito elegido solamente para excitacion escaldn, De acuerdo con fo expuesto en
los capitulos anteriores, es posible predecir el comportamiento det circuito, Es
decir, que si de los tres elementos, dos de ellos prevalecen sobre el tercero, el cir-
cuio responderd con distintos regimenes, ya estudiados anteriormenie, 3 saber:

Si R y € preponderan frente a L, o si R ¥ L prevalecen sobre €, el circuito
poseerd una constanfe de tiempo, y en consecuencia existird una coruponente
libre que se extinguird segin una exponencial.

Si C y L son preponderantes frente a R, de tal manera que puede despreciar-
se el cfecto disipativo, ¢l circuito no presentard constante de tiempo, y la com-
ponente libre no se extinguird, resultande una respuesta semiperiddica de ampli-
tud prdcticamente constante.

Si finalmente C y L son preponderantes, pero no lo suficiente como para des-
preciar el efecto disipante de R, resultard una respuesta que es combinacion de las
anteriormente mencionadas. Bs decir una respuesta oscilatoria de amplitud amor-
tiguada segiin una exponencial, cuyo exponente dependerd de la constante de
tiempo del circuito. Concluyendo, se puede decir que segtin los valores que adop-
ten los elementos pasivos incluidos, se Obtendran algunas de las respuestas ante-
riormente mencionadas.
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5.2 Respuesta de un circuito RL.C. paralels excitado por un esealdn de
corriente

Pasando a considerar el circuito ilustrado en la Fig. 5.1, con el objeto de hallar
la ecuacion de equilibrio instanténeo, se plantea la 12 Regla de Kirchhoff, sesul-

tandg: :
. ift) = iR(t} + iL(r} + I'C(U . - ;.1

Se debe expresar la Ec, (5.1) en funcién de la variable sujeta a condicion de
contipuidad, Eligiendo iz ), puesio que derivando ia misma puede hallarse
vcfe). No es recomendable el proceso inverso pues conduce a un problema de
integracién.

Nétese que al ser comiin la tension para todos los elementos resuita gue:

diL(;}
V(t}: VR!,U= VC{r)z 'PL(”xL -Et-—-—

por da que:

. 4 L di .
IR(1) =-?R'(—L =X L {5.2)

dt

;o dvfy) a% iy gy
IC(I) = i = LCT

reemplazando las Ecs. (5.2) y(5.3) enla Ec. (5.1), y explicitando la excitacion se
tiens:

(5.3)

di, . d? i
t) =2 =2l 14 (1) c—Z

para ¢ > 0 podrd eliminarse ufz). Operando vy ordenando la ecuacidn anterior re-
suita:

2 di )
Sl 77 WL 47 S B 0TI S 54
¢ RC @ ‘Lct7Le’ G

se procederd a resolver la ecuacidn diferencial,

| ifii=lude}
C

i o LTyt le

YC10T) = Ve

jliLHJ i‘.cm
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ay  Solucicn particular de la ecuacion diferencial completa

Ensavando como solucién una del mismo tipo que la excitacion, es decir una
constante, :

"Lp{r} = A {5.5)

Reemplazando convenientemente la Ec. {5.5) en la Ec. {5.4),
1 1 {

0+R—‘—EO+Z—E A-_—'E‘—“

4 =1y en consecuencia la Ec, {5.3) queda:
| iy T4 (5.6)
b} Sclucion de la ecuacion diferencial homogénea

Anufando la excitacion cn la Ec. (5 .4),

L3

Epngey 3 Ywy

1 ; :
as? e~ Ta  Tic tmm=0 (5.7

Este tipo de ecuacion diferencial se resuelve por ef método de Euler proponien-
Jdo como solucion:

ipnpy =€’ - (5.8)
Reemplazando convenientemente la Ec. (5.8} en la Ec. {5.7) resuita:

B L
2 o8 T GBE 4 pBt =
Be RCe 1c® 0

como eBt # 0 resulia

B* +55 +7==0 - (5.9)

1
RC LC

La Ec. (5.9} es la couacion caracterfsticg ascciada a la ecuacion diferencial ho-
mogénea, y siendo una ecuacion de segundo grado sus soluciones son:

__ 1 foo b a1 '
Bia="spc *V GRe "¢ ¢.19)

. L ) - .
deﬁmendom—a : : 51D

R
L¢c Yo (5.12)
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Ia Ee. (5.10) resulta:

Bio =« iy o? —0.)02 (513)

Con el objeto de determinar el tipo de raiz a obtener, es necesario normalizar
unio de los pardmetros Para ello se puede multiplicar v dividir el radicando de la
Ec. (5.13) por we?, por fo cual:

2 (“2 “‘Woz)

Byz=-az [P0 e ph, (- -1 (5.19)
o Wo
definiendo —— = ¥ (5.15)
o .

donde vy es un nimero que no depende de la excitacidn, y solo es funcion del valor
de los pardmetros circuitales, como puede apreciarse si se reemplazan las Ecs.
(5.11)y(5.12)enla Ec. (5. 15) es decir:

1
& 2RC 1 L : <
1% "1 TIRY ¢ - B®
v LEC

Notese que cuanto mayor es la influencia del elemento disipativo (menor la
resistencia), mds elevado es ¢f valor de y. Como se vio en la introduccidn, al influiy
mds el resistor, Ja respuesta resultard mas amortiguada,

Reemplazando ahorala Ec. (5.15) en la Bc. (5.14),

Bya=—atw, v ¥ -1 (5.17)

En 12 Ec. {5.17) segin los valores que adopte y podrin obtenerse distintos va-
lores de B, que a su vez definirdn distintos regimenes, a saber:

¥ << 1: dosraices complejas conjugadzs = Régimen subamortiguado u oscilatorio
. gmortiguado
¥ > 1: dos rajces reales y distintas = Régimen amortiguado
7 = 1: dos raices reales y coincidentes = Régimen critico
Entonces, para estudiar cada uno de los regimenes mencionadus, es nevesario -

continuar resotviendo la ecuacion diferencial thogenea a partir de 1a Bc. (517,
para cada uno de los casos.

5.2.1 ¥ < 1. Régimen subamortiguade u oscilatorio amertiguado: Este'régi-
men, segin se desprende de la Ee, (5.16), se define cuando:

o<, o bien,
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IRC>JIC

lo que implica que 2R >,/ %

Continuando ahora con 1a solucion en ta ecugeion dzferenc:ai homogénea. En
este caso ¥ < 1 la Ee. (5.17) resulta:

Bia=—atjw, v 1-7* (5.18)
definiendo, wge v/ 17" = wy (5.19

reemplazando la Ec. (5.19) en ia Ec. (5.18), -

Bia=~atjw, {5.19}
reemplazando {2 Fe. {5.19) en fa sofucidn propuesta por ta Ec, {(5.8),
ippgey=e Cotiwadt " surgen dos soluciones:
e(“fx"hjwﬂ)t N th2(?}=K2 g('ﬂ_jWg)t

fphisy) =Ky

v de Ia combinacidn lineal de las soluciones singulares hallar la solucion mds
general.

iiny=KieCxtioat 4K, eCa-iwat (5203
¢} Solucion generd de la ecuacion diferencial completa

Se halla sumando la solucién particular dada por la Ec. {5.6) y la de la homo-
génea dada por fa Ec, (5,20}, resultando:

fL{f):I+Kle et+tiwgt + K4 e(_“"j@a)t (52;}
Operando con ta Be, (5.21) se logra una expresion de Ficit interpretacion:

:‘,;(;;=!+e =t (K, ej“‘-_’lrzt +K, e~juwgt 3

ycomoe* JWal = cosu, ttjsenwyt resuita,

ipgy=I+e™t [K, (cosw, t4fsen oy, )+ Ky (cos w, £~ j sen w, 1)}



Circuito con res Hipos de elementos pasivos 207

agrupando
ippy=I+e =1 [{K, + K, )cos wy t+j(K,y - Ky )sen ey, t]

si Ky +K,=K, - ¥ : J{Ky ~B3Y=K, resulta,

iy =i+e *t (Kycoswy t+Kesenwg ) (5.22)

y €OMo ya se conoce, la suma indicada entre paréntesis resultard una funcién
senogial, cuya amplitud, Hamada K, y su fase llamada 8, dependersh de las
amplitudes y fases de las componentes sumandos. En consecuencia la Ec. (5.22)
resultal

iggy=i+e ™t Kgsen(w, t+8) | (5.23)
d) Cilculo de las constantes

Las incognitas son dos; Ks ¥ #:y se dispone solamente de fa Ec. (5 ._23.)», la otra
ecuacion necesaria puede obtenerse a partir de:
d e

=Ly

por lo cual empieando la Ec. {5.23) surge que:
vigi=Le ot Kol —asenfwy t+6)+wycos{uy t+8)] = {524

= Le—ﬂiKS v et o+ wza sen{wat + 9 +% +5)

donde _ ... ig— Y

m

Disponiendo de las Ecs. (5.23) v (5.24) se podri determinar K5 v 8.

Debido a la aplicacién de las condiciones de continuidad pata ¢l inductor, y de
ta condicibn inicial iz 155 = fo, de la Ec. (5.23) surge que:

[gzl‘l'Ks sen &
Ky sen8=Io—1 (529

Anlicande las condiciones de continuidad para el capacitor, v de la condicion
inicial ¥cpo9 = Vo, de la Ec. (5.24) resulta: ‘

Vo=—LK;asend +L K w,cosd (5.26)
reemplazando en fa Ec, (5.26) el valor de K5 sen § dado por la Ec. ($.25):
Vo==La{lo-N+LKswycost

V4L a(,—
Ky cosf=— o= D) (5.27)
Loty
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elevando al cuadrado las Bes, (5.25)y {5.27) y suméndolos resulta:

2
- Vo+Lal-1
KX (sen? 0 +cos? )=o) + ["‘“o“*"“—"“g“‘“' ]

L wy,

como sen> @ + cos? § = 1 surge que,

- - . 1 )
Ks :\/; -0 +[ Vot Laly -1 } (5.28)

Loy,
conocida esta expresién, puede reemplazarse en Ja Ec, (5.25)y obtenerse la de §.
' Iy -1

# = arc sen { °K —) (5.29}

Con las Bes. (5.28) v és_zg) pueden obienerse los valores de Ky g\&. Estas
constantes se dejan indicadas pero no seran reemplazadas en Ia Ec. (5.23) a efec-
to de no complicar lag ecuaciones.

En el caso de condiciones iniciales nulas, es decir itto v =0y VC(oT =(:dela
Ec. (5.28) resulta:

T 2 j2 3
Ks \/1 e _,\/J ( +. )

Ly

y por la Ec. {5.19) se sabe que o = wa V' 1= 7

of
ke f 0 S

y por a Ec.(511)esy= afwy

- Kse / (1 +_-_—722)
. i_.},

Ks _1 / I ' : (5.30)
11— '

En lo referente a 8, de 1a Ec. (5.29) resulta:

# = arc sen (- —3'1 ) y reemplazando la Ec. (5.30),
Ks

g =arcsen {(~+ 1 =7%) (331
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Las Ecs. {5.30) ¥ (5.31) dan las expresiones de cdlculo de K ¥ 8 para condicio-
nes iniciales nulas.

e) Representaciones grificas

Graficando la excitacion, iy oy 1 vy © IC(U’ expresiones que se teproducen a
continuacién, Ndtese que no se representa gy, pues sélo difiere de ¥t} por una
constante,

iftf=1uft}

.}

ippy=f+e  Kgsen(wgr+6) - (5.23)

wit)=he U Ko [asen (wa I+ 0+, cosf{ug t+8) = (5.24)

- —act P i

= Le KS\/’;2+¢._>23 sen (wat + 8 Tt
siend P
ehee 5 = arc. tg —dem—g

. P -y
a Vif
Rt} =
e =T=iti — iR (5.32)

Todas las expresiones anteriores son vilidas, naturalmente, para ¢ > €. En la
Fig. 5.2.a) se grafica la excitacion. Se consideran condiciones iniciales no nulas.
“Enla Fig. 5.2.b) se graficadz sy De la Ec. 5.23 surge
irfo) =f+K; send

pero la uitima ecuacidn debe ser igual a fp deb1d0 a la condicién de continuidad
de corriente en el inducior,

irfo) =1+ Kssen =1, (533)
Ademas,
ipfe 1 (5.34)
y la oscilacion tendrd una envolvente SUpErior: |
. I+Kse™
¥ una envol;fe.nte inferior:
Kz %1

En la Fig. 5.2.¢) se grafica vf#). De la observation de fa Ec. 5.24 se deducé que
serd una oscilacion de igual pulsacién que i{1)- Ademds deberd adelantar respecto

de esta Oltima en % + § = = para v <€ 1. Los valores limites resultan:
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vio) =L Ks [~asend + oy 0058 |=V, (5.35)
V(oo } >0 - (536)
y poseers ademds una envolvente superior que puede indicarse como: -

K e—{!t

¥ una envolvente inferior:
K et

Respecto de ig ), sus valores limites resultan:

fR‘ra)=f~%)—z— y por la Bc. (5.35)
v .
iR{o) _-‘*""‘"E—" (5.37}
¥ por la Ec, {5.36),
iRfm) =0 (5.38}

En la Fig. 5‘2$ se grafica iC(t)' Esta oscilacién debe adelantar respecto de v(t)
en —E— +§ = g— para ¥ < 1.Considerando la Ec. (5.32) surgen los valores ]imite_s:
icto) =1~ iLto) = IR0}

utilizando las Ees, (5333 v (5371

. Vo
‘Cfo) =I_!o h R

por otra paite,
iCt= ?I“fL{w} iR e}
empleando las Ecs. {5.34) y (5.38) resulta: _
ic(e) =T =1~0=0
¥ poseerd una envoivente superior que puede indicarse como K "¢~ 'y una envol- -
vente inferior —-K e~ 1 _
Notese que en todos los casos, la oscilacion amortiguada posee una pulsacién
Gag, ¥ en consecuencia un pseudoperiodo T, v la relacidn entre ambos puede
€Xpresarse como: '

waTa=2?r
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2
lig

T, = (5.39)

Reemplazando ea Ja Ec. {3.39) ¢l valor de «w, dado por 1z Ec. (5.19) resuita:
27 -

Ty s
¢ a1yt

Ty

Ty = —rmmm— $.40
T (5.40)
y la Ec, (5.40) da la expresién del pseudoperiodo de la oscilacién amortiguada.

Ademas se aprecia que el amortiguamiento de las oscilaciones depende de
e~ ' que recibe el nombre de coeficiente o factor de amortiguamiente,

Por otra parte, como la caracteristica de la amortiguacion estd dada por el valor
de &, se fo denomina constante absoluta de amortiguamiento.

Recordando de la Ec, {5.11) que: .

s¢ advierte que su inversa goza de las propiedades de una constante de tiempo pere
aplicada a {as envolventes de los mdximos y minimos en la oscilacién. Cuanto mas
elevado es el valor de &, mayor serd el amortiguamiento, es decir, mayor es Ia velo-
cidad de decrecimiento de los exponentes envolventes, Pera o no ¢s totalmente
eficiente en su misidn de caracterizar el amortiguamiento, va que puede variarse
R y C, alterando ef régimen, pero de modo que su producto permanezca constan-
te, por lo cual & no variard a pesar de variar R y €.

Por ese motivo, se define 12 constante relativa o rormalizads de amortiguc-

miento, . .
=2 . 1 \/Z_
Y T 3R - por Ec. (5.16)

donde o3, e5 la pulsacidn de fa oscifacién libre o natural del circuito sin amortigua-
miento, que de !a Ec. (5.12) resulta: :

1
Wo =-*-—-"",-Z-«C,-—

~de donde se deduce que st no varia L y C, la pulsacidn de la oscilacion libre se
mantendra constante, Finalmente, queda por verificar si ¥ es realmente caracteri-
zante del amortiguamiento, Esto puede observarse a pariir de la Ec. (5.19) que se
reproguce,

We F g N Iy _ (3.19)
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Tamande por ejemplo dos casos tipicos, resulta que si R = ;o sea ¥ = O
Wy~ wye es decir que la pulsacion de oscilacién del circuito y 1a libre coineciden.

§j 2R = _ég_; oseay = 1w, =0 loque significa un periodo asociado

infinito, es decir que da lugar a un régmen aperiédico.

En consecuencia puede afirmarse que 7 ¢s una constante que caracteriza efi-
razmente el comportamiento del modelo.

Los graficos de fa Fig. 5.2, como ya fue aclarado se han realizado para las con-
diciones iniciales impuestas en la Fig. 5.1, )

Si por otra parie se considera iy ;g4 = 0y vcpg+ = 0, es decir que se comienza
de condiciones iniciales nulas, es evidente que fos valores finales de {as oscilaciones
mostradas en ia Fig. 5.2 no se alterardn, pero si lo hardn sus valores iniciales, En
consecuencia iy ¢q; iy ® I'eri) p_artirén de un ‘valor aulo, ¢ icyyy del valor I
todos guardando entre st los desfasajes correspondientes.

Finalmente se realizard un anglisis conceptual de los procesos descriptos en los
grificos de lx Fig, 5.2.

1Y Interpretacion conceptual

f.1) En- el instante inicial se aplica un incremento brusco de corriente ift) =
ufr). Debido a las condiciones de continuidad, i; ft) ¥ veqy no pueden variar en
forma discontinua. Pero como el capacitory el resistor estan conectados en para-
telo, la tensidn sobre ellos es la misma, y en consecuencia no podrdn variar en for
ma brusca vRyy € IRy Si enitonces no pueden variar en forma brusca igyy) e
i1.11), el escalon de corriente debetd ser absorbido integramente por el capalitor a
fin de satisfacer la 1* Regla de Kirchhoff,

f.2) Luego que el capacitor absorbid el escalon de corriente, £ mismo comien-
za a cargarse y se modificardn los valores de igy; ¢ iy ;. Pasade ef tiempo necesa-
rio para que se anute la componente libre, las oscilaciones serdn de amplitud nula
desapareciendo fa fuerza contra eleciromotriz en el inductor, que se comporta
COMO un cortocircuito, y finalmente toda la cortiente circulard por él. El hecho de
que la oscifabion sea amortiguada se debe a la presencia del resistor que disipa
energia.

322 +4 > 1 Régtimen sobreamortiguado: Este régimen, como se deduce de fa
Ec. (5.16} se define cuando; o

0> Wy o bien
2RCCV LT

Continuando, entonces, con la solucién de la ecuacion diferencial homosénea.
En este caso de ¥ > 1 Ja Ec. (5.17) se presenta como sigue:

Biog ==atwu, v yP—1 {(5.17)

Esta ecuacion puede ser expresada:



214 Andlisis de Modeloes Circuitales

Bi = Wy (“"9'{*—1“\/ ~ 1 )=~wo(7$v7 =1 )

donde la presencia de wy = JET no implica Ja existencia de oscilaciones en la

solucion, pues el exponente es veal y por lo tanto no conducird a funciones tri-
gonométricas.

Reemplazande esta ecuacion en la solucién propuesta por Ia Ec. (5.8}, resulta:

iLh(?} :e""w&'('}":’-v y —I)t

de donde surgen dos soluciones:

iLhafy =Ky €90ty VY “B

if«h';(f}:Kz o Y+~ D

lLa solucidn general resu!ta de la comhmaclon lingal de las solucmnes sin-
pulares.

iy =Ky e 0o 0NVT DL £ K, emwor t VAT (5.41)
¢) Solucion general de Iz ecuacion diferencial completa
Se obtiene sumando las soluciones dadas por Ecs. 56 y 5.41, resultando:

f, () =J'+K]e- “wolyv?-1) t+K2€—uo{'r+ JF T i542)

8)  Caleulo de las constantes

Teniendo dos incognitas, Ky ¥ K, ; se dispone solamente de fa Ec. (5.42) La

dip 1) .
otra ecuacién necesaria puede obtenerse a partir de vft) =L T Teniendo en
cuenta la Ec. (5.42) resuiia:
~wa (Y=Y - Dt

vt)=—wo LK (y=v 7 —1)e

— ~ 1--1
g LKy (y i/ AEST) o RN T (5.43)
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Las Ecs. {5.42) v {5.43) conjuntamente con las condiciones iniciales permitirzin
hallar las constantes K, y K, Teniendo en cuenta la condicion de continuidad pa-
ra el inductor y su condicidn inicial i rg+ = Jo, la Ec. (5.42) conduce a

fo=1+K, +K,
LKy Elg iRy (5.44)

Aplicando la condicion de continuidad para el capacitor y la condicion inicial
veio) = Vo, ae la Ec, {5.43) resulta:

Vo==wo L Ky (y~ VY = D=wo LK, (y+/ 7 - 1) (5.45)

Reemplazando en la Ec (5 45) la expresion de K, dada por fa Ec. {5.44) re-
svlta:

Vo == oo L (o~ 1= Kn) (7= TT =Ty~ w0 i Ky (y +8/57 1) ©
Vo=—cwoL fo=Dly—v7 - 1)+
+wo LKy (v~ =D~ wol Ky (r+V77 = 1)
Simplificando v operando:
Vo=~ tol Uo=NOr~vVT D~ 2wo L Kz VT =1
Vo *+wo L (Io =D (y~V 7 = 1)

L Ky=-
! 2w b/ ¥ 1 _ (5:46)

y reemplazando la Ec. {5.46) en ta Ec. (5.44):

Vo * o L (o~ D) {7~ 72 - 1)

Twe kY1

Ky={o-D)+ (5.47)

Con fas Ees. (546) y (5.47) pueden obtenerse los valores de Ky v K. Estas
constantes s¢ dejan indicadas y no se reemplazan en la B¢, (5.42), a efectos de no
extender innecesariamente las expresiones.

En el caso de condiciones iniciales nulas, es decir iz (0= Yeroy =0, I Ec.
(5.46) resulia:

e TEEL e

y la Ec. (5.47) queda:
Ky=mr(- LT (5.49)

ARV I



216 Aundlivis de Modelos Circiiitales

¢) Representaciones grdficas

Graficando la excitacion, las corrientes iz g¢j e icysy ¥ 1o tensién  v(t)

Obsérvese que no se representa iy, pues solo difiere de ¥i) en una cons-
tante,

Denominando, -

| _
=7, (5.50)
wo (Y= ¥ - 1)

7, (5.51)

1 —
wo Y+ v — 1)

Donde, obviamente, es &y > Ty :
Las variables a representar tienen entonces las ecuaciones siguientes:

Excitacion:
ir)j=rluft}) - _ . (5.52)

Teniendo en cuenta las Ecs., (5.50) y (5.5313, 1a Ec, (S.t42) puede expresarse:
t .

fL{f}x1’+'K1€ zl“‘l’Kz € .Zi (5‘53)
Andlogamente, la Ec. (5.43) puede escribirse:
. t ——
SPPTE.L. S A T SN (5.54)
[ T, S
. dyft} ' N
Teniendo en cuenta que icyry = C—d—r——- ,en base a la Ec. (5.54) puede escribin-
56

. LCK, —~— LCK, N

EC(I}::_“le e Ci +“Z,22 e ‘2 | {5.55)

Las expresiones de las Ecs. (5.53) a (5.55) son vélidas sdlo para 1 > §, Efec-
tuando la representacion grafica con condiciones iniciales nulas, ya que para ¢l ca-
so generat se dan varias alternativas posibles, segiin sean los valores v signos de Vi,
elyeli, -0 '

En l4 Fig. 5.3.b) se muestra la excitacion i), Analizando la Ec. (5.48) puede
apreciarse que, para condiciones iniciales nulas es siempre K, > 0.

Por otra parte, como Ky = — (I + Kj). resuita K, < 0. Ademds, obviamente
CSFK] |>;K2 ]

En la Fig. 5.3.b) se representan las componentes libres ipp/ € i 5/ de la
corriente en ef inductor, teniendo en cuenta que, como ya se Sijo, es Ty > g,
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t

iney=Kie ©

t

oty e .2
[Lhpp=Kye 2
£ ¢l mismo grafico se representa la componente libre:

iLhi) = iLnfey Filkgy

Notese que ippfo) = Ky + K, que teniendo en cuenta las Ecs. (5.46) y (5.47),
resulta:

iphioy=1o—1
¢ para condiciones iniciales nulas:
_ . iLhfop=—1
Ademas resulta:
iLh(=} >0

En ta Fig. 5.3.¢) se representa iy ) =1 +ippy). de acuerdo con lz Ec. (5.53).
Segin 1a ¢cual es:

fL(G‘} =iproy=la=l+ K+ K,

i (=} -7
. d i it
Para representar vff}, es importante recordar que ¥t} = [ - En conse.

cuencia, donde iz ¢y presenta un punto de inflexion, ¥t} tendsd un punto extre-
mal {(maximo o minimo). Puesto que la pendiente de iz /4 es siempre positiva, es
posible afirmar que se trata de un maximo.

Por otra parte, puesto que V(") = v(§] = ¥V, =0, la pendiente de la tangente
en el origen correspondiente a iy ;) debera ser nula, Estd claro que si Vi, >0 la
pendiente mencionada deberia ser positiva v si ¥, < 0 deberia ser negativa, por lo
que la curva de iLL{i) presentaria un punto exiremal.

§

En {a Fig.'5.3.d) se representan las componentes:
S LK, ~5—
pitj=- Le G
1
’ LK, —=
r 2 v
V = — 4
ft} Z, *
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LKy '
Siendo K, < 0y como L y 7y son positivos, resulta — --Z-~l->0. Andlogamen-
3

LK, : .
te — < {0, Se ohserva ademds que:
R .
p' (o)~ 0
P {m) -+

En el mismo grafico s¢ dibuja la tension total:

vit) = vit) + v}

que, como ya se dijo, presenta uh mdximo. Derivando v{t) en la Ec. (5 54) e igua-
lando a cero resulta: )

iy e
LKL o ¢t LK 7T =y
[ 4,

De donde puede despejarse el tiempo correspondiente al maximo:

i in {—_ﬁ_z (Z,’E!_)z 1 {5.56)
1 2

A2 .
Teniendo en cuenta las expresiones de €y y Ty dadas por las Ecs. (5.50) y (5.51)
queda;

- 1 .4 Z
¢ = In [ _‘__'E { 132
my 2 W r-T—'—‘)r — I K} zz ) ]
‘l}ﬂ‘lhién- I”.; I = ""L '1‘——6"— ln {I--‘ --{E.?... I zl )2 ] (SS?]
2 TQ ~ 1 K] Z

Reemplazando en {a Fe. (5.57) las expresiones de K, K,;,Z, yZ, dadas pot las
Ecs, (5.46), (5.47), ¢3.50) ¥ (5.51) y operando, resulia:

Tc m{ Vo + ol (fo -Dy =7 =D [y VFT ”
2

=
A RV s AR PEN T YR - o WYy
(5.58)
para condiciones iniciales nulas: ' : .
by =L S TENT ] (3.59)
me =y 1 My o '

Finalmente, la Ec, (5 54) muestra que:
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vio; = Ve
PI,',,,J} -
Como ya se menciond, la curva de ig (¢} se obtiene dividiendo por R 2 Yie)s

Para graficar iz (). es conveniente recordar que fepry = C d "{t} Observando

que vy, comienza con una pendiente positiva, decreciente hasta anularse en el
maxun& pata luego cambiar de signo y aumentar, hasta llegar al punto de in.
flexion, en que comienza a decrecer. Por lo tanto, ieyy parte de un valor posi-
tivo, decrece, cruza el eie, presenta un minimo y luego tiende a cero, segun se -
aprecia en la Flg 53.¢)

Puesto que iepyy = F-- fLm iR t), en ¢l origen serd:

fgpyy = I~ 1g - kl’. en este caso ¢ g =1
Pgr otra parte, segiin la Ec. (5.55) resulta:
gy > O

Al igual que para vy, ‘se puede hallar el tiempc tm(;‘ para el cual se produce el
minimo de § ieft)- Derivando la Ee, (5 S58)e 1gualand0 a cero, resulta:

dfc{?) L CK] - me L CK2 _.imc
—_— = 2 _ e L1 =
dt Z,9 ¢ \ & 720 . :
1 132
tme = - Kay 1y}
me ——I——“E___ZL) - Kn Zs
1 2 :

y procediendo como en el caso anterior:

X Vo + wollo=Dy - /T —T) ’}""\/’)_’2——1)\3}
Vo +wol Uo — DNy +3/7* — D v -V¥ -1
(5.60}

O para cond iciones iniciales nulas:

‘y -1
_51 .
I ’ -
" Emey T 2_"_ ~ 72 B = 2 Imvg {5.61)

Para concluir, se realizard un anglisis conceptual de los procesos descriptos en
los grificos de la Fig. 5.3. :

o

' rmco =
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it} a

KE3

io-id -1
K14
|
kg =Q | t
FENDIENTE NULA EX €L DRIGEN {POR
SER Vo =0
LKl vit) . d
i
¥ii
SANL I
. Wtr) oy PUKTODE
Vasd _ T T INFLEXIGN '

) Interpretacion conceptual

f.1y Vercasoy < 1

f.2) Luego que el capacitor absorbié el escaldn de corriente, el mismo se va car-
ganda y comienza a circular corriente por ef resistor v el inducter, aumentando
consecuentemente ig . ¢ iz 1. Pero luego el inductor comienza a ser el camino
mds f4cil para el pasaje de la corriente, y pasado un tiempo considerable toda la
corriente circulard 2 través de él. De esta manera, una vez que ip (1) alcanzé un ma-

Ximo, comenzarad a disminuir hasta analarse, como asf también I ft)-
En este caso el resistor amortigua tanto que no legan a producirse oscilaciones.
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523) v = 1 Régimen critico
Este régimen, como se deduce de Ia Ec. (5,16). se define cuando
@ = (y 0 bien,
2RC = fIC

v en este caso las raices de la ecuacion caracteristica serdn reales e iguales, v a di-
ferencia de los dos casos estudiados anteriormente en que se tenian infinitas posi-
bilidades para cumplir con las desigualdades indicadas, en este caso la relacion en-

tre los valores de los elementos pasivos serd inica.
Dicha relacidon surge de considerar la Ec. (5.16) que se reproduce a continua-

cion;
R/ (516
IR /T (5.16)

Namada resistencia critica, cuyo valor es;

R =L /A 5.62
fz\/g 56

Continuando entonces, “con {a solucién de ld ecuacion diferencial homogénea,
La Ec. {5.17) resulté:

T =

siy =1 resulta R = R,

B 3 = —a t wo VY -1 (5.17)

enelcasoy = |

para este caso el método de Euler propone como solucidn para ia Ec. (3.8):

ippg= Ky em et + K tem ot

f‘{‘hﬁ) = e'“t (Kj + Kz t) (5.63)

c) So{ucfén general de la ecuacion diferencial completa
La misma es hallada sumando la soluc:on particular dada enla Ec. (5.6)y lade
la homogénea-dada por [a Ec. (5.63) resultando; .

= +e ! {Al + Ky 1) (5.64)

’L{f)
d} Gilculo de las constantes
Se tienen dos incognitas, Ky y Kz disponiendo solamente de la Ec. (5.64), la
otra ecuacion necesaria puedc obtenerse a partir de:
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V[r) _ LA | por lo cual empleando la
gt
Ee, {5.64) surge que:
p{f} = L{___a-g-at (Kl + K2 f} + Kﬁ e—at] (565)

Disponiendo de las Ecs. (5.64)y {5.65) podran determinarse Ky y K.
Por lz aplicacién de las condiciones de continuidad para el inductor, y de fa
condicion iniciat iy .o~ = I, de la Ec. (5.64) surge que:
Iy = I +K, -
Ky = Iy -1 (5.66)

Aplicando las condiciones de continuidad para el capacitor, y la condicién ini-
cigl vegg-y = Vo, dela B¢, (5.65) resulta:

Ve = h{-a K, + K;) .(5'67)

reemplazando en la Ec. (5.67) el valor de K, dado por la Ec. (5.66) queda: o
Vo = L{-~a{ly-D+ Ky} |

K, = z‘fﬂ + allo ~ D | (5.68) |

Con las Ecs. (5.66) y (5.68) pueden determinarse los vajores de K, y K.
En el caso de condiciones iniciales nulas, es decir iy 0-) = Oy Velor) =
= 0 la Ec. {5,66) resulta:
K, =1 {5.69)
v fa Ec. (5.68) resulta:
1’{2 = —Qi (5-70}
Obsérvese que en este caso, a diferencia de los anteriores, las constantes resul-
tan sencillas, especigimente en el caso de condiciones iniciales nulas, es por eso
que reemplazando las constantes dadas por las Ecs. (5.69}) y (5.70) en las Ecs.
(5.64) y (5.65), respectivamente, resulta: '
iy = 1t e~V (K, + Ky 1) (5.64)
I.-Lﬁ} =.1+€-Qt(~1-—ﬂf{f)-‘- .
L = I —Fe ™t {l + at) {3.71)

ademas
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vy T Ll-ae (K, Kyt + Kpen
by = LE-ae U (o1-alt)y—ale '] "

Vf’f}‘ = Lja’zfe_at

if1} a

“— PUNTO DE INFLEXION

| 1
1010} ks ) t
“PENGIENTE NULA (POR SER Vo=0)
! 1
i Mo | ¢
Gt - i
i !
: | ~PUNTO DE INFLEXION
1
. !
i a
VoD = !ELZ t
P ENDIENTE X
POSITIVA !
. 1
it ! | d
' !
' !
1
i N 3
v = :
PLEEETH P S
pheieh B

Fig. 54



224 ' Andlisis de Modelos Circuitales

e) Representaciones grificas

Se graficard fa excitacion: iy s vi) € i (), EXpresiones que se reproducirdn a
continuacion. Por las razones ya mencionadas se considerarin condiciones iniciales

nulas para las representaciones. Ademds no se 1egrcsantala IR ¢y pues sOto difiere
de ¥ft] por una constante.

II(U = 1":‘.&'({}

i) = 4 demet (g ol (5.71)
vy = LId? ren®! {5.72)
igyy = M o klal ¢ et (5.73)
Re R
'y
iCI(f} = 1—3; (U -- I‘R“} (574‘}

Todas las expresiones anteriores son validas, nafuralmente para¢ > 0. |
Reemplazando las Fcs, (5.71)y (5.73) en la Ec. {5.74) para lograr una furma
mids explicita para i¢y,resulta:

ey = I-F 4 1 e®* {1 4+an Lhded poe-at -
R,

.\ 2
icpy = 1 e ™ {l+azJLR“ £)

&
icpy = 1em® {1+ atdl —E8)] (5.75)
R,
2ero de la expresion,
R, =1L /L . 5.62)
¢ 73 \/C." {
L_ = 4R, C : (5.76)
R, '
Ademis, adaptande la e, (5.11)a este caso
@ = 1 (377
IR, C

reemplazande las Fes. (5.76) y (5.77) en la Ec. (5.75) resulta;
“C{r) = Je-at [1 4+ ar(t-2)7 -

i) = e ®ta at) (5.78)
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En la Fig. 5.4.2) se grafica la excitacion. En la Fig. 5.4.bj se representa iy ) da-

da por fa Ec. (5.71), que da Jugar a una exponencial creciente cuyos valores limi-
tes resulian:

g 21

dr

En la Fig. 5.4.c) se represenia v/t dada enla Ec. (5. 72) Sus valores Iimites re-
sultan:

Para graficar vt/ se recuerda que vt} =

lr’r,g) = {}
Y fony = §

y entre dichos valores, para un dado £ existird un punte exrremai Dicho vator de ¢
puede deducirse a partir de:

dv(t) = 0 = LI %' - Llre} e @1
dr : .

0 = Lla® =t (1 —at) | (5.79)
de la Ec, (5.79) surge que el punio extremal se da para:
t = ila | (5.80)
reemplazando la condicién dada por la Ec. (5.80) en la Ec, (5.72) resultael valor
extremal de vft};

v(l) = Liae? =0368°L 1« (5.81)
o

que resulta un valor positivo pues corresponde a un mdximo, y puede verficarse si
se realiza la derivada segunda de {2}, que resultard negativa, Ademas ia pendiente
de i (1) siempre positiva,

En la Fig, 5.4.4) se grafica J dado por la Ec. (5.78). Nétese que =
Cre} C(r}

= ¢ 9% Adgemases:
dr

iy = 0

oty =
(a)
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el punto extremal puede deducirse 2 partir de:

di |
) < 0 = 1 ae %t aty-e %t o
ar

0 = Je * (fr - 20)
0 = JTae"*' (at - 2) (582)
de fa Ec. (5.78) surge que el punto extremal se da para;
t .2 (583)
o

- reemplazando ta condicien dada por ta Ec. (5 83) en la Ec {5.78; resulta ¢t valor
extremal de o)

ice2y = Fe? (1-2) =—013571
&

que resulta un valor negativo pues corresponde a un minimo, y puede verificarse s
se realiza la derivada segunda de i(;m , que resultard positiva. Ademds la pendiente

de v/tj es negativa y por lo tanto deben serlo las ordenadas de "C{:)v

f} Inrerpretacion conceptual

f.1) Vercasoy < 1. ’

£.2) En este caso el razonamiento a efectuar es similar que parg el casoy > 1.
pero es de hacer notar que debido a fas caracterssticas de las exponenciales se
tiende mds rdpidamente a los valores finales. Esto puede interpretarse comceptual-
mente, pensando que al ser mencr &l valor de R comparado al caso anterior, ia
amortiguacion es menor,

5.3. Importancia tectiolggica de los distintos tipos de respuesta

En general, todo servomecanismo es diseiado para que responda en un minimo
de tiempo z contar desde el instanie en que se le impartio la orden de actuar. Si
por ejemplo se trafa del timon de una nave, es deseable que la direccién que tome
la misma sea la ordenada, alcanzada en el minimo tiempo posibie, v no la logre a
través de un recorride sinuoso, Debido a elio el servomecanismo asociado debe di.
sefarse para que trabaje en régimen critico, indicado como ¥ = 1 en fa Fig, 5.5.-

En cambio, en 0tr0$ casos, importa que el sistema responda exclusivamente en
. un minimo de tiefipo, ¥ como en los fines pricticos de la ingenieria se acepta un

© cierto error respecto al valor a que tienden las variables, en estos cssos se podrd

hacer funcionar al sistemgz para un valor de v ligeramente inferior a 1a unidad. En
la Fig. 5.5 puede observarse que para y <C 1 la variable entra mds ripidamente den-
tro de fa banda de error admitida.
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sl

¢ 1
SHAS - e R T _“/_.:;'T-::_::_m T T aanpane

e Eeogam s ERROR
.r;?.mM-u_ .

585 4— — ——— _.._.:&/{7’7?___. .T_
e |
Pl

t
Fig. 5.5
H SLPE 10001 (A
,l\ Loe i Hy
imT‘r/ w1 L= R C=l00pF
. R =500
[ ! iLtgy =veio 0

Fig. 5.6

54 Problemas resueltos

/ 3.4.1) Para el circuito de I Fig, 5.6 se pide representar la forma de sefial de
vit).
Solucion

Con el sbieto de enconirar en %ué régimen se encuentra el circuito, se calculard
el valor de v, empleando {a Ec, (5.6).

72—%—-\/-—:*___1,___, «__.......,..........1 = 1 '
2RV C 250 190- 1078

encontrindose en régimen critico, por lo cual puede emplearse la Ee. (5.72) que se
reproduce seguidamente:

W) = LlIetre *t (5.72)

y ¢l valor de @ surge .de la Ec.(5.1]),

a =L _ - = 1001
2RC = 7750 100 10°° s

reemplazando en la Ec¢, (5.72} los valores de o, L e [Fresulta;
) = 1-1072 - 10% t ¢~ 107t -

wt) = 10% t e 19t (5.84)
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t ¥t}
{ms] V]
0 b
2 164
4 268
) 329
8 359
16 368
12 361
14 345
1] 323
15 297
20 271
22 244
24 218
26 193
28 170
30 150
Fig. 5.7
Wity (mv!
400+ _
N
|
|
Zno i
|
!
Fof i
! 1im
) 5 0 30 -

Fig. 5.8
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En ¢l cuadro de la Fig. 5.7 se dan valores de ¢ y se calculan los correspondientes
de vz}, y en la Fig. 5 8 se la representia gréficamente,
Segiin a Ee, {5.80) el méximo debe’producirse para:

.=-—l--= 0,01 = 10 ms
y porla Ec. (5 817 e} valor de diche méximo sera:

P = 0368 L T = 0368-1-10°2-10" = 368 mV
&

obsérvese que ambos valores se veritican graficamente.
3.4.2) Dado el circuito ilustrado en la Fig, 5.9 se pide Liallar:

a) La ecuacién diferencial de equilibrio instantinec en funcién de v¢/, ’z

b} La ecuacion caracteristica asociada.

¢} Las expresiones de las constantes de amortiguamiento absoluta y nor-
malizada,

d} Losvaloresde arwp Yy @, para R = 33k 52

e} El valor que debe tener R para que el circuito se encuentre en el régi-
men de amortiguamiento critico,

Wikl rvult)
L3 200 mHy
Lage0opf

NGRS S

Fig. 5.

SOJHC}EOH - .k . 3
a) Planteando la 2° Regla de Kirchhoff con ¢) sentido ‘de circulacion indicado

surge:
Vo) = YRy VL ¥ Vep

. ) d.‘
Vuft) o Rigy + LS4 v, 589

. dve
como vt} = ¥V parat > O e ift) = C__d;_f_’)..
la Ec, {5.85) resulta:

dav d? Ve .
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d2 VC'(H R d vaf) 1 . 14 .
22 + v = = 586
a T T rec YT LT (5:58)

La Ec. (5 86) es la pedida, valida para t > Q.

b} Resulta de la resolucion dela scuacion diferencial homogénea que se deriva
de la Ec, (5.86):

2
& vonpy o B 9Vonpy o 1 Yengy = O (5.87)
dr? L & Lc =
al proponer como solucion Vo, = € B! se reemplaza adecuadamente en Ia

Ec. {3 87), resultando 1a ecuacion caracteristica:

stﬁr"i“&.BBB?-‘--}EBz:’:O.ﬂ
L LC

g+ p 4+ 1 =g 588
L LC : ¢ )
¢) Resolviendo la Ec. (5.88),

B = R 4 R o 1_
r-2 SHAREVAS Y B S s

donde _ R _ @ (589
Y= wo? (5.90)
LC -

en gonsecuencia,
B} 2 =—o \/az - (“"02 = ~ 0t Wy /(_{%E)l -1
donde&_ =RVLIC . R /C. . : _ (5.91)
g ) 2 L 2 L
por 10 tanto, ' : '
B, 5 = —atuwsg vy ~1 _ {59
&) Emplcandd la Ec. (5.89),
. ipd
8 = R = 3,3 10 = 8,25 . 103_1_

2L 2. 200 - 1072 §
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a pattir de fa Ec. (5.86),
i 1
/7E A 200-107% 2420010710 5
N !

Wa T

de 1a Ec. (3.91)

y como v < 1 indica que en este caso el circuito se encuentra en el régimen oscila-
torip amortiguade. La pulsacién de dicha oscilacion amortiguada se caleula a par-

tir de ta Ec. {5.92).
B}_z = ——C‘L‘i’j(&)g \}]--’}’2 L
W, = wo V1 -7 = 477 -~ 100V 1017 = 47-10315,
e) Dela Ec (591} paraelcasoy = 1 resulta:

o 1o B SO
v "4\/;

/ 4 -3
> [fL_ 2 /200 107 90730
Re =2 JE = 2300 - 1677

R
i_.._.,__ﬁv.r\'.‘\,__._
BT Vit 1O G{EY ()
? y :r L;IH;
FERTER! S EENE
(r 4 R
i o Ly vepny 70
L_ﬂ_*.f}._H___
Fig. 5.40

5.5 Problemas propuestos

5.5.1) Para el circuito mostrado en fa Fig, 5.10 se pide;
a3} Las expresiones de Vo €y

h) Las expresiones de las constantes de integracién,
¢t Reemplazar valores en la expresion de i7s) v representarla graficamente.
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Resultados

Q) Yep =V HK e w1ty

LK, emwo (v + NITED

3 Ty
M) = ~we C Ky (y=/78 1) e o /a7 = D

—wgC;Kz(T+\f_r_1\e‘°"e(7+V’f -
b) Ky [V+VL—--“1_”]
2 VA

PRV SEE

Oy it o= 281077 ¢ 2680 2g.107% 3732 HAY 4> 0

Cuvy sepresentacion grafica sc jlustra en 1a Fig. 5.11.

{41 [ma}
7.8
.
- -\-."‘:’ -‘.:. ““"‘v-ott
T

; " ] = timy

OLEE, e T 2 3 AT 4
28 /

Fig. 5.11

5.52) Para un circuito R.L.LC. serie alimentado por un escaldn de tensidn,
hallar las expresiones de v (¢j bara los tres regimenes posibles, aplicand o duatidad
en los resultados Obrenidos para el circuito paralelo. Graficar ademds, en forma
cualitativa ias expresiones ob tenidas para condiciones iniciales nulas,

Resultados :
Paray <1 Se"é"c(r) =V + el K, scn(waf+9)

Para7>lserévcm =V + K, e¥e 17 - A=)y

+K, emwe lrt NESTES T
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o Paérag =1serdve =V e"* YKy +K; t) y el grifico pediﬂo se ilustra en ta
18,212, .

wpltt!




capitudo 6

Fasores armoénicos |
y fasores eficaces asociados
a las senales senoidales

6.1) Introduccion

En los capftulos anteriores, se desarrolld una metodologfa para anatizar la res.
puesta de circuitos simples en ¢l dominio del tiempo. El procedinsiento urilizado
es simple v de apiicacion general. No obstante Iz sclucién de los sisternas de ecua.
ciones integrodiferenciales se hace mds y mids laboriosa, a medida que aumenta &
niimero de mallas v nodos.

En este czpitulo, se pondrd en prdctica una metcdologia que permite convertir
los sistemas de ecuaciones integrodiferenciales, en sistemas de ecuaciones alpebrai-
cas. El procedimiento mencionado, sélo es valido para excitaciones senoidales v
con ¢l solo puede hallarse ef régimen permanente de la respuesta,

No obstante, las ventajas operativas que se obtienen y la gran cantidad de casos
abarcados justifican ampliamente iz introduccién del métado,

Se iniciard este capitulo con una revisién de numeros complejos, poniendo es-
pecial énfasis en la representacién grafica. Luego se introducird el operador uni-
tario ¢/« y josfasores arménicos. Se estudiard 1a relacion existente entre Jos fasores
arménicos y las funciones senoidales y su permanencia a travds de algunas opera-
ciones rratemdticas. A continuacidn se introducisd un procedimiento para resolver
tas ecuaciones integrodiferenciales del tipo de las estudiadas en los capituios ante-
rores. Finalmente se definirdn los fasores eficaces v se extenderd el métode
para fa utilizacion de los mismos,

6.2)  Nameros complejos

L.os nimeros compleios aparecieron naturalmente « Jos algebristas del siglo XV1,
cuando estudiaban la resolucidn de las ecuaciones de 2° grado, del tipo dela Ec(6.1).

2+ 4 =0 {6.1)
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cuya solucion requeria una extensidn del concepto de numeras que hasta entonces
¢ posefa. En efecto, ¢l resuitado es:

x = 2 —d=x 2y 1 (6.2)

Come no existfa ningln nimero que elevado al cuadrado fuera igual a (-~ 1),
para salvar este inconveniente, se introdujo un ndmero imaginario J tal que:

it = (6.3)

Aplicando formaimente la Ec. (6.3} a la regle 0perati§a de la radicacién de un
producto (6.2}, resulta:

X = % 23 : (6.4)
Quedaba todavia por resolver e} problema de la representacién grdfica, ya que

el mimero haffado no tenia cabida en {a recta mostrada en {a Fig. 6.1 cuyos pun-
103 representan los mimeros reales (enteros, fraccionarios e irracionales).

+1BG
—
. 1 1 .
- M VIgE TN g .
-4 -3 -z Y0 1 2 3 g4 *a
Fig. 6.1

Este problema fue resuelto por Wessel (1797) y Argand (1806), al sugerir la
posibilidad de que os nimeros ocuparan un plano en lugar de una recta, La idea
bésica es la siguiente: la semirrecta representativa de los nimeros negativos, puede
ser obtenida girando en 180° la correspondiente a los ntimeros positivos, tal como
¢ ve en la Fig. 6.1.

Se conviene en tomar como sentide positivo de giro el contrario al de las agu-
38 del reloj, Segun este concepto, muitiplicar unt nimero porj? = — {, equivale
a girarlo en + 180°. Inmediatamente surge la idea de que al multiplicar un nime-
10 porj =+/ -~ 1, el giro deberd ser de s6lo + 90° Nace as{ el eje imaginario “y”
en e} cual el segmento OB, por ejemplo, es igual al OA giradoen  90°, En la Fig.
6.2 se muestra claramente {o expresado. Hasta aqui s¢ han utilizado solamente
tos ejes real x ¢ imaginario y. No obstante, una ecuacion del tipo: -

X +2x+4 =0

tiene por sotucion:
‘ x=-1Ejy3 (6.3).

que ¢s un nimero formado por una parte real v otra imaginaria, de modo que no
tiehe cabida en ninguno-de los ejes anteriores, Aparece entonces la necesidad de
utilizar todao el plano para poder representar nimeros come el mencionado, tal co-
mo se muestra en fa Fig, {6.3). Los mimeros que, como el (6.5), tienen una com-
ponente real y otra imaginariz, se Haman rimeros compleios v el plano utilizado
pary representarios, pleno complejo. Es posible entonces concluir que los niimeros
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Fig 6.2 : : Fig.6.3

cotnplejos son pares ordenados de ndmeros reales, donde ta componente imagina.
ria es identificada por estar precedida por la unidad imaginaria j.

En lo que sigue se representardn fos niimeros complejos por medio de una letra
mayiscula con una barra en su parte superior. Un niimero complejo puede ser aso-
ciado con un punto o afijo P (a; jb} del plano, tal como se muestra en la Fig, 6.4

o bien con vn vector OF que recibe la denominacion de fasor, segin se representd
enlaFig. 6.5.

H

Im . “'m
1 R __P_t;_;ju) o P
] oy
E o
r !
I |
a a Qe o ° 2a
Fig 6.4 ' o ' Fig. 6.5
Ust mimero complejo puede ser expresado en la forma indicada en 12 Fe. 6.6
A =a+p {6.6)

Damada forma bindmica, que tiene directa relacién con las coordenadas cartesia-
nas de la representacion grafica de la Fig. 6.5, _

Siendo a = Re [ A ]la componente real del complejoy b =JFm {4 }1a com-
ponente imaginarfa, -

También puede caracterizarse al ndimero complejo 4 por sus coordenadas po-
tares, segun muestra la Fig. 6.6, donde,

A= FX1 = mddulo del fasor.
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¢ = argumento del fasor.
De 1z Fig. 6.6 se deduce que:

Lie
Reemplazando las expresiones (6.7) enla (6.6), resulta:
= A4 cos® +id sené = Afcosf + jsent) (6.8)
y teniendo en cuenta la férmula de Euler: _
elf = cosd + jsend (6.9}
queda,
A =4 . (6.10)

que se denomina forma exponencial de un nimero complejo y que, obviamente,
se relaciona directamente con las coordenadas polares de la Fig. 6.6. A veces se ex-

Fig 6.6

presa Ia informacion de la Ec. (6.10) en la forma:
A4 = A8

Las Ec. (6.7) son las fémmulas de pasaje de la forma exponencial-a la bindmica.
Las de pasaje inverso se deducen también de fa Fig. 6.6: .

]A = @ +b?
. {6.11)
l g = arctg%

El complejo confugado A* de un nimero:
A=a4ib = Aef

es el'que tiene la misma componente real y la componente imaginaria de igual va-
lor absoluto y signo opuesto. Esto es:

A =a-p = 4 e
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Mis adelante seran de uiilidad las siguientes éxpresiones;

A+4% = (a+ijby+(a—jb) = 2a (6.12)
A — A% = (a +jb) - (a2 — jb) = i2b ' (6.13)
AA* = (2 +jb)-{a — jb) = a® + b? {6.14)

Recordando la forma de efectnar las operaciones elementsles con nimeros
complejos, se tigne:

ADICION y SUSTRACCION: Dos ntmeros complejos 4 = ¢ + jb y B =
= ¢ + id sc swman o se restan analiticamente, adicionando o susttayendo las
contponentes de igaal naturaleza:

C=4tB=(Q@+iprt+i) =@+tc)+3i0+d
Craficamente ia operacion se realiza mediante 1a regla del paralelogramo.

MULTIPLICACION: Dos fasores se multiplican de acuerdo a las leyes usuales
del dlgebra. En efecto, en forma bindmica es:

C=A-B =@+ jb)(c + jd) = {ac - bd) + j{ad + be)
¥ en forma exponencial ’ :
i - joA joB .
¢ = 4B =4¢ sBe = A RBeilod + 6
DIVISION: Dos nimeros complejos se dividen, en la forma bindmica, multipli-
cande y dividiendo por ¢l conjugado del denominador, esto es, racionalizando:

. A _ et _ @t ipe—jdy _ lee t bd) tjlbe—ad)

= . % 3
B e +id ¢ + y)(c—id) ¢t +d
y en ta forma exponencial:

~ A A %4 A 64 - 0g)
B B e 68 B

POTENCIA CION: de la regla dei producto surge que:
An = (A ei8 Y = A" e® = A" (cosnf + jsen n @)
que se conoce como frmula de Moivre. |
RADICACION: en este caso resulta;
Vg = VAE = YA oA
conkK = 0.12,....0(n 1)

(Para K = n se vuelve a obtener ef valor correspondiente a K = 0)
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6.3 Fasores arménicos.
6.3.1) Definicion

Hibiendo aclarado los conepetos fundamentales sobre nimeros complejos, se
procederd a estudiar los fasores ammoénicos. Ya se ha visto que la expresion:

Am = Ap el (6.15)

puede ser representada por un vector plano de modulo Ay , que forma un angulo
8 con el gie real Re, tal como se ve en ta Fig. 6.7. Por extension, la expresidn:

@

Ay = A ei®l = Ay el ejwl = 4, clwt + 8} (616)

puede ser representada por un vector plano de mddulo Ay, que forma un dngufo
{wt + P) con el eje real. Pero en este caso, e} dngulo aumenta linealmente con el
tiempo, de modo que el fasor gira con una velocidad angular constante de w ra-
dianes, por -segundo, en sentido anti-horario, Por esta razdn, se ha utilizado ef sim-
bolo A, en lugar de 4,,, para indicar que se trata de un fasor giratorio. En reali-
2aé:1, el fasor Ay, esla imagen para t = O de Apy, tal como se muestra en la Fig.

Tg £e : e )

Fig 6.7 Fig. 6.8

La Ec. (6.16) puede interpretarse entonces diciendo que el operador unitario

£ /@ cumple 1a funcion de arrastrar el fasor 4, haciéndole girar con una velo-
cidad angular w, ' .

4.3.2) Correépondencia entre los fasores giratorios v las funciones trigonomé-

Para el tiempo T tal que wT = 2 n, el fasor giratorio A, vuelve a ocupar su
funcion inicial. Asi, el fasor giratorio resulta periddico, de periodo 2 #, razdn por
la cual serd denominado fasor armndnico. Como se ve, los fasores arménicos cum-
plen una relacion de periodicidad similar a ia de las funciones trigonométricas. Es-
1o es:
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Am eif{wt ¥ o + T2hkay = Am eifwt + 8)

cosfwt + & + ZKn)

i

cos(wt + o) para K = 0,1,2,..

senf{wi + 8 +2Kn) senfeot + 8)

Esta seme}anza entre Ia funcidn exponencial de argumento imaginario y las fun-
ciones trigonométricas, no es accidental. Iin efecto, estas funciones estén relacio-
nadas pos {a {ormula de Buler (6.9}, de la cual se deduce que:

coswi = f, [e iwl] {6.17)

Donde eI segundo miembso s¢ lee “componente real de € fwltay equivale a
proyectar el fasor armobnico unitario ¢ /v2f sobre el eje real. Andlegamente;

senwit = J,, [eivwf] (6.18)

cuyo segundo miembro se lee “parte imaginaria de e /@77 v equivale a proyectar ¢f
operador unitario e /w! sobre el eje imaginario. Es decir que, sl provectar un fasor
armdnico sobre ef eje imaginario, s¢ obtiene una senocide cuya amplitud coincide
con el madulo del fasor, siendo su fase inicial la correspondiente al argumento del
fasor giratorio para f = 0. Esto se muestra en la Fig. 6.9 donde puede verse que
una funcién armbnica aft) = Ag sen (wi + &) puede ser obtenida proyectando
sabre ¢l eje imaginario un fasor atTmdnico.

att)<ym {Am)
Sk

Fig. 6.9
A'm o= x:fm elwt = A e jlwt +8)
Donde Ay = Ap €/ se denomina amplitud compleja y € /7 es un fasor

giratorio de moédulo unitario que arrastra a Am , haciéndolo girar con una veloci-
dad angutar w, convirtiéndolo en el fasor armonico A .

Ejemplo 1: Dado el fasor armonico Am = 100 g} m’4gj314 !, hallar la fun-
cion sencidal asociada: '

aft) = Jm [Am] = Tm [ 100 e J(314 1 +T.% }'_}

aft) = Jm {100 cos (314 ¢ +~§~) + 100 sen (314 ¢ +£4L)}
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, -
aft)= 100 sen(314¢+ + "Z )

Ejemplo 2: Dada la funcién armonica gft) = 50 sen (100t — T_ Y hallar el fa-
sor giratorio asociado: 3
T

Ap = A oeit = 50 '3

Am = Am eiw! =50 ¢-17/3 511002

6.3.2) Suma de fasores armonicos

Se trata de determinar si la correspondencia entre fasores arménicos y funcio-
nes senoidales, se mantiene a través de la suma.
Sean las funciones senoidales v fasores arménicos indicados:

alm "—'Alm Sen((.d! + 61) hed A]m :

Y dagy = Apm osenlwt + 63) @ Ay

- [
_ En la Fig. 6.10 s¢ han representado los fasores armonicos A; m ¥ 42 paraun
instante f genérice, ast como el resultante de sumar ambos mediante la regla del pa-
" ralelogramo,

Fig. 6.10

» Los segmentos OM y ON resultantes de proyectar los fasores giratorios 41 y
Az sobre el eje imaginario, son los valores instantdneos de las funciones senoida-
le asociadas. Por el teorema de Chasles, los segmentos OM y NP deben ser iguales
de modo que: '
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0P = ON + NP = ayp) + a1y
Pero, .
D = Ty [Arm + Azm ]
resultando finalmente que: _
ayfry + aqy = Ty [“iim + «‘;zrﬁ] (6.19)

Fn consecuencia, la correspondencia entre funciones senoidalesy fasores armé
nicos, se mantiene a través de la adicion.
6.3.4) Derivacion de fasores arménicos

Constderando la sefial senoidal:
ay = Am seniw? + 8) {6.20)

Sus derivadas sucesivas respecto deltiempo son:

_fldff.r_!.. = wAp cos{wt + 8) = wdy sen{wf -+-8+_172_).
t

s .
L ar) o 2 Amcas(wr+6+? = w? Ay sen(wr+3+2%}

dr?
A aft)  n A sen(wr +8 +n) (6.21)
ALY _ 2

E} fasor armédnico asociado a la funcion (6,207 es:

. B .
Am = Ay 21wt {6.22)
cuyas derivadas sucesivas son:

"'El't'_'Afn = }wgm ejwr = J(J)Am

2 - _ . -
EQF Am = {ju) dm ' =(iup Am

dmy 4 e fI '
il = (it . 623
T b2 fi / i) { )
La Ec. {6.21) muestra que derivar n veces una funcion senoidal, equivale a in-
crementar su madule w7 veces y gumentar # veces .’.?_su argurnento,
La Ec. (6.23) indica que derivar # veces un fasor armonico, equivale a aumentar

su médulo ¢ veces y multiplicarlo n veces por/, esto es, grarlon veces en + L
En consecuencia:



Fasores armdnicos y fasores eficaces : 243

diny

AL S LA T (6.24)
d ¢

dr(m

es decir que la correspondencia entre funciones senoidales v fasores arménicos se
mantiene a través de la derivacion.

6.3.5) Integracién de fasores arménicos

Calculando las sucesivas integrales de la funcion senoidal {(6.20), se tiene:

[ar) st = A j sen (wor + 0} d¢ _ Am sen(wt+6:—%}
43

{n) '
/ Ut dr < Am sen(ur+0- 1) (6.25)
" 2
Integrando el fasor armonico (6.22) sucesivamenie, résutta:
;" — .. le- . A
| A dr z[ A ;,T}wf dr = T%.el“” =~j-£
] dpareAdm (6.26)
(i e
(omparando las Ecs. (6.25} v (6.26) resulta:
(n) ) ’
[ arpdr = 2] Amded (627)

Es decir que 1a correspondencia entre fasores armﬁmcos y funciones senoidales,
se mantiene a través de la integracién,

6.3.6) Producto de fasores armonicos

Seran consideradas dos funciones senoidales:
31(;} = Agm sen (wt-}'@lj
¥ dyyr) = Azm sen(wt +08;)

cuyos fasores armdnicos asociados son, respectivamente:

M - .
Ay = Aum edw!

f‘fzm = szm e jw!
Mulnpllcando los fasores arménicos resuIta
Am = Alm Azm = d1m 3 A am o1 =/‘_4_1m A 2 gl
Am’ = Aiym Aam e](2wa T, +E,)

cuya funcion senoidal asociada es:
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a7t) =ImlAm] = Aym Aoy sen Qo+ 8, +6;)  (6.28)

Si s¢ efectia2hora el producto dea, ;;) por 2z ,). se obtiene:

a'ft) ’:-alh‘) Uypr) = Ar1mAzm sen (ot + 8,13 seniwt +083)

1!

Yy cOmoO Ssena Sen % [cos{a—PB)—-cos{a+f)] resulta

a”l1) :im.z_‘i%_nl[cos(e, —8,) — cos(2wt + 8, +0,)] (6.29)

Comparando las expresiones (6.28) y (6.291, se deduce que a¥ft) # &'t} de
made que la correspondencia entre funciones senoidales v fasores armomcos NO
se mantiene a través def producto. .

6.4 Selucién de ecuaciones mtegrodlferencwleslmeales mediante fasores anné-
nicos

En una ecuacion integrodiferencial lineal, las Gnicas operaciones que afectan a
ta variable incognita son sumas. derivaciones e integraciones. afectada por factores
de escala (productos por constantes).

‘Por otra parte, sila excitacion es de tipo senoidal, }a respuesta forzada también
debe serlo. Se trata entonces de una variable senoidal afectada por operaciones a
través de las cuales se mentiene la correspondencia con los fasores arménicos. En
consecuencia, es posible afirmar que toda ecuacion integrodiferencial lineal de
funciones armonicas tiene una ecuacion fasorial asociada.

En efecto, considerando la ecuacion:

2
K, -d_d_fizfl + sz_di;LfL + Ksaft) + Kef aft) de = b(t)(630)
Donde bt} = Bp sen (ot + 63).
La Ecuacion fasorial arménica asociada es:

dg . d . ] » B .
Ki o Am + Ky L dm + Kody + K,,f Ay dt = B

K * L J
Ky G)? Am + K, (;u)Am + Ky Ay + —— A, = Bu(631)
1w

Nétese que con este procedimiento, valido s6lo para hallar el régimen perma-
nente y cuando la excitacion es senoidal. se convierten las ecuaciones integrodife-
renciales en algebraicas,

De la Ec. (6. 31), puede despejarse Am

Am = B

GwP K1 + jwks + Ky +Ka_ 632)
J v

y proyectando este fasor armonico sobre el cje imaginario. obtener finalmente la
respuesta temporal buscada aft ).
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alt] = Ton [ Ao |

El procedimiento queda resumido en el diagrama de la Fig. 6.11.

DOMINIG OEL TIEMPO DOMINIC RE LAS FASORES AGNOMICTE

LEYES
CIRCUITALES

L

-
TMODELD CIRCUITAL Il)EAL.IZ&DCJ

]

l& RCPTACEIN l
i

i TRASF ORMACION cusoron o
[ [l 3
pECY “10N DE SQLLIBRIO CIRECTA E DE EQUILIBRIC
INGTANTANED I TRASFDAMADA
1 INTEGRODFERENCIAL} [ALGEBRAICA}
— -
THASFORMACION i_
IVERSA [ 1
HELGPIE ST FEMPORAL [— IHEST—'UESTA TRa\BFORMADA] .
Fig. 6.11

Eieraolo: Hallar i(¢/ para el citcuaito de la Fig, 6..12-

=

ﬁ\ﬂ\
m}l . L v

Fig. 6,12

La ecuacién de equilibrio instantineo, obtenida a partir de la segunda regla de
Kirchhoff es:

vt) = Rift) + L -gd—’tm— +_~Izr [ i) dt

La ecuacion faserial armonica asociada resulta:

P = R Im o+ jol T + g dm

ch it +9
- ¥
I Vi __Vm ¢ )
T R Y el + — R+ j{wl - 1)
: w

o también:
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i i S0

1
(wL-'-‘J(-:*)

VR + L 1 p 7"
“wC o
. v, “l-z)
el - seri] wi+ 0 —arcly ————
i{t)=Tm [l 1= \/_Rz +(wl _ i ) ! v 4 R ]

iwC

6.5 Extension de la solucidon a los fasores eficaces
Recordando que:

Ay ejwt

“ 3
i

-Bm e fwl

f

¥ : By
1 Ee, (6.31) puede sscribirse:

o) K A €190 + oK Ay €301+, Ay e 1t +Ka B, et =, ot
J

y dividiendo ambos miembros por e3%7 | resuita:

G Ky Ay + §w K, Ay +Ks A +§i: Am = Bm (6.33).

Ecuacion que es independiente del tiempo, siendo ahora funci6n de la va-
riable jew solamente. La Ec. {6.33) puede ser interpretada como la imagen de 1z Ee.
(6.31) para ¢ = 0. Notese que la Ec. (6.33) esté expresada en funcién de las ampli-
tudes complejas. En Ia prictica, 12 mayoria de los instrumentos indican el valor
eficaz para sefiales senoidales, por lo que resuita conveniente expresar la Ec. (6.33)
en funcién de dichos valores. Para e?lo basta dividir ambos miembros por/2, ya
que para uma sefial sencidal el valor eficaz es+/Z veces mis pequefio que el maxi
mo. -

En estas condiciones, 1a Ec. (6.33) se trasforma en:

(o) Ky A+ jwK; A + Ky A + -;% A=TB (6.38)
que es la ecuacion fasorial eficaz asociada a la temporal de 11 Ec. (6.30).  _

Si' se quiere hallar Ia respuesta temporal, basia con hallag sucesivamente 4, A
yaft). - '

b : B

T Ky +jwK, + Ky + Ke
j =

Am = VD 4 eivt
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at) =7, ([ Am)

No obstante esto no es necesario en general, ya que los fasores eficaces contie-
nen toda la informacién requerida en la prictica.
La te. {6.34) puede ser obienjda directamente, evitando todos los pasos inter-
medios efectuados, de la signiente manera:
1} Se transcriben Ias constantes, los signos de adicidn o sustraccion v el signo
igua. : :
1) Se reewplazan las variables temporales por sus fasores eficaces asociados.
3} En los términos ¢n los que sparece una derivada, se Ja reemplaza por (jw)
elevado al orden de la misma,
4) En los términos en los que aparece una integral, se las reemplaza por {u) :
elevado al orden de la mismg,
Ljemplo: hallar el valor complejo eficaz de la corriente. en reglmen permanen
1e. para ol circuite de Ja Fie. 6,13,

A
S V4 1 I g S—

Vity]  Rebkn

%
mn!@ L%e’ LadHy

¢11) 14t 3ani0001 + 7 v

Fig, 6.13

La ecuacién de equilibrio instantaneo es:

otf = Rit) + L

i ¥t}
de
¥ la ecuacion fasorial eficaz asociada (trasformaday:

V= RT+jl ]
Y R A _ (6.35)

R + jwol
T o 141 % :
peto V = eJZ = 100 e ? {6.36)
i : 1o

—_—

v R +ijwl = 10° 4+ 10° :\/TOTW ejarcrg w0
T

j T . . - B

_ = /2100 e 4 C 63T
Reemplazando (6 36} y (6.37) e (6.35) resulta: .
a P12 N

]_=....-190—?_‘]_f__.__ = 0071 el A (6.3%)

VI 193 T
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Esta expresion indica que la corriente tiene un valor eficaz igual a 0,071 A. Este
vator es el que indicaria un amperimetro intercafado en el circuito. Ademds com-
parando las Ecs. (6.36) v (6.38) se observa que la corriente atrasa en% respecto
de a tensién. Como se ve, no hace falta hallar la respuesta temporal para disponer
de 1a informacibn necesaria sobre 12 respuesta. En el capitulo siguiente enla Fig,
7.31 se resume el procedimiento seguido.

6.6 Problemas resueltos
6.6.1) Hallar los valores complejos eficaces de ias siguientes sefiales:

a) (t) = 200 son (62801 + ) volt

bYilt) = 10 cos(100¢ +%) A
¢} Vip = 1000 e (1000 +7/3 ) ol
&I = ] 10eis00t A
Solucion
g) Comparando: _
vft) = 200 sen (62807 + —Z}volt
con la expresion general |

) = Vi senf{wi + 8)

resulta:
Ve = 200
@ = 6280
N

El valor complejo eficaz resulta entonces:

e Y isy = 200 ima

volt
\[27

b) En este caso es:

ifr) = 10 cos (100 + 1/2) A = 10 sen (100 ¢ +1"2—+-§~)=10 sen(100r+7)

" [}n = 10
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owo = 100
8=
¥ €1l CONSeCUSICia:

a Im 61 = 10 L A

3 V2

¢) Comparando,

]

V, = 1000 ¢i(1000¢ +7n/3)

con la expresion general.

Vi = WV, el (wt+80v)
resulta:
Ve = 1000
w = 1000
9 =%
‘yporlo tanio,
Vm

V =

v - 1000 /3 volt
Ao T g o
v 2

d) En este caso es:

Ay = j 10 el 500 ¢ 5

y como, ) T
eiml2 = cos 4 jeen — = j
' 2 2
resulta: .
@ .
Im = 10 ein/2 9300t 4
3 Im. = 10 5
w = 500 '
_ b; = .
De donde, :
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6.6,2) Hailar los valores mstantaneos asociados a los siguientes fasores armoni-
cos y eficaces:

3) Vo = 1000 e 1314t 4 2/8) yo

)} = 10 £ {1000 t+ 7/6) 4

Q) ¥ o= 150 eivl? yalt ; w = 2000 -2
- SER

&7 = (5+jI0)A ; F = 50Hz

. Solucion:

a} El valor instantaneo se obtiene tomando la parte imaginaria def fasor armo-
nice, Esto es: .

W) = T LV} = Ty { 1000 e/ (314 €4 x/8)
Y1) = Fp [ 1000 cos (314 ¢ + 7/8) + j 1000 sen (314 1+n/8) ]
Lot = 1000 sen(314: + r;"8) volt ’
byl = §10 e§€1000 Ly a/6) 4
yeomo j = e}™?  resulta:
Iy = 10 ei™/? i (1000 +1/6) = 109“1000”‘5“*“}}\
= 10 e {1000 ¢ %) A

- [m -

)
L

: i{t)- = Imlim] = T [ 10330001+ 5 my
| “ift) = 10 sen (10001t +-23~7r)A
¢} Primero se debe construir el fasor arménico:
= f2 Felwt = (2 150¢in4 g3 2000t o
Lot = T | ffml = T [VZ 150 £1(2000t + w/d) |y
L ovft) = 212 sen (2000 +7:’-) volt

d} En primer Jugar debe escribirse el valor complejo eficaz en ta forma exponen-
cial: .

jant !

= (5 +j10) A
1= 5T 107 = 11,18 A

8; = arctgw 63.43° = 1,11 rad
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El fasor armomco serd:
\/_;ejwt—\/_n;ge;nlejznsot
- ;m = 1581 23 Gt + 11D 4
LY =Ty [Im] = T [ 1581 3 (3141t + 1,11)) 4
resultando finsimente,
iftj = 1581 sen(314¢ + 111} A

¥

6.6.3) Calcular los valores complejo eficaz ¢ instantdneo de Ia corriente, para
el circuito de 1a Fig. 6.14,

s ‘ R=i0n
l witt ¢ CoARRF
_ ] vt) 230 vem1cFt (vl

Fig. 6.14

Solucion.

Lz ecuacion de equilibrio instantdneo, obtenida a partir de la 2° ley de Kir
chhoff, resulta:

1) = R ift) + --f (1) dt
¥ la ecuacitn fasorial eficaz asociada:
= R +-L 7

Lo i
B (6.39)

<

efo = 3535 ¢i0 vyolt 6.40
NG 3 (6.40)
1

1

| ————— e = -1 2

y pasando a la forma exponenecial:

e VT T 00 edare e (-100) _ jq5 1842 g
jwl 10

(6.41)
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Reemplazando {6.40) y (6.41) en (6.39) resulta el siguiente valor complejo efi-
caz:

)7:: . 35 36 10 - 0352 el 84.29°
00,5 ¢ -188,29% — 7

El valor instantdneo es:
Ht) = Ty w1 =T [V7 0352 ¢§88,29° oJ10° 17 4
L) = 0,498 sen(10°t + 84,29°) A
6.7  Problemss propuesios

6.7.1) Hallar ef valor complejo eficaz de la sefial representada en la Fig. 6.15.
1.‘{91[”
e o

LZB\:: _;_/7\\\ )
v \\//

T=Ims

Fig. 6.15

 Resiiltado:
T = 707 eid5° 4

6.7.2) Hallar ¢l valor instantdneo correspondiente al fasor ammonico de 1a Fig.
6.16. :
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Resultado,
¥t} = 10sen(1007 + 457) volt

6.7.3) Calcular el valor complejo eficaz de Ia tension para el circuito de fa Fig.

6.17.
T,[ T H1)=04sen10%1 &
i ' Py £=1000 pF
(”!T Wit == L L,mmiy
I |
Fig. 6.17
Resultado:

oo i 1 HEIK) volt



capitulo 7

Regimen permanente -
de circuitos excitados
por senales senoidales

7.1, Intreduccidén

En los cinco primeros capitulos se estudié la forma de analizar la respuesta de
los circuitos simples en el dominio del tiempo. La metodologia empleada es simple y
general, pero el grado de dificultad de las soluciones crece muy répidamente a me- -
dida que la geometria de los circuitos se hace mas complicada.

Para salvar ese inconveniente se aplicardn en este capitulo los conceptos intro-
ducidos en el anterior. Se perderd generalidad, pues el método sélo es vilido para
excitaciones senoidales v se obtiene Unicamente la componente forzada de la res-
puesta transitoria. ‘

No obstante, los beneficios que s¢ obtienen desde el punto de vista operativo
son muy importantes y la captidad de casos abarcados, suficientemente amplia
para justificar plenamente l1a introduccion del método.

Se comsznzard por la solucién de circuitos simples en el dominio de frecuencia,
interpretando Jos resultados en €l mismo, y s6lo en estos casos se haré retornar fa
informaci6n al dominio del tiempo. Luego se definirdn la impedancia y 1a admitan-
cia complejas de excitacién y, a partir de ellas, los circuitos equivalentes serie y pa-
ralelo. A continuacion se dardn algunas nociones elementales acerca de resonancia.

_ Sobre la base de los ejemplos desarrollados se verd la conveniencia de plantear
y rtesolver los problemas en el dominio trasformado, en lugar de resolverlos sola-
mente en éste. Después se definirdn y analizardn las potencias instantdneas, activa,
reactiva y aparente y los conceptos energéticos asociados a cada una. A partir de
las potencias se introducirdn los factores de potencia, de mérito y de disipacion.

7.2.  Circuito resistive puro

Se comenzard trabajando en €l dominio del tiempo, en el cual se ha represen-
tado el circuito de la Fig. 7.1.



Régimen permanente con seflales senoidales 255

ift)

m)?@ a R§ v : ) \ ) )

i

7§20
Fig. 7.1 ; Fig. 7.2
Se supondra que la excitacion es de la forma: ,
vt) = Vm sen (wt + Gv) : ' (7.1)

la ecuacidn de equﬂgbno instantdneo es
it =1. v{1)
()=
Se pasara ahora al dominic de frecuencia, escribiendo la ecuacion fasorial

asociada. Para ello bastard con reemplazar los valores instantineos por los com-
plejos eficaces, ya que al no existir derivadas ni integrales, no aparecera el opera-

dorj,
Resulta, entonces, la ecuacidn trasformada:
- 1 —_ B
T=xv (12)

La Ee. (7 2} indica lo siguiente:

a} El modulo de la corriente se obtiene dividiendo el modulo de la tension porla
resistencia.

b} Dado que la relacidn entre tensién y corriente se establece a través de una
constante real R, en un resistor, ambas estan en fase.

Esto se refleja en el diagrama fasorial de la Fig. 7.2, que es la representaczon
grifica conjunta de los valores complejos eficaces de la tensién y la corrien-
te, utilizando escalas adecuadas.

En un diagrama fasorial se respetan los defasajes relativos entre las variables
tepresentadas, pero no necesariamente la fase inicial de cada una de ellas. Esto es,
todo el diagrama puede ser girado hasta lograr que su interpretacion sea mds co-
moda, siempre que no se lo deforme.

Para obtener la respuesta temporal bastard con aplicar la trasformacion inver-
sa, construyendo el fasor armonico mdximo y proyectdndolo sobre el eje imagina-

1io, como se explicd en el Cap. 6
Im= V2T eJ“” :
teniendo en cuenta la Ec, (7.2), resulta:

® . JGV .
Im=v7- Kﬁfi_ﬁ < elwt

de donde: - T a 14 ,
i(t)= ImlIm]=TIm[\V2 5 - elfwf + o]
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resultando finalmente: Vm ' :
ift) =g 7 sen (et +6v) (1.3)

En la Fig. 7.3 se han representado la excitacion (7.1) y la respuesta (7.3) en
un mismo grafico, en funcién del tiempo, suponiendo que la fase inicial 6v es nula.

i)
>

Fig. 7.4

Fig. 7.3

7.3.  Circuito inductivo puro

En la Fig. 7.4 se muestra el circuito que se estudiard, al que se supone excitado
por una tension de la forma dada porla Ec. (7.1).
La ecuacion de equilibrio instanténeo en ¢l dominio del tiempo resulta:

1
. 1]
t)=-— 1 v(t) &t
ift) 7/,

Para pasar a la ecuacién de equilibrio trasformada, dominio de frecuencia,
debe tenerse en cuenta que, al estar afectada la variable v(?) por una operacién

de integracion, ¥ debe ser dividida por jw.Resulta entonces:
=_ 1 =
i= Tol 14 (7.4}

De esta ecuacibn se deduce que:

a) El modulo de la corrente se obtiene dividiendo el médulo de la tensién por
wk.

b) La fase de T esti atrasada en %respecto de V. En efecto, para pasar del fasor

tension al fasor corriente se divide por el operador j, 1o que equivale a un giro
™ .
en (— ).
3

En la Fig. 7.5, se muestra el diagrama fasorial correspondiente a la Ec. (7.4)
tomando como fasor de referencia a la tension,

1a respuesta temporal se obtiene como en el pardgrafo anterior, mediante la
trasformacion inversa:
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}m=\/’2«;ff elwt

~seaun la Be. (7.4)

o Ve ity . — ety 5T T
— 7 e B }(*Jt =/ e e . } . plwl
im \/T Tl v 2 oL 72 ¢
resultando: ;
s ; T
i(t)=Jm Iml=JIm N 2 ;w’i A T =7y
gue conduce a: \ -
o, Vm 7T -
: z(z‘)'—:m + sen { i+ Gy —5) : (7.5)

En la Fig, 7.6 se muestra la representacién gréfica de la excitacion (7.1} y la
respuesta (7.5) en funcibn del tiempo, suponiendo que gv = 0. Notese el defasaje
de un cuarto de periodo entre la tension v la corriente.

vl

ift)

Fig. 7.5
Fig. 7.6
7.4,  Circuito capacitive puro

Se supone excitado el circuito de la Fig. 7.7 por la tension de la Ec. {7.1).
En este caso, la ecuacién de equilibrio instantinea resulta;

" Cdyft)
t] = e
if1)=C dt/ :
y 14 ecuacién trasformada _
L=jw-CcV . ae

Donde se observa que: ;
a) El modulo'de la corriente se obtiene multiplicando por wC al médulo de la
tension,

b) La corriente estd adelantada en z

5 Tespecto de la tensidn, pues esta Gltima se
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encuentra multiplicada por el operador jen la Ec. (7.6).

En la Fig. 7.8 se muestra el diagrama fasorial asociado 2 la Ec. (7.6).
La respuesta temporal resulta en este caso:

i(t)=Tm{l m}=w: C Vim - sen(wt+0v +2) a7

i)
e

o
]

En la Fig. 79, donde estdn representadas las Fos. (7.1) v {7.7) en funcidn del

tiempo, para 8v =0, puede apreciarse el adelanto de un cuarto de periodo de la
corriente, respecto de la tensidn.

- y@rv

t R

1Y

°
~iZ

v
e

Fig. 7.7 Fig. 7.8

LA TENSION ADELANTA RESPECTO
DE LA CORRIENTE EN EL {NDUCTOR
e

N et

EN EL CAPACITOR LA CORRIENTE
ADECANTA RESPECTO A LA TENSION

Fig. 7.10

Fig. 7.9

Regla mner1otécnica; en la Fig. 7.10, se sugiere una regla para recordar los resul-
tados hallados con respecto al desfasaje entre tensién y corriente en los circuitos
inductivos y capacitivos.

7.5, Circuito B — §, — C serie

Se analizard ahora el circuito de fa Fig. 7.11, en el que la tensién ¢/ estd
dada por la Ec.(7.1),

Aplicando la 2da. ley de Kirchhoff y expresando las tensiones sobre los elemen-
tos pasivos en funcion de la corriente, resulta la siguiente ecuacion de equilibrio

instantaneo:
- f
v(t)=R -z/z)+L§—’£L+é-fi([} dr

0
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Pasando al dominio de frecuencia, resulta:
?:R«T+ij-f-+~_—l-—-T (1.8)

i wC

de 1z que puede obtenerse la respuesta trasformada:

7= v z (7.9)
R+jlwL--—=)
w(

que puede desdoblarse en:

Vv
12‘/ i
R* t{w* L ———)*
Y wC )
wl-
i = gy — arctg =
Y WL
) S - ?_GR+VL+VC
A {
Y7 |
e,
LTI
S L
% jwi
Fig. 7.12 .
Fig. 7.11
t{t)
- _ Vi)
U s wtd
- #F \\ ‘m=1%"ﬁr
/ im S V RE (gL = )
{, Y wC
Bt kY
jwe (] Ve |}
2} 314 Tt
N J 74 i
Vi 'R" 4"7 / \—s/
(S / N
Fig. 7.13 . o
LA o e \\J
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Para construir e} diagrama fasorial, puede procederse de alguna de las formas
siguientes: . -
a) Representar VR, VL y VC a partir de un punto comin en una escala adecuada
v luego componerlos aplicando la regla del paralelogramo, para obtener la ten-
sibn total. Este método se muestra en la Fig. 7.12.

b) Representar VR, VL y V€ uno a continuacion del otro, respetando las fases

relativas formando una poligonal, como se ve en la Fig. 7.13.

En ambos casos, por tratarse de un circuito con elementos asociados en serie,
es conveniente tomar a la corriente como fasor de referencia por ser la variabie
comin a todos los elementos. Notese que la tensién total puede adelantar, atra-
sar o estar en fase con la corriente.

La respuestia temporal para el circuito estudiado seria:

i(t)=Tm [I m]=

\/i m : * sen (i + Ov —arctg
2 bl =)
RE +{al (;JC)

(7.10)

cuya representacion grafica, junto con la excitacién, se encuentra en la Fig, 7.14
para @v=10.

Comparando la Fig. 7.13 con la 7.14 y la Ec. (7.9) con 1a(7.10) se ve claramente
que la informacién sobre el comportamiento del circuito puede ser interpretada
mucho mis rdpida y ficilmente en el dominio de frecuencia, que en el de la varia-
ble . . : o ‘

Fig 7.15

7.6. Circuito R — L. — C paralelo

Se ver ahora la configuracion de la Fig. 7.15.

La ecuacidén de equilibrio instantdneo, obtenida a partir de la 12 ley de Kir
chhoff es:

it)=iRpy Yot iy

que puede expresarse:
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| dvf1) 1 rt
/ e e i L i 3 {
ift) == v(t)+ ¢ 0 + L[ vit) dr
]
rasando al dominio de frecuencia resulta:
- 1 =, . - 1 =
I ==  V+jwlC - V4+—e— V| 7.11
) R jwl 710
de donde
- 1. i 3
= e O - 717
I=[ g tilwl-—31V (7.12)

El diagrama fasorial mostrado en la Fig, 7.16 ha sido construido tomando co-
mo referencia al fasor tensidn, por ser la variable comin a todos los elementos, va
que se trata de una asociacion en paralelo. Tal como en el caso del circuito R—L—
C serie, la corriente total puede estar en fase, adelantada o atrasada con respecto
a la tension, segin los valores particulares de w, Oy L,

Te=iwcy
zZ
z=VRZ4x® iX=jZsen Yz
i Y ’ V .
R :
WY v \\L@Zmrcfg%
. i
‘L-ij ) R=Zcos{,
Fig. 7.16 Fig. 7.17

7.7.  Ympedancia v admitancia complejas de excitacion

Analizando las Ecs{7.9)y(7.12} se observa que en ambas la respuesta.estd rela-
cionada con la excitacion, a través de una funcidn que denominaremos H(w),
la cual depende de la geometria del circuito, los parimetros circuitales R—~L—-Cy
la pulsacién . En forma genérica, puede escribirse entonces: (7.13)

s 7.13

R (jw)=H (jw) * Ex (jw)
donde R { jw)/ es la tespuesta trasformada ( V oF, segin corresponda) y £x (jw) es
el valor complejo eficaz de la excitacién To?).

Para simplificar mds aun la solucién de los problemas que se estdn estudiando,
se buscard alglin procedimiento para construir-la funcién H (jw) en forma siste- -

mitica a partir de la geometria del circuito y los tipos de elementos incluidos:
con ese fin se definirdn la impedancia y la admitancia complejas de excitacion,

que son dos casos particulares de 1a funcion H (jw) = H.

La impedancia compleja de excitacidon Z es el cociente entre los valores com-
plejos eficaces de la tension y la corriente en un mismo par de terminales,



262 Analisis de Modelos Circuitales
s
7

H=7= (7.14)

La impedancia compleja puede ser expresada en forma bindmica:
| 7Z=R+iX

donde R = fe[Z] es la componente real de la impedancia y se denomina resis-
tencia; X = Jm [Z] esla componente imaginaria de la impedancia v se denomi-
na reactancia. O bien en forma exponencial: Z = Z « ¢}Z Donde Z = |Z] es el

moédulo de la impedancia v ¢z el argumento de la misma,
Las formulas de pasaje directo e inverso de la forma bindmica a la exponen-

cial son las siguientes:

Z=+y/R*+X* R=Z"cosyz

d

‘z=arctg% X=7"senyz

En la Fig. 7.17 se muestra la impedancia y sus componentes. Los ejemplos,
para el circuito R—L—C serie, reemplazando la Ec. (7.9) en 1a (7.14), resulta:

- ., 1 :
7 = [57 JpE— 7
Z=R+j( wC) (jﬁ»
fe[Z]=R y |
hﬂ@=X=wi~$%:Xl“XC

donde:
X1, =k esla reactancia inductiva

1
i . . aie
yXc= oE S denomina reactancia capacitiva,

Para el circuitc R—L~C paralelo, resulta en cambio, seglin las Ecs. (7.12) y
(7.14):

1
Z= .1 T 4 -] “ “LB (7.16)
R +J(C-)C—Q—J7J) R? +(wC«;——i)2 R? +(wC—ZZ ¥
donde:
Re[Z]= R y

2 ___1_ 2
R? + (wC= =)
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. 1
T

Jm (7] = 1
. pa T e 2
R?* +w( wl/

La resistencia es siempre positiva en los circuitos pasivos, En cambio, 15 reac-
tancia puede ser igual, mayor o menor que cero. Para los circuitos en los que tiene
preponderancia la reactancia inductiva, resultan X v gz positivos.

La admitancia compleja de excitacion ¥ se define como el cociente entre fos
valores complejos eficaces delacorriente v la tensién en un mismo par de terminales:

F=v=L (1
; , 4 :
En forma bindmica
Y =G+jB=Y-eley

donde

G = Re [Y] se denomina conductancia

B =Jm{Y] se denomina susceptancia

Y = moédulo de 1a admitancia

¥y = argumento de la admitancia

—_— ¥
Y=VGZ_% i) :;Ysen(ljy
5 B
M~orctg€ J
i

G=Ycos Py

Fig. 7.18

En la Fig. 7.18 se representan la admitancia y sus componentes, para un cir-
cuito capacitivo (B > 0). v .

Las expresiones de la admitancia para {os circuitos R-—-L~C serie y paralelo re-
sultan, respectivamente: \
Y = : = 1 ~i 1 (7.18)

R+j(wl—=—= R?+(wl-—=)? 2 — )

R +j(wl e R? + (wi QC) R? +(wl w'C)

- 1 | o
N = B . 9
| V=g ied - 1) (7.19)

L
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De las Ecs. (7.14) y (7.17) surge que la admitancia compleja es la inversa de la
impedancia corapleja.
Esto es:

Es decir que, la informacion contenida en Z e Y esla misma, por lo que la de-
finicion de ambas podria parecer redundante. Sin embargo, comparando las Ecs.
(7.15) (7.16), (7.18) y (7.19), se advierte que dicha informacion, si bien es la
misma, esta presentada de distinta manera. En efecto, la impedancia tiene una ex-
presién simple para circuitos con elementos asociados en serie, mientras que es
mis complicada para asociaciones en paralelo. Con la admitancia ocurre lo con-
trario.

Cuando se deba hacer referencia genéricamente a la impedancia y la admitancia
en forma conjunta, se usard alguna de las contracciones siguientes:

impedancia gdmitancia
IMMITANCIA 0 ADPEDANCIA
admitancia impedancia

La impedancia se mide en ohm (£2) y la admitancia en siemens (S), aunque en
el libro también se emplea el mho (U). ’

7.8, Resonancia serie

Se retomard el andlisis del circuito R—1—C serie de la Fig. 7.11. El valor com-
plejo eficaz de la corriente estd dado por:

7
. 1
R A+j{wl wC)

I :——_I-_{— = que puede expresarse
VA

wL—-L
V At

' w
- e} (9" =¥z} siendo ¢z = arctg R L

S =
R2 4+ (] — e

El diagrama fasorial es el de la Fig. 7.13.

Se denomina resonanciz serie al estado particular que se presenta en el circuito
de la Fig. 7.11 cuando la reactancia total X =¢o L -(5-12: se anula.-

Esdecir, cuando

S

1

La condicion de resonancia {7.20) puede ser alcanzada variando f, L o C, dan-



Régimen permanente con seriales senoidales : 2

do lugar a las expresiones siguientes:

fO:—m-L———“‘ C0=~~—1-'- ; [_.ozm%*-—w
2N IC we? L we? o C

~ Cuando se satisface la Ec. (7.20) en el circuito se cumplen las siguientes condi-
CiOnes:

1 .

X=wlL-——x=0 La reactancia total se anula

w(

Zo=R El circuito se comporta como resis-
tivo puro y la impedancia toma su
minimo valor,

WZO =) El defasaje entre la tensién y la

— corriente se anula.

o= va La corriente toma su méaximo valor.

Fr, =R " To=TF : Toda Ia tensidén queda aplicada so-
bre e} resistor.

Vio+Vco=0 Las tensiones complejas eficaces sobre ¢l in-

ductor y el capacitor se cancelan entre si.

Vio=VcozV - Los médulos de las tensiones sobre el induc-

tor y el capacitor son iguales entre si, pudien-

_ do resultar mayores, menores o iguales que

la tension aplicada, segin sea la relacion entre R y wl, = e Esto puede verse
claramente en el diagrama fasorial de la Fig. 7.19. @

F160A
: - »
5 - r‘"—w“l 5
Rein 2 Y100V
SR St 3
VL - Y/LC:OV
L=1Hy s
o'y
e ! 'y
L T CpE T Vo
1 . S = =10ty
Vag Rlo*V ‘o ‘
- V1Y 14) sen 10001
Fig, 7.19

Fig. 7.20

Bl ejemplo numérico siguiente permite mostrar la posibilidad de que en la
resOnancia seric aparezcan sobretensiones, bajo determinadas condiciones.
Supongase que en el circuito considerado sean:

F=1006V ;w = 1000 1/s
R=100
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L=1H
L1
WL 10°-1

=107 F

En estas condiciones resulta:

Vio=jwLTo=j+10° «1-10=j-10°V

1 71 .
jwC "% 10t 1070

Vo = 10= -+ 10°V

Vic=Vi +Vc=0V

De modo que al aplicar una tension de 100 V al circuito, aparecen sobre el in-
ductor y sobre el capacitor 10,000 V, como se muestra en la Fig. 7.20.

5 79. Resonancia paralelo

Segln se vid al anslizar ¢l civenito R-1-C paralelo, 1a comriente compleia ofs-
caz estd dada por:

T=¥7=1%- +itwc-mpN ¥

que puede escribirse:

w(C --L
wl,

— %/

7= /-}%-;%-(Q‘JC—-;}%J——}Z-VeeNW“ﬂPy} con ¢, =arctg {

v

En este caso se denomina resonancia paralelo al estado particular que se presen-
taen el circuito de Ia Fig. 7.15 cuando se anula la susceptancia total B = w(C — Z;lf

Cuando se satisface la condicién de resonancia, ¢l circuito se comporta como
resistivo puro y la admitancia y la corriente toman sus minimos valores.
.. El diagrama de la Fig. 7.16 se convierte en el de la Fig. 7.21, donde puede verse
que las corrientes /L e IC pueden tomar valores superiores, iguales ¢ inferiores a la
corriente total 7, '

El ejemplo nuraérico siguiente permite apreciar que las corrientes en las ramas
reactivas pueden legar a tomar valores elevados, aun cuando la corrientie total
sea muy pequefia. En efecto, suponiendo que:
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7= (100 +j O)V; w=10° tfs ;C= 1000 uF
R=1MQ [ =——= ! =10 H=1mH
w?C  10% - 10% - 1078

Con estos valores resulta:

fe=jwC V=j-10° - 10° +107° 100=j 100 A

- 1 N
WL j=10° - 1073

t~
i

+ 100 =—-7100A

Tre=IL +Ic=0
Enla Fig. 7.22 se resumen los valores calculados.

lo? 10084
o

i I o =0
| LCo ©
| IRE 100uA :tz -

s ,\-, {—-———v——ﬁ] .
5
vt (00 RstMa LetmHy |
]
li,00A ! Lo T100A

IOOOpF L
- 1 -

v -
St gl v v{t}= 14 sen 10001

Fig. 7.21 ) Fig. 7.22
7.10  Potencia instantdnea |
Si se considera el dipole pasivo de la Fig. 7.23, en el cual, al aplicar una tensién
vit) = Vm sen wt
circula una kcpm‘enteb '
ift)=Im - sen(wt~yz)

cuya fase difiere en ¥z radianes respecto de {a tension.
La potencia instantinea desarrollada en el circuito sera:

pit)=vit)eiftj=Vm~-sencwit « Jm - sen{wt-¥z) . (7.21)

Recordando que sen o sen = L

5 [cos (e~ B)—cos (o + )] 1a(7.21) puede es-
cribirse
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plt)= Z@_”Lﬁ’_’ﬂ_‘“ *COS ¥, — szlm cos (2wt —¥z)

Sm
como—= = S, resulta:
Ve

plr)=VIcos®y ~VIcos(2wt~¥,) (7.22)

En consecuencia, la potencia instantdnea tiene una componente constante y
una senoidal de frecuencia doble que la de la excitacion. El defasaje ¥, entre la

., . . o T . .
tensién y la corriente, puede variar entre ~——y + 5 Se analizarin los casos mas
importantes: “

a) ¢z = 0 (Circuito Resistivo Puro}

LaEc.(7.22) se reduce a: '
plt)=VI-VI-+coswt

vit)
Vm
- T
v |
i{1)
i{t)
e o
-
\\/ :
+ Pl
v(?)! E‘; Eﬂ 2vi Vi
VAN = )/-~——- [ N—
o’
Fig 7.23 : EC 5
; = ,
T
Fig. 7.24

En la Fig. 7.24 se representan graficamente las curvas de la tension, la corriente
y la potencia instantdnea.
El 4rea encerrada entre la curva y el eje de los tiempos es la energia

{ t
W] :f p(t) - de
0 0

Nétese que en este caso el drea es siempre positiva, lo que indica que 1a fuente
es la que entrega permanentemente energia al circuito, sin que éste le devuelva
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parte alguna de la misma. Esto es caracteristico del intercambio de energia en for-
ma irreversible. En efecto, todala energia recibida por el circuito es cedida defini-
tivamente al medio en forma de calor, trabajo mecdnico, energia quimica y/o ra-
diaciones luminosas. - :

b)¥, =+ % {Circuito Inductivo Puro)

En este caso la Ec. (7.22) resulta:
plt)=0=Vi-cos(Qwi—n/2)=-VIsen 2wt

vt} vitidy

it}

pit)

Fig. 7.25 Fig. 7.26

En la Fig. 7.25 se muestran las curvas de (¢} if1} v p(t). En ella puede obser-
varse que la energia neta intercambiada a lo largo de un periodo completo es nula.

Toda la energia recibida por el circuito es integramente devuelta a la fuente den-
tro del mismo ciclo.

c) ¥y =—~ *;L (Circuito Capacitivo Puro)

‘La Ec.(7_22_) se reduce a:

plt)=0—VI.cos(2wt+n/2y=V1+sen 2wt
En la Fig. 7.26 se representan los valores instantdneos de la tension, la corriente
y la potencia. Como en el caso anterior, toda la energia recibida es integramente
devuelta a Is fuente 4 lo largo del periodo, resultando un intercambio reversible.

d)¥, =+ n/4 (Circuito Inductivo Disipativo)



270 ' Andiisis de Modelos Circuitales

La Ec.(7.22) resulta en este caso:

plt)=VIcosu/d—VIcos{(2wt~n/4)

i1

5 .3 1By = we 4
vl :Df;&‘q/’ PTAT ey
3 I'4

-

Fig. 7.27

La Fig. 7.27 muestra la representacién grafica de v {1t} i(t) y p(t). Nétese que
en este caso la energia entregada por la fuente ©s mayor que la devuelta por el
circuito. Es decir, que una parte de la energia es cedida definitivamente al medio
y el resto intercambiado reversiblemente.

Es evidente que la energia neta entregada por el generador es funcién del
defasaje ¥, , ya que la oscilacion de amplitud V 7 se produce alrededor del valor
V I - cos¥,.Como casos limites, para ¥, =0 se obtiene la Fig. 7.24, para ¢, =+ z

2
1a7.25 y para gz =——-—g~la Fig. 7.26.
7.1} Potencias activa, reactiva v aparente
Considérese nuevamente la Ec, {7.22)
p(t] = Vlcosy, — Vicos Qut — ¥,) (7.22)

El primer término del segundo miembro puede ser escrito también de la siguien-
te forma:

Vicos @, = VIcos (@ — 0i) = e[Viel O = Oy = govell” - =107y =
= Re[V ¥ (7.23)
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Donde 7* es el conjugado de la corriente compleja eficaz I .
Reemplazando (7.23) en (7.22), resuita:
pit) = Re{VI*] - VIcos Qut — ¥,) o (7.24)

nteresa introducir una potencia que caracterice fa intensidad del proceso de in-
tercambio de energia en forma irreversible. Teniendo en cuenta los resultados ha-
Hados en el pardgrafo anterior, se define entonces a la potencig activa (P) como el
ialgr medio de la potencia instantdnea para un perisdo completo de la excitacion.
rs décir:

LT ' o _
:—:IT:[O p(f/ dr (/.25)

Reemplazando (7.24) en (7.25), resulta:

p 1 T e Tr y k
P= Re {FF¥ydr —f  VFeas (et — ¥, 332
-, T 0 ) 0 M

P=Re[VI* = Vicos o,

Notese que la potencia activa es tanto mayor cuanto menor sea g, (Circuito me-
10§ reactivo). o '

Ahora bien, el producto Ps = VI * es un fasor, cuya componente real es la po-
tencia activa, Pero la componénte imaginaria, también tiene dimensiones de una
potencia. ;Qué representard ella? Por lo pronto puede verse que:

(7.26)

Pqg = Jm{VI* = ViIsen g, (7.27)

es tahto mayor cuanto mds reactivo es el circuito. Por lo tanto se la denomina
potencie reactiva ya que caracteriza la intensidad del proceso de intercambio re-
versible de energfa. Finalmente, al fasor Ps = V/* =P + iPg (728)selo
denomina potencia aparente compleje, Esta potencia no tiene un significado pro-
pio, ya que es el mayor valor que pueden tomar la potencia activa o la reactiva. Se
la puede interpretar como la potencia disponible para abastecer los procesos rever-
sibles e irreversibles.Sin embargo, tiene un significado tecnoldgico mds preciso. En
efecto, en toda mdquina eléctrica no puede superarse un cierto valor de corriente,
por razones de disipacion, y un dado valor de tension, por razones de aislacidn.
Por lo tanto el producto Ps = V7 es una cifra de mérito que periite caracterizar
cuantitativamente la capacidad de manejo de engrgia de una maquina.

La potencia activa se mide en watts (_W;;), la agarente en voltamperes (VA) v la
reactiva en voltamperes reactivos (VAr). En la Fig. 7.28 se representan la poten-
cia aparente compleja y sus componentes.

7.12  Factor de potencia

Teniendo_en cuenta que el mddulo de la potencia aparente es el producto de
los valores eficaces de la tensidn y la corriente, 1a Ec. (7.26) puede escribirse:

F = Pscos g, - (7.29)
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que muestra que el cos ¥, define la fraccion de la potencia aparente Ps que ha de
convertirse en potencia activa £. Por tal causa, a:

cos g, = E (7.30)
Ps

se 1o denomina factor de potencia.
Cuanto més elevado es el valor del factor de potencia, mayor resulta el apmv;a-
chamiento de las instalaciones eléctricas. En efecto, para alimentar una instalacion
que consume 1000 kW con un cos ¢, = 0,66, la red de distribucion de energia
debe estar dirnensionada para eniregar una potencia aparente de 1515 kVA.

Por otra parte, los costos directos de explotacion de una linea de transporte de
energfa eléctrica, son proporcionales 2 la relacion entre las pérdidas de la misma y
la potencia transportada Para una potencia activa P, la corriente vale, segiin la Ec.
(7. 26

P
Veos g,

y la pérdida de potencia en la linea, supuesto que su resistencia es R, resulta:

app =R, P =t P
L L TV cos? Yz
De modo que el cociente entre la potencia perdida en la linea y 1a trasportada
€8

LRy 3 R, P 1

P V¥ cos?y,

que varia en forma inversamente proporcional al cuadrads del factor de potencia.

Por lo tanto, cuanto mds bajo es el cos ¢, tanto mds cara resulta la tarifa para el
suministro de energia elécirica. Por tal causa, las empresas de electricidad contro-
lan el factor de potencia de las industrias que consumen mucha energia, obligan-

do a mantenerlo por encima de 0,8. Para corregir el factor de potencia se agregan

cargas capacitivas, tales como baterias de capacitores o motores sincrénicos, ya

que el resto de las mdquinas y artefactos conectados, tiene una componente reac-

tiva inductiva.

7.13  Adicién de las potencias activas y reactivas

Se considerari el circuito de la Fig, 7.29, constituido por n dipolos pasivos co-
nectados en serie. Aplicando la 2° ley de Kirchhoff resulta:

V=V +7V, +...+ 7,

y multiplicando ambos miembros por el conjugado de la corriente compleja efi-
caz:
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Pive= 71+ By o+ 7, T
El primer miembro es la potencia aparente compleja total, mientras que los tér-
minos del segundo miembro representan las potencias aparentes complejas de cada
dipoto. Es decir: ~
PMS :Pj‘)‘l +E§'2 + ‘*"ﬁ?n (731)

Se analizard shora e} circuito de la Fig. 7.30, que corresponde a una asociacién
de dipolos en paralelo. Aplicando la 1° ley de Kirchhoff se obtiene:

T=I +L +... +1,
I*=7* + .f’*g + ...+ ig
multiplicarido ambos miembros por la tensién compleja eficaz, resulta:
T =VIn + Vi + .. + 7T,
que conduce a 12;1 misma Ee. (7.31), que puede ser escrita:

T on

B 1 _ no n ‘
Po= ) Pyo= 2. (PutiPag)= ) Pyt ) Py

k=1 k=t k=1 . k =1
‘de donde: -
P=y P (732)
k=1
) n
o= D Pay (7.33)
k=1

Como toda asociacion mixta estd constituida por combinaciones de conexio-
nes en serie y en paralelo de elementos de circuito o dipolos, la Ec. (7.32) per-
mite afirmar que: “La potencia activa total entregada a un circuito es igual a la
suma de las potencias activas consumidas por cada uno de los elementos o dipolos
que lo constituyen”. Nétese que esta conclusién concuerda plenamente con lo
postulado porla ley de conservacion de la energia.

Andlogamente, la Ec. (7.33) dice que: “La potencia reactiva total puesta
en juego en un circuito es igual 2 la suma algebraica de las potencias reactivas
intercambiadas por cada uno de los elementos o dipolos que lo constituyen’.
Aunque ¢s obvio, no estd de mds resaltar que ia potencia aparente total no puede
obterierse sumando los modulos de las potencias aparentes parciales, ya que el
modulo de la suma no es igual a la suma de los mddulos.
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Fig. 7.29 Fig. 7.30

7.14. Planteo y solucién de problemas directamente en el dominio de frecuencia

7.14.1)Introduccién: En la Fig. 7.31 se muestra esquematicamente el procedi-
miento seguido para hallar e] régimen permanente de circuitos excitados por sefia-
les senoidales. La aplicacion de las leyes circuitales al modelo circuital idealizado,
para la excitacién dada, permite obtener 1z ecuacién de equilibrio instantineo en
el dominio temporal. Al pasar al dominio frecuencial, dicha ecuacién integro-dife-
rencial se convierte en una algebraica, a partir de la cual puede obtenerse {aciimen-
te la respuesta trasformada. Fl estudio de algunos circuitos simples realizado al
principio del capitulo con el procedimiento descripto, mostrd que los resulta-
dos podfan ser ficiimente interpretados en el dominio jew, haciendo necesario el
retorno al dominio temporal, La metodologia puede ser perfeccionada aun mids, si
se trasforman las leyes, el modelo circuital y 1a exeitacion. De este modo, se puede
hallar la ecuacidn de equilibrio trasformada directamente en el dominio jw, como
se esquematiza en la Fig. 7.32, Segin se menciond, el retorno al dominio temporal
no es realizado en la mayori{a de los casos. Finalmente, desarroliando métodos que
permitan construir la impedancia o la admitancia de excitaci6n por asociaciones
de eclementos, puede pasarse directamente de la excitacién trasformada a la
respuesta frecuencial.

DOMINIO DEL TIEMPO (1) | DOMINIO DE FRECUENCIA (jw)

LEYES . |
CIRCUITALES !
i EXC\TQC\ON} &

|

|

|

§

FMODELO CIRCUITAL IDEAUZAD’O_J
'y

ECUACION DE EQUILIBRIO
INSTANTANEO {INTEGRODIFEREN.)

£CUACION DE EQuILIBRIO
TRASFORMADA {ALGEBRAICA)

- |
| RESPUESTA TEMPORAL  Ja-—— ———f RESPUESTA TRASFORMAOA ]

i

Fig, 7.31
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Resulta evidente que para seguir 1a metodologia propuesta, es necesatio hallar
previamente las leyes, las excitaciones y los modelos circuitales trasformados y
encontrar la manera de asociar dipolos en el dominio de frecuencia.

DOMINIO DEL TIEMPO (1) { . DOMINIO DE FRECUENCIA (jW)

{ LEYES CIRCUITALES : LEYES CIRCUITALES TRASFORMADAS}
(

l . | Exmacm;\:_
EXCITACION | TRASFORMADA

MODELC CIRCUITAL 1 MODELO CIRCUITAL
IDEALIZADO : T IDEALIZADO TRASFORMADO

Y
(ECUACEON DE EQUILIBRIO TRASFORM I

|
i
5
b
[ FRESPUESTA TRASFORMADA j

g, 7.32

7.14.2) Trasformacion de las leyes de Kirchhoff y las relaciones tensién-co-
rriente de los elementos de circuitos idealizados: Aplicando la correspondencia
entre funciones senoidales.y fasores eficaces, se obtienen las expresiones resumidas
en el cuadro de la Fig. 7.33. Es muy importante insistir en que no pueden sumarse
los médulos de las corrientes o las tensiones eficaces, va.que el médulo de la suma
no esigual a la suma de modulos. ‘ :

DOMINIO TEMPORAL DOMINIO FREGUENCIAL

le £y DE KIRCHHOFF 2 i((t)=0 g i .0
28 L£Y DE IACHHOFF %\mwo V.-0

AESISTOR h ~ =
AELACTIONES i) = R'f“) V=R.1
INDUCTOR Vi =L d%(t) T
TENSTON-CORRIENTE : M V= I_
CAPACITOR iy zéfi(t)d‘ 7 217}5'1

Fig. 7.33

7.14.3)Trasformacién de modelos circuitales: Como se estin estudiando cir-
cuitos que incluyen elementos disipativos en régimen permanente, la componente.
libre no tiene influencia alguna. En consecuencia, al no tener que considerar las
energias acumuladas en los elementos reactivos en el instante inicial, bastard con
tomar en cuenta la modificacién de las relaciones tensién-corriente mostradas en
el cuadro de la Fig. 7.33, para pasar del dominio ¢ al jw. El andlisis de las mismas
muestra que no es necesario alterar la geometria del circuito. Basta con reem-

gla’zlar las variables temporales por los fasores asociados, como se muestra en la
ig. 7.34.



276 Andlisis de Modelos Circuitales

DOMINIO t poOMiINIO (@

(1)

—_—

Fig. 7.34

7.14 4) Trasformacion de la excitacién: De acuerdo con 1o analizado en el Cap.
6, para trasformar una excitacion de la forma v(t)= Vi sen (wt + 0v), basta con
dividir la amplitud Vm por+/ 2, para obtener el valor eficaz y multiplicarlo por

¢ 18vpara asignarle la fase correspondiente:
) o Vmo
vit) =Vmgenjwt +8v)=> V= —— o
5"
AV
i fuera necesario retornar al dominio del tiempo, bastard con construir el fasor
armonico y tomar su parte imaginaria.

hd Vm . :
Jm [Vm =Jm[~—- 2el® e‘]‘*'t} = Vm sen (Wl +8v)
= 75

Fig 7.35

7.14.5) Asociacién de dipolos en serie v en paralelo: Considérese el circuito
de la Fig. 7.35, en el que se encuentran asociados en serie varios dipolos pasivos,
cada uno de los cuales estd caracterizado por su impedancia compleja de excita-
¢ibén. Aplicando la 2a. ley de Kirchhoff, resulta:
Dl 17;;1+i;2+ ...... +I7!+ ....... +{7m

y dividiendo ambos miembros por la corriente total [
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78 V, v, 7,
—= e b 2
I i i I . I
Teniendo en cuenta la Ec, 7.14, puede escribirse:
Zr=Zy +Zy+-ve FZp e +Zm (7.34)
oz _V : . , . L :
donde Zy = —- esla impedancia compleja de excitacion de un finico dipolo equi-
i
valente al conjunto de la Fig. 7.35.
S
—
Ry L c
v
&
i Rp
Ry=10n = 10pF
Rp=205 V=100 eiZ v
Fig. 7.36 L= lHy w=1000 48
Fig. 7.37

Si se consideran ahora los dipolos asociados en paralelo de la Fig. 7.36, aplican-
do 1a 1a. ley de Xirchhoff, resulta;

}77‘4: Yl + }72 +

o Y=Ykl F Yy b + ¥ (7.35)
Resurmiendo, las,(7.34) ¥ (7.35) pueden expresarse: ’
m
Asociacion en serie = Zp = Z; (7.36)

[=1
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n N
Asociacién en paralelo = Yp= Z Y (1.37)
k=1

Estas ecuaciones corroboran la conveniencia de emplear la admitancia para las
asggiacienes en paralelo y la impedancia para las conexiones en serie de elementos
o dipolos. T

7.14.6)Ejemplos de Aplicacién: a) Calcular el valor de 1a corriente compleja
eficaz para el circuito de la Fig, 7.37.
Solucion: Por tratarse de elementos asociados en serie, la impedancia total serd

la suma de las impedancias de cada elemento, calculados de acuerdo con la Tabla
de la Fig. 7.33:

Zr=Zp, *Z 4 Zc+ Zg, =R el L R,

jwl
Zp = Ry + Ra) ¥ j(el ~ ~-)
y reemplazando valores:
Zy= 109 + 208 +j(10° d 1H — !
S 10° .’:;*_‘i 10.107¢ F
L Zp = (30 + j 900) 2
que en forma exponencial vale:
Zp =9005 &**°Q
de donde resulta finalmente una corriente:
oV _100 e Vg1 2o

Zp 9005 eldtcQ

b} Calcular el valor complejo eficaz dela corriente I3 en el circuito de. la Fig. 7.38.
Solucidn: Se comienza por el célculo de Y,

7, -1 1 - 20320 _ (0025 - 0,025 S

Z, (20 +j200Q 20° + 20°

La admitancia total de las dos ramas conectadas en paralelo es:
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Y, =7, + 75 = (0,025 — j 0,025) S+ (0,05 + §0,05) S
¥, = (0,075 + 0,025) 5
La impedancia del paralelo resul.ta: |
va 1 1 _ 0,075 30,025 Q.

Y, (0075 +j0025)S 0075 + 0,025

4 p = (12 -j 4
La tension Vp, calculada en funcion de la relacién de division de tension es:

(2-j4) _
(10+j20) + (12 — j 4)

= 100 &%y

i
T
<
|

]

46,47 154457y
v la corriente /3¢
I3 =V, ¥ = 46,67 e i5445° 0707 ¢ Ti45= 3285 “1945° . 4

¢} Hallar la expresién de Ia admitancia compleja de excitacion del circuito de la
Fig. 7.39 » ‘

oo
. fe¢

o
V10060 v
Z,2(104]201n Y3 <0054005)U Fig. 7.39
Z,7(20-i2000

Fig. 7.38.
Solucion: La impedancia de la rama inductiva es:
Z; =R + jul
y su admitancia: :
‘ ?L N . 1 _ Ry fiwL

Ry +jwl RY + @@l
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RL - jﬁ..—.w L
R, ? + w*L? Rp* + o* L?

Andlogamente, 1a impedancia de la rama cipacitiva es:

- 1 o1
= R’ +———': R — I
Ze ¢ Tuc ¢ T Ge
y su admitancia: R, +j_1 ' 1
¥ 1 1 N wC Re +i wC
¢ 7 R, -jL R+ _1 R+ RA + L
¢ wC w?C? w?C? w? C?
Finalmente, la admitancia total resulta:
- ~ R - R
YT=YI+'?C=( L4 ¢ }+
’ Ry + wl? Rp2+_1_
wiC?
1
RA+_1._  R?+ 22
22
. w“C
> Rs Xs
Xs >0 bee T
N Ls
O O\~ N
Rs
o P z
Xs R ——
0 o o
\:} Rs Conel_
Cs WXs
o

Fig. 7.40

7.15  Circuitos equivalentes serie y paralelo

Para que dos circuitos sean equivalentes deben ser iguales sus impedancias o sus
admitancias complejas de excitacion.

Se considerard un dipolo pasivo, como el de la Fig, 7.40. Suponiendo que su
impedancia es Z = Rg + j Xs.Teniendo en cuenta la Ec. (7.36),puede dibujarse
el circuito equivalente de la Fig. 7.40, con una resistencia Rg en serie con una

reactancia Xg. Si Xg > 0 el dipolo es inductivo y el circuito equivalente serie
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puede ser dibujado con mds detalle, como se muestra en la Fig. 7.40. Si Xg < 0

o] dipolo es capacitivo y puede ser dibujado como en la Fig. precitada.

Analog,amente partiendo de la expresion de la impedancia del dipolo Y =
= opt] B, y teniendo en cuenta 1a Bc. (7.37), se halla el circuito equivalente pa-
ralelo, como se muestra en la Fig. 7.41.

Oef—e-
i i -
éRD Rp= Gp
1
% j e M e
o

: - / , wE
~ Gp v
D P v
8p
o ot . y
Bp >0 R |} PPy
ol . Bp
2w
g B
[ '
Fig 7.41

La aplicacion de estos conceptos permite, por extension, hallar el circuito equi-
valente paralelo de una configuracion serie, o viceversa.
Ejemplo:Dado el circuito serie de la F1g 7.42, hallar los valores delL,y Ry, pa

ra j0s cuales las dos configuraciones son equivalentes.

Rp
Rs Ls s
P AN Y Y
¢ = o—p |,
Rs<100 , Ls=1Hy . w=1000 2%
Fig. 742

Solucion: Se comienza por el cdlculo de la impedancia y 1a admitancia de la con-
figuracion serie.

Zs,= Rs +jwLg = (10 + j 1000) & ‘
Yool ot 10-§10° L (1075 —j 107y (7.38)

Z, 10+j10° 10% +10°

[

[ 4 admitancia de la configuracién paralelo es:

Ypo L L (7.39)

Rp (OLp

Para que los dos circuitos sean equivalentes, debe ser Yy = Y. En consecuen-
cig, igualando (7.38) y (7.39) resulta
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R, = 10°Q
—-«; "j——iL = 1075 — {107 ? 1
P @hp L, = 5 = 1 H
L w 10
[J\Q\g Rs Xs
%o — O AN e
B
jXp
e ol
N
-
5
/):'ZS i
| i .
0o Bs] Rpﬂ

Fig. 7.43

La equivalencia entre una configuracién serie y una paralelo también puede ser
hallada graficamente, como se muestra en la Fig. 7.43. En efecto, suponiendo que
se han conectado en paralelo una resistencia R, y una reactancia X, y se desean
hallar las componentes serie correspondientes. Se procede de la siguiente manera:
1°) Se llevan a partir de un origen 0, las componentes conocidas Rp yiXp,de-
terminando los puntos 4 y B.

2°) Se unen los extremos 4 y B de los fasores trazadosen 1°).

3°) Se traza por O una perpendicular al segmento AB, determinando el fasor
OD, que representa a la impedancia Zg de la configuracién serie.

4°) Se hallan las componentes binémicas o polares de Zs. :

Obviamente, esta’ construccion puede hacerse a partir de Ry y Xs , para obtener
Rp y Xp. Lajustificacion del método es la siguiente: la impedancia buscada es:
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cuYas componentes son:

_ Ry - X
Z; = £ (7.40)
VR, ¥ x,T
: 2
o5 = arctgdS =Rv Xy _ Ry (7.41)
Ry R, X;* X,
‘Comparando los tridngulos ODB y ODA de la Fig. 7.43, resulta:
0B _ @ donde DA® = QA® — OD?
0D DA
. OB* - 0A® - OB* - OD* = 0A* - OD*
T
. h = 0B*- 04 aa,

\/ 04* + OB
y ¢Omo OB = X, Y 04 = Ry, 1a Ec.(7.42) coincide con (7 A0).
Port otra parte, § = a, pues 0D L AB y OA 1 OB.
R ;
Signdo tg o = }E en la figura, resulta, de acuerdo ala (7.41), que § = ¥4, con
lo que se completa la demostracién. ’
- Finalmente, se expresaran las potencias activa y reactiva en funcién de las com-
ohentes de los circuitos equivalentes.
Para el circuito serie es:

Pi=yp=2IiF=R+iNP =RP +jXP =P +iP,

P =R

) (7.43)

Py, =XI
Para el circuito paralelo resulta: ‘ N .
F,=Vi*=VP* Y*=(G-B) -~V =GV —jBV =P +jPp,
P =GV?
- BV?

7.16 ~ Factores de mérito y de disipacién de los elementos de circuitos reales

(7.44)

2
It

La propiedad caracteristica de un inductor o un capacitor, es su efectividad pa-
ra ¢! almacenamiento de energia reactiva. Un inductor o un capacitor ideales, s6lo
almacenan energia de ese tipo.

Los elementos reales. en cambio, sélo almacenan una parte de la energia que re-
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ciben en forma reversible, mientras que ¢! resto 1o convierten irreversiblemente en
calor. Cuanto mis grande es la relacidn entre la energia almacenada reversiblemen-
te (reactiva) y la trasformada irreversiblemente (activa), por unidad de tiempo,
mas se parece ¢l elemento real al ideal. En consecuencia, el cociente:

Q = {£ql (7.45)
P

da una idea cuantitativa de cudnto se aproxima el elemento real al ideal. { se
denomina factor de mérito del inductor o el capacitor reales. Notese que dicho
factor tiene un valor infinito para un elemento de circuito reactivo ideal.

Es importante aclarar que si se desea definir un factor de calidad para los resis-
tores reales, éste debe ser inverso al anterior, ya que la funcién del resistor es
convertir la totalidad de la energia que recibe en otras formas energéticas.Al co-
ciente: : -

P
D = e (7.46)

se lo denomina factor de disipacion, y debe ser lo mds grande posible para los re-
sistores v lo mds pequefic que se pueda para los inductores y capacitores. Tenien-
do en cuenta las Ecs .(7.43 y 7.44),resulta evidente que las (7.45) y (7.46) pueden
escribirse, respectivamente:

o -ixl_i8] (7.47)
R G '
il "7
Ejemplosde cdlculode Qy D
Rp
Ls Rs
oYY e AAAO
Fig. 7.44 g ;, Fig. 7.45
Para el circuito de la Fig. 7.44 es:
Q - L\X:J - COLS : D _ L _ Rg
R RS Q (&JLS

En el circuito de 1a Fig. 7.45 resulta:
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Q = lﬂ = Rp : D = L: wip
G wlp 0 Ry
Para el circuito de la Fig, 7.46 surge:
| WCR® + w? L) — vl |
0 _ Bl R* + oL} _wCR? + 12 - wil
= =

R R
R? + ¥ L? o

Q:,wlp Wl R + P Lz}g - !QLs _wCR? + L)
R R R

En el circuito de la Fig. 7.47 se tiene:

Q = !-_Bi.s =) Cp Rp : D= i_ = _..,._.:’_..._._..
o G,', : g w Cp Rp
Para el circuito de la Fig. 7.48 resulta:
o Xl 1, L_w G R
R w C; Ry ¢ .

En el circuito de la Fig. 7.49 se obtiene:

wly~ wl
| R etk e ven-aes,
0 = ——= =
- R
R R+ 1 l/fg Ry Rp ‘\/—*-erCz)—l
+ WwC
Rp?
tg = [Ocp —w+Ls Rpu(1) Rp? + w? C2))

Ry Rp (22— 4 w??)—1
R,

R L ; Rp
TR e e
——

Fig. 7.46 ‘ Fig. 7.47 Fig. 7.48
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Rs Ls
A VAVAN
T
¢
Fig. 7.49

7.17  Problemas resueltos

7.17.1)Para el circuito dado en fa Fig. 7.50 se desea:
a) Calcular el valor complejo eficaz de la diferencia de potencial en la asociacion

paralelo. ] .
b) Calcular los valores complejos eficaces de las corrientes en el capacitor C; (fcy ),

en el inductor L, ({1 .}y €l dela corriente total del circuito (D). Justifiquese el

_ valor particular que toma esta Gltima.
¢} Determinar el valor complejo de la impedancia correspondiente a la asociacidn

paralelo, justificando el resultado.
d) Calcular el valor de la impedancia compleja de excitacion.
¢) Hallar los valores de la ¢capacitancia €y y de Ia resistencia R, .

Salucion:
a) Para la asociacidn paralelo, se tiene

V, = R, Ir» = 100(100 — j 10) » 1073
Vp = (10 —j1y V

b) -
Ie,=§ Be, Vp=j 01(10-j1)
Ie, = (01 +j1) A
b= =3 B, Vp= i 01 (104D
fi,=(-01-11) A
7 = r T 7 = — -3 it . 3
T I, *1c 1, (100 —j10) 103 +(0,1 +j1) + (0,1 —jD)

I =(1-j001) A
Se nota que I=1 ,» dado que la asociacion paralelo estd en resonancia
) Z, - Yo (10-jD __ 1000
7 (01-7001) -
R,

= 100 2, debido ala razdn citada anteriormente

Zp

il
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7 '450 R o }

?__I{: 100 ei = 1000 o] 50,7° g

I 01 e/ 5.7 .

7 = (63338 +j 773,84 Q

¢) Llamando Z, ala impedancia de la asociacion serie, se puede expresar
7 =7+ 7, 7, =7-%,
j’; = (633,38 + j 773,84) — 100 = (53338 + j 733,84) Q
pero ademis Z, =(R; + j X;)
Ry =Ry = 53338 Q
porotraparte, Xg = Xp — Xo = 773,84 Q

Xev= Xp1 — Xg = 1000 — 773,84 = 226,16
1 .

S ] - S R

e e AT

C;_ = 44,21 pF

Ry=i0R
Rp=20n
C2=200)1F
w=34r/
Po = 3354 ¢l

i

T Rp=100 0
8L,Bcp=0U

% XL =1k

%
V=100el%y
Ly

!pz:(100~jIOJmA .
: 3 w=i021/s

. ‘Fig, 7.50

7.17.2)Dado el circuito de la Fig. 7.51 se pide calcular:
a) Elvalor complejo eficaz de la corriente total.
b) El valor de la inductancia Ly .
¢) El valor complejo eficaz de la tension aplicada al circuito.

Solucion:
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a) Se comenzard calculando el valor de la admitancia ¥ de Ia impedancia para

1a asociacién paralelo:

Y, =+ jwC,=(5 107 +{314 200 10°)
R, ~

Yp = (5 1072 +j628 10790

7y = =(781-7981) Q
i }/p

Lo, 4
@ |
T

> Rp=7,810

Xepe 98I0

I

Fig. 7.52

Con estos datos se puede construir el circuito equivalente mostrado en la Fig. .
7.52. En el mismo, por aplicacidn del Teorema de Adicidén de lasPotencias Acti-
vas, se tiene que la potencia activa total, resulta:

Pr=Pp * Pp =V I+ Vg I=R P 4R,

Pr =1 R, +R,) -

1= J_Ffr M
Ry + R :

donde Py es desconocida. Pero como la potencia aparente es dato, se tiene:

T, = 3354 ¢7i26.5°  y 4 = (3001,60 —j1496,54)V A .

Pr = 3001,60 W; reemplazando este valor en (1) se obtiene:

- \/:3‘_0@@?: 1208A
10 + 7,81

que tomdndola como referencia se le asigna fase nufa: 7 = 12,9Sej 0A
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b} El valor pedido surge de analizar la potencia reactiva total: Pq;; = 1496,54

VAr.
Pap=1 (X; —X,)=1"(wl, — Xg) -
L, Har+ l?i?l _ 1496,54 + 12082 931
~ Wl 314 1298
L= 59.56 mil

¢ B=VIP . V=Pt =3354 20

T* 1298 10

V= 25839 1265 v

———

I ReRz20
‘T LR 2L C tes50mz
i '5; ]T Ip=iy = 5A
C\J,'} lg= 2,54

Fig, 7.53 =

A

7.17.3)Dado el circuito de la Fig. 7.53, se pide:
a) Calcular el valor de la capacitancia C y de la inductancia L.
b) Determinar el valor complejo eficaz de la tension impuesta por el gene-
rador.
¢} Calcular los valores de las potencias aparente, activa y reactiva totales.
d) Indicar el cardcter reactivo que presenta el circuite, fundamentando la

respuesta. _
e} Trazar en escala el diagrama fasorial de tensidn—corriente.

Solucion:

ay Trabajando con los modulos, se tiene -

Vg =R Ig=2 5 =10 V

Dado que la tensién sobre R es [a de la asociacion paralelo, resulta que VR =
=Vc ]
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/

_Ye 30 YV !
XC=9= 5555 5 C 2 7 50 C

25
_ : )
C=70 27 50
C= 79577 uF

Respecto del inductor VR = VL, en consecuencia:
Ve 10

XL = 25 = 22 = =7 50

L b3 5 @ L m L
10
L“s 27 50
L= 6,36 mH

b) Asignando a la tension entre los extremos de la asociacién paralelo fase nula, se
tiene:

VR=VL=Vc=Vp=1010 v
por o cual, impeniendo los desfasajes correspondientes, resulta:
TR=5¢ll=5 A
T=s eIT--js a

Il
o}
W
Ul\)
(%]
®
[}
i

i2,5A
via cofrien’te total:

IT=TR+TL+Ic=(-i5+]25=(5-]25A

72559 i26.56° A

y el valor de la tensién sobre Ky

VRy=T Ry=(5-j2,5) 2=(10-j5) V=11,18¢7126,5" v
y en consecuencia: .

V=Vr, + VP=(10-}5)+ 10=(20—j5) V

7=20,61c¢7j14.03° v
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N : :

Po=VI*=2061e"114,03 556¢126,56°

Ps=11521el12.53 (112,46 + j2499) VA ..

P=11246 W |

Pq =2499 VAr

d) El cardcter reactivo del circuito, puede determinarse, por ejemplo, observando
el valor hallado para la potencia aparente. De acuerdo con la forma de definir
esta Gltima al resultar la potencia reactiva positiva, nos dice que el circuito pre-
senta caracteristicas reactivas inductivas.

¢) Para construir el diagrama pedido resumimos los valores de las variables que uti-
lizaremos, adoptando adermds las escalas necesarias.

VR = 10ei0 v ; VR, =11,18 ¢726,56° y
IR=35 ei® A ;
TL=5 e‘j% A
- jﬁ'
Tc=25¢e’2 A

Se comienza el dlagrama tomando VR como referencia. Se ublcan conveniern-

temente IR, IC e I1, obteniendo de esa manera I, que coincide en modulo y
fase con el valor calculado.

Lievando luego VR en fase con/ y sumando VR, y VR se obtiene ¥, coin-
cidente en modulo y fase con el valor calculado, como se muestra en la Fig. 7.54.

i

7.18. Problemas propuestos

7.18.1)En el circuito de la Fig. 7.55 se desea calcular
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a) El valor complejo eficaz de la impedancia de excitacion

b) El valor complejo eficaz de la corriente

¢} Los valores de las potencias aparente, activa y reactiva totales.
d) La expresion de 1a corriente instantdnea, .

Respuestas: v ,
a) Z=(15-]5) %
W) I=(9+idA
o) Ps=(1350-j450) VA
P=1350W
Pg=~450VAr

dyift)=1341sen (1007 +18,5°) A

PR,=20W
Zy=(104]5)0 . Ay F2 & w=1cbus
Zp=(5-11000 @ v i Ry =20
Ww=1001/s l =gy L2 fp= 1L
V=150 ei0y - 5 Lp=10pHy
Cy=2uF
Fig 7.55 - Fig. 7.56

"'7.18.2)Para el circuito de la Fig. 7.56 se pide:
a) Cadlcular los valores de las potencias aparente, activa y reactiva
totales.
b) Calcular la indicacion de un amperimetro conectado en la rama capa-
citiva y 1a de un voltimetro conectado entre extremios de la asocia-
cibn paralelo.

Resultados:

a) Ps=189¢330° va
P=163,711 W
Pq=945 VAr

b)7=316A
V=17V

7.18.3)Para el dipolo de la Fig. 7.57 se pide calcular
a} Los valores de la impedancia y admitancia compleja de excitacién
b) Los valores de la resistencia v la reactancia que corresponden al
circuito equivalente serie, y los valores de conductancia y suscep-
tancia que corresponden al circuito equivalente paralelo del di-
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polo dado. .
¢) Los valores de las potencias aparente, activa y reactiva totales.
Resultados:
a) Z=10e"j60Q
¥=0,1i600
b) Equivalente serie: Rs =581 Xs=—8,66 %)
Equivalente paralefo: Gp =50m0, By =86,6 mT

c) Bs=500e-i80 va
P =250W
Py =—433,11 VAr

7.18.4)Suponiendo que el circuito flustrado en la Fig. 7.58 sea el modelo
circnital idealizado de un capacitor regl, se pide calpular su factor de mérito

Resultado:
| X 48 | 1000
0= 3= 500
Qi_(,’__‘ C=1nF
vi{t)=100sen(314t-15°) v Ry = I0OMA
DP v(t)? L=TnHy

[ :
" ~ i(1)210sen (3141 +45°)V ‘ R-20
“‘ @=10%¢/s

Fig. 7.87

ow



capitulo

Lugares geométricos
de las funciones de impedancia
y admitancia complejas

8.1 Introduccion

En los capitulos 6y 7 se estudio el régimen senoidal premanente, y se encontra-
ron 1as relaciones existentes entre 1as variables complejas. Dichas relaciones se es-
tablecieron por medio de ecuaciones: peroes de hacer notar que las relaciones
mencionadas se interpretardn mds rdpidamente en un grifico que a través del |
andlisis de las ecuaciones. Debido a ¢llo, es que en este capitulo se desarroliarin
métodos grificos para describir el comportamiento de circuitos en régimen senoi-
dal permanente. ‘ '

Para dicho régimen se encontraron expresiones caracterizantes para un estado
dado de un circuito eléctrico, por ejemplo la impedancia,

7 =R+iX =2 i

naturalmente, esta expresién serd vdlida para un dado circuito cuyos elementos
constitutivos son constantes y para una frecuencia dada.

[
————

O, ._*,_.‘:f ‘

Fig. 8.1

Pero, que sucede con el valor de 1a impedancia si se modifica el valor de algunos
de los elementos pasivos incluidos o bien la frecuencia. Serd considerado por ejem-
plo el circuito en la Fig. 8.1 en el que se varia la frecuencia. La expresién de la impe-
dancia resulta:
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Z =R+jwk ' 8.1)
al ser 1a Ec. (8.1) un niimero complejo podrd desdoblarse en médulo v fase,
Z=+R+ &’ L% (8.2)
g, = arc tg WL (8.3)
R
obsérvese enla Ec. (8.2) que si,
w = 0 Z = R
W > o Z = wi

que se grafica en la Fig. 8.2.a).
Por otra parte, en la Ec. (8.3) si,

w = 0
w - e ¢, = 72
qué se grafica en la Fig. 8.2.b). L

z

€
2
ENE

Fig. 8.2

De una sola mirada, se concluye que los gréficos de 1a Fig. 8.2 ofrecen mas clara
y zépéc)iamente la informacién que la Ec. {8.1) o sus equivalentes, a saber Ecs. (8.2)

8

Pero el método de representacién empleado presenta ciertos inconvenientes.
Los grificos son cualitativos, puesto que, para ser cuantitativos deberian ser cons- .
tryidos punto a punto, lo cual serfa impractico. Por otra parte, al ser las funciones
de variable compleja, se necesitardn dos grdficos para representar una funcién, Fi-

nalmente, es de hacer notar que para casos complicados dichos gréficos son difici-

Jes de construir,

A la luz de los inconvenientes mencnonados es evidente que debera encontrarse
un método que los elimine.

Nétese qué se hatomado como ejemplo a la impedancia, como puede tomarse, se-
gan sea el caso, a la tension, corriente o potencia, todas funciones de variable com-
pleja en régimen senoidal permanente,

8.2  Definicién de los diagramas de immitancia

Los inconvenientes del método indicado en la introduccién pueden solucionar-
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se paulatinamente adoptando otro criterio para la representacion grafica. Es posible
partir de un grifico como el mostiado en la Fig. 8.3, en el que se lleva en el eje
de abcisas la parte real de la funcion a representar y en el eje de ordenadas la parte
imaginaria de la misma, al variar algunos de los pardmetros circuitales,

dm

{
R Re
Fig. 8.3 Fig. 84

Pers es de importancia resaltar Que, en general, tanto la componente resistiva
de un circuito, como la reactiva, pueden depender de todos los pardmetros del cir-

cuito, como puede deducirse por ejemplo del circuito flustrado en la Fig.8.4. Para
el mismo resulta:

SR - Rtjwl
V= ®"%500  Rijel

_ R jwl = Rijwl (R jwl)

‘ R+ jwl — RT 4 2 ?
5 (;.)2 LZ R + J (;JZRZ
TR 4wt R?* + w? L?

por lo que en general puede decirse que,
Z = {(R;L;C,w)
o, = f{R;L;Crw)
Ge [Z ] f(RL C:w)
Im[Z] = f(RL:Ciw)

Es decir que, al situarse nuevamente en ¢l diagrama ilustrado en la Fig, 8.3, ¢l
punto que determina el extremo del fasor impedancia corresponde a un determi-
nado valor de resistencia, inductancia, capacitancia y pulsacion de un circuito da-
do. 8i para el mismo circuite se varfan algunos de los pardmetros indicados, el ex-
tremo del fasor se desplazard describiendo, por ejemplo; la curva indicada,

En consecuencia, serd Hamado diagrama de impedancie al lugar geométrico des-
cripto por las sucesivas posiciones que adopta el extremo del fasor impedancia en,
el plano complejo al modificarse el valor de la variable independiente, que puede
ser indistintamente s, R, L o C. ’

Pensando ahora en términos de admitancia, al ser esta altima la inversa de la im-

i

il
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pedancia, es evidente que la frasformacion inversion adquiere importancia, Es de-
cir que, hallado uno de los diagramas, por la trasformacion inversa serd posible ha-
Hlar el otre, dado que:

7 =27 el¥z (8.4)
? = ..é_. e"j@Z ) o (8.5)

que pueden interpretarse en el plano complejo como se muestra en la Fig. 8.5. Al
variar alguno de los pardmetros circuitales los extremos de ambos fasores descri-
birdn un diagrama. De esta manera, la curva inversa de la impedancia es el lugar
geométrico de los extremos del fasor admitancia, y se denomina diaggrama de ad-
mitancia. Nétese que el diagrama de impedancia estd en el plano R; jX mientras
que el de admitancia lo estd en el G; jB. Ademds, dado que siempre R >0y
G > 0, estos diagramas estardn confinados en el primero y cuarto cuadrante,

Vislumbrada entonces la importancia de la trasformacion inversién, se vera
aghora la manera de invertir un punto en forma grafica.

3,

<!

Fig. 8.5 ; : Fig. 86

83 Inversién en forma grifica

Se estudiard como se puede invertir, punto a punto una curva. Dado un dia-
grama de impedancia, tal como el que se muestra en la Fig. 8.6, y en particular de-
seando invertir el punto A de la misma, el procedimiento a seguir ¢s el siguiente:

a) se une el punto A que se desea invertir con el origen de coordenadas.

b) se traza una circunferencia con centro en el origen y radio unitario.

¢} se traza por el punto A una tangente a la circunferencia mencionada, obte-
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niéndose un punto de tangencia T. = .

d) por el punto T se traza una perpendicular al segmento OA. El segmento OB
asi determinado representa el médulo de la admitancia que corresponde al
de 1a impedancia del punto invertido, interpretado en la escala de admitan-
cia correspondiente.

e} debido a que @y, = — y, se traza por el origen una semirrecta que forma un
angulo — @, con el eje real ¥ se trasporta el segmento OB sobre dicha semirrecta.

El punto B’ asi determinado es elinverso del A; y el segmento OB es el repre-
sentativo de la admitancia compleja correspondiente al de fa impedancia compleja
OA.

Segin se derivade las Ecs. (8.4) y (8.5),

1
Y =2 v, = —@
Zyy zZ

y como por corgtfuccién ¥y=— ¢,, para dar veracidad a este método se deberd
demostrar que OB = Y. Esto puede deducirse de la siguiente semejanza de tridn-

gulos:
AN

A
OAT ~ OBT
que permite plantear la siguiente relacién de proporcionalidad:

OT _ OB »
M= ME 8.6
O0A OT ®6)
por construccion OT = 1y DA =27 por lo cual la Ec. (8.6) se reduce a:
1 _-0B
y4
OB =Y

que eslo que se queria demostrar.

Es evidente que el método descripto permitird invertir puntos, v en conse-
cuencia curvas, pero no resuliq practico. Serd necesario buscar un métedo general de
inversién; pero previamente se deberd conocer qué tipos de figuras geométricas
son los que se presentan al estudiar el comportamiento de los circuitos eléctricos.

84  Lugares geométricos de las variables asociadas a los circuitos eléctricos
Im

v VipriwL2iz

v
VipEiwLi

~

He

VpaRi2 Vg =RIl

Fig. 8.7 , Fig. 8.8
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Considerando, por e¢jemplo, el circuito mostrado en la Fig. 8.7, excitado por un
generador ideal de tension. Para un dado valor de inductancia L, , se establecerd
una corriente /1, cumpliéndose que:
como se ilustra en la Fig. 8.8.

Para otro valor de inductancia L, , tal que L, > L, resultari:
Vr , + vy , = vV

Be observa a través de este ejemplo que la composicion fasorial de las tensiones
en cada elemento v para cada valor de inductancia resulta un fasor ¥ de médule
constante. Es decir que al variar la inductancia, se modificard la diferencia de fase
éntre tension y corriente, de tal manera que el extremo del fasor tension total des-
cribe un arco de circunferencia. Tomando ahora, por ejemplo, el mismo circuito
pero excitado por un generador ideal de corriente, como se muestra en la Fig. 8.9.

45, k
Vz VLZ: jwraf
i
v Vypsjwity
] . Qe
Fig. 89 7 TR
o Fig. 8.10

En 1a Fig. 8.10 paraun valor L 1 se cumplird:
VR + -I;;L . = f;l

Paraun valor L,
VR + VL 2 j Vz
es decir que al variar la inductancia, variard ¥V, pero al ser la corriente constante,

también lo sera Vg, de tal manera que el extremo del fasor tension total describe
la semirrecta indicada. Notese por otra parte que si en este ejemplo, se dividen los
mddulos de todos los fasores por el de la corriente, se-obtiene un diagrama de im-
pedancia. : ’

Si se contintia analizando una gran cantidad de circuitos s encuentra que los
lugares geométricos de las variables asociadas serdn en general rectas, que se pueden
determinar con dos puntos; o bien circunferencias, que se pueden determinar con
tres puntos o dos puntos ¥ una condicion de tangencia.

Lo anteriormente mencionado marca la conveniencia de analizar la inversién de
los lugares geométricos indicados.
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8.5  Propiedades de la inversion de rectas y circunferencias

Mediante un estudio analitico se encontrard la manera de ver en que se tras-

forman, mediante inversién, 1as rectas y circunferencias.
Recordando que la ecuacion general de la circunferencia en coordenadas carte-

sianas esta dada por la Ec. (8.7}
a(x?+y)) +bx +cy +d = 0 8.7)

Para encontrar el equivalente de la Ec. (8.7} en el plano complejo de impedan-
cia s realizaran los siguientes cambios:

Z = x+ iy
=5 iy
por lo cual, segin se vio en el Cap. 6,
Z7r o= x4y (%2}
S 7+ Z*
Z+Zx=2x & ox= (8.9)
Z - Z* = 2jy . y :_Z_zf Z* {8.10)
i ,
reemplazando las Ecs.(8.8), (8.9} y (8.10) en la Ec. (8.7) resulta:
aEZ*+bZ~f2.£f+c_Zj,:_é’i+d=o 8.11)
2]

donde la Ec. (8.11) representa la ecuacion general de la circunferencia en el plano
complejo de impedancia. Para pasar fa Ec. (8.11) al plano de admitancia bastard
reemplazar en la misma las relaciones conocidas,

-t 1 = 1
Z m— vy VAN
Y Y*
surgiendo:
a __}_ +_b._~(-i__+_~;_)+f.(.:1.__.‘._i~)+d = 0 (8.12)
Ty= 2 ¥V y= 2y i

operando en la Ec. (8.12):

1 BY*+Y ¢ Ye¥
Yye 2Yy* 2l Yy«
multiplicando 1a Ec. (8.13) por Y ¥ *y ordenando la misma:
iy )7#: + b y+y® o Y-ve a =0 (8.14)

%

donde la Ec. (8 14) representa la ecuacion general de la circunferencia en el plano
complejo de admitancia.
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De la comparacion las expresiones dadas por las Ecs. (8.11) y (8.14) se despren- -
den las siguientes propiedades.

Primera propiedad: al aplicar la trasformacion inversion a una circunferencia, o
como caso particular s una recta en el plano de impedancia, se obtiene una circun-
ferencia o como caso particular una recta en el plano de admitanéia. Las distintas
posibilidades se detallan en el cuadro de la Fig. 8.11.

P _ - 1
Cocton, BLANG 7 I PLANG T
+
a=0 f .
Recta gue pasa por el origen ;Recm que pasa por el origen
=0 N ,
T 4,4 e e e e e e st .-

Circunferencioc que

4
a=0 -
Recta que no pasa por &l origen
a#0 }’

pasa por el grigen

, 3 o [
a# (0 (Circunferencic que { .
) iRecta que no pasa por el origen
¢=0 |pasa por el origen 1

£ S USSR

§

i ] X e
o0 i(Circunferencic que O lCi‘rcunferencia que
g # (O |no paso poreiorigen )no pasa por el origen .
S o
l .
Fig. 8.11

Segunda propiedad: a través de la inversidn no cambia el signo de ia parte real.
Esto se desprende de 1a comparacion de signos de los segundos términos del pri-
mer miembro de las Ecs. (8.11) y(8.14). Se establece que si en el plano de impedan-
cia la.componente real estd en el semiplano positivo, en ¢l plane de admitancia la
componente real correspondiente al punto inverso también estd en el semiplano
- positivo y viceversa.

Tercera propiedad: a través de la inversidn cambia el signo de la componente
imaginaria. Esto se deduce de la comparacion de signos de los terceros términos
del primer miembro de las Ecs. (8.1 i) v (8.14).Estableciéndose que sien el plano de
impedancia la componente imaginaria es positiva, en el plano de admitancia resul-
tard negativa y viceversa.

Cuarta propiedad: a través de la inversidén se mantiene ef valor absoluto del ar-
gumento pero cambia su signo. Esta propiedad se desprende de la conjuncidén de la
segunda y tercera.

Las propiedades enunciadas serdn de utilidad para la construccién de los diagra-
mas. .

8.6  Escalasenlos diagramas dé immitancias

Para estos tipos de representacion no podran adoptarse escalas arbitrarias pues
debe cumplirse la relacion: .
Z =—
Y
de la que se deriva que el producto de los mdadulos de la impedancia y admitancia
debe ser la unidad, por o cual:
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ZYy = 1 (8.15)

si por otra parte se adoptan las siguientes escalas:

a2
cm

]

Esc. £

it

812
o

Esc. Y

Los valores de Z e Y estardn representados por segmentos de recta que mediran
a fem]y b [cm] respectivamente. En virtud de elio, los mencionados médu-
los de las immitancias pueden expresarse como:

Z = alem] a [ 5] : (8.16)
- cm

Y = blem] B{.5. (8.17)
cm

reemplazando las Ecs. (8.16) y (8.17) enla Ec. (8.15):
afem] o[ yb[em] B8] = 1
crm cm :

por io cual deberd cumplirse que:
aaebff =1 (8.18) .

Nétese que si para una dada representacion se eligen por ¢jemplo ¢ y 8, y se
conoce el valor de Z, o bien el de ¢, quedard determinado el valor de b que corres-
ponda. Si se encara la representacion fijando los valores de ¢ y b y algunas de las
dos escalas, la restante quedard condicionada a los valores ya fijados. En otras pa-
labras, la Ec. (8.18) dice que elegidas tres magnitudes, la cuarta quedar fijada por
dicha relacién.

Jen

N
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8.7 Calculo del radio de la circunferencia unitaria en base a las escalas de immi-
- tancia,

En el pardgrafo 8.3 se estudié la inversién de un punto en forma gréifica, tal
£omo se reitera en Ja Fig. 8.12 apareciendo en el procedimiento el trazado de una
circunferencia de radio unitario, denominada r,. Dicho radio unitario depen-
dera de las escalas que se adopten, y con el objeto de encontrar Ia manera de cal-
cularlo se simplificard el problema presentado en !a Fig. 8.12, suponiendo tratar
con una impedancia que sea resistiva pura. En ese caso ¥, = ¢y = Oyenelplano
de impedancia se tendrd un punto sobre el eje real, como se ilustra en la Fig. 8.13.
Naturaimente, su punto inverso en el plano de admitancia estara también sobre el
misino eje.

Pero por definicién, la circunferencia unitaria debera temer un radio tal que la
representacion de un punto sobre la misma, en el plano de impedancia o admitancia,
¥y la inversior de dicho punto en el plano que corresponda, deberdn encontrarse
sobre 1a mencionada circunferencia, En consecuencia si en la Fig. 8.13 son situados
{os puntos correspondientes a Z e ¥ sobre la circunferencia de radio unitario, se
encontrard en el estado descripto en la Fig. 8.14, para el cual:

‘ a=h =1y, . O (8.19)

reemplazando ia Ec. (8.19) enla Ec. (8.18) resulta:‘ ‘
“ruaruB’—“‘l
1 (8.20)

rplem] =

a[%}ﬁ[%]

La Ec. (8.20) da la forma de célculo del radio de la circunferencia unitaria en
funcion de las escalas de impedancia y admitancia. :
4 3m I

I

Fig.8.13 . Fig. 814
8.8  Diagramas de tension, corriente y potencia O

Se supondri por ejemplo, el dipolo pasivo ilustrado en la Fig. 8.15, del cual se
conoce su diagrama de impedancia, excitado por un generador de corriente. En
estas condiciones toda variacién en la impedancia se traducird en una variacion de
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1a tension sobre la misma, dado que la corriente no se modificara pués la impone
el generador, En consecuencia, el diagrama de impedancia disponible, podré tras-
formarse en un diagrama de tensiones, si se lo interpreta en la siguiente escala:

|

2 1 - B

V.73 ieY v
o Fig. 8.15 Fig. 8.16
i Esc. ¥V = I Ese. Z (821)
y" como la potencia aparente es:
B, = Viv= ZI* = 71
el mencionado diagrama de impedancia se trasforma en uno de potencia, si se lo
interpreta en la siguiente escala:

Esc.Py = I? Ese.Z (8.22)

Por otra parte, considerando el modelo que muestra la Fig. 8.16, suponiendo
conocido el diagrama de admitancia del dipolo pasivo. En este caso cualquier
variacién en la admitancia se traducird en una variacién de corriente, dado que
la tensidn es impuesta por el generador. Por lo tanto, el diagrama de admitancia
disponible podra frasformarse en un diagrama de corriente, si se lo interpreta en
la siguiente escala: ‘

Esc.I = V Esc. Y (8.23)

y por razones similares al caso anterior el mencionado diagramade admitancia se
trasforma en uno de potencia, si se los interpreta en la siguiente escala:

Esc.P, = V? Bsce. Y (8.24)
Enefecto: P, = VI* = VVy*Y* = y* 12

§
89  Problemas resueltos

8.9.1) Dibujar los diagramas de impedancia y admitancia para los distintos
circuitos que se muestran en la Fig. 8.17.

Solucion:

En este primer ejenaplo se trazardn los diagramas pedidos en forma cualitativa y
se flesarrollarén en detalle a efectos de complementar la explicacién teérica. En los
proximos problemas se dard un resumen del procedimiento y la solucién grifica.

a) Dado que este caso es una configuracion serie se comenzaré la graficacién en
el plano de impedancia llevando R en el eje real v X en el imaginario, como se
muestra en la Fig. 8.18,

Z=R + jwl
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(a) by (c) 0 (d)
T S o
e C
L /% c :“: R/%( ‘ R/éf ‘?é L 3 [ofpme
O O ®
W= cle @ =cte Wecte R=cte
R=cte C =cle C =¢le L=cte
odt (= 0\<R<°° L =cte C=cte
- ogRm 0w (=
Fig. 8.17

paral = 0;Z =R y se lieva este valor sobre el eje real obteniéndose el punto A.
Para un dado L,, se tendrd jewsl, = 1X L, que se Heva sobre €l eje imaginario, y

que sumada fasorialmente a R determina un punto B-del diagrama. Es evidente
que al ser R constante, y al componer este valor con las variables de jwl = jX;

se obtendrdn puntos ubicados sobre una semirrecta perpendicular al eje real y que
pasa por R.. Ademds, siL. — =, Z - ooy como la reactancia de este circuito es
-siempre positiva, la semirrecta estazd definida solamente para valores positivos de
reactancia. Dicha semirrecta representa el diagrama de impedancia v es el lugar
geométrico que describe el extremo del fasor impedancia al variar la inductancia.

TL—«: i8

ix

R S

{ —= 00

1
o
i
-
|

Fig. 8.18 T Fig. 8.19

Realizando ahora la inversion del diagrama de impedancia para obtener el de
adrnitancia, por lo cual se trabaja en el plano de admitancia G; jB mostrado en
la Fig. 8.19. Se pensard en invertir la semirrecta mostrada enla Fig. 8.18 y su pro-
longacidén matemadtica, mostrada en Iinea de trazo, lo cual facilitars el proceso. Se-
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gin se estudid en el pardgrafo 8.5 a una recta que no pasa por el origen le corres-
ponde una circunferencia que pasa por el origen. Comq la componente real no
puede cambiar de signo a través de la inversion, siendo Qe [Z] > 0, debe Re[Y]
> 0. para todo el diagrama. Por lo tanto la circunferencia debera ser tangente al
eje imaginario en el ogigen. QOtro punto puede obtenerse como ¢f inverse en que el
diagrama de Z corta al eje real, es decir 1/R.

Se dispone ya de la COHdlCIOH de tangencia al eje imaginario en el ongen y
dos puntos, el origen v 1/R porlo cual puede trazarse la circunferencia en el plano
de admitancia tal como se muestra en la Fig. 8.19. Como a través de la inversién
cambia el signo de la parte imaginaria, sien ¢} plano Z la componente imaginaria
es integramente positiva, en el plano Y serd totalmente negativa, por lo cual el dia-
grama de admitancia corresponderd a la parte de ordenadas negativas de la circun-
ferencia. Esto Gltimo también puede determinarse en base a la cuarta propiedad
estudiada en el pardgrafo 8.5, pues si:

0 < ¢, <72
debers ser:
-2 < ¢y < 0

La utlhzacmn de este Gltimo criterio suele ser mds conveniente a medida que
los diagramas se van complicando. Es de hacer notar, que ambos diagramas general-
mente se construyen en un mismo grafico, debiéndose interpretar el plano de im-
pedancia v el de admtancia en las escalas que correspondan, cuando se trabaje con
valores determinados para los parimetros circuitales. Dicha situacién se muestra.
en el grafico de a Fig. 8.20.

iB (UM X () s Xy d e (v
TL‘m R w0 RrR—=0
_j@wC=gte | ¥ —®
—Z
fL=0 G(U)
R R - RN
/ QOF=0
A\ ‘ z
o \
N
R R
014  Rwco
Fig. 820 - Fig. 8.21

b) Dado que es un circuito paralelo, se comenzara a graficar en el plano de ad-
mitancia.

Asignando un valor determinado para la susceptancia capacitiva, y observando
que para el circuito,
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v - L
Y =3

puede trazarse el diagrama de admitanciz que se muestra en 1a Fig, 8.21.
Invirtiendo dicho diagrama se pasa al plano de impedancia, aplicando las
propiedades vistas en el pardgrafo 8.5, se obtiene la circunferencia indicada, cuya
porcion vélida es la indicada en trazo grueso.
¢) Se comienza la construccidn en el plano de impedancia pues esuncircuito se-
rie. Dado que para el mismo:

7 . 1 .
; = -+ — — = -+
Z R + j{wl c} E iX

+ jwC

se elige para X un valor arbitrario, por ejemplo positivo, como se indica en la Fig.
8.22, y se traza el diagrama de unpedanma Pasando ahora 2l plano de admitan-
cia invirtiendo el diagrama de Z, hallindose el correspondiente al de ¥ por apli-
cacién de las propiedades vistas en el pardgrafo 8.5, cuya porcién vilida es la indi-
cada en trazo grueso.

d) Como es.un circuito paralelo se comienza la construccién en el plano de ad-
mitancia. Dado que para este circuito,

7 1
Y = — + (wC—m) —t ] B
2 j R +}
se ﬁ'aiy se traza el diagrama de Ymostrado enla Fig: 8.23, puesto que la sus-
} .

R
ceptancia serd variable de — cog -+ o Invirtiendo dicha recta se pasa al plano de
meedancxa obteniendo el carrespondlente dlagrama deZ. -

jstw b jx () .
R~ - R —es oty
_iX=cte | 4—— z —
R(Q)
- G (V)
s O\ =
( ¥
\
\\
N
e e
ix Q/R__O
Fig. 8.22

Notese que ambos diagramas cortan al eje real en puntos que corresponden a
un determinado valor de pulsacion y que se indica como wy . Para dicha frecuencia
el circuito es resistivo puro, hallindose en resonancia de factor en potencia unitario.

89.2) Para el circuito dado en la Fig. 8.24 se pide:

a) Dibujar el diagrama de impedancia correspondiente a los puntos A—B del
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circuito.
b) Identificar en el diagrama los puntos correspondientes a resonancia de factor
de potencia unitario v al minimo de Z AB-

iB {0y

l R = cte

L =cte
R c
C§ Re=cte
ogc e

ow

Fig. 8.23 Fig.8.24

Solucién:
a) Se comienza en ¢l plano de admitancia graficando,
= i

Yp z—k':‘"‘i" jwl

resultando la semirrecta indicada en la Fig. 8.25. Invirtiendo el diagrama de ’fp se

halla el correspondiente a _Z“p. El diagrama de impedancia visto desde los puntos
A-DB resultard:

Zyp = Rp +jwl +Z, =2, + 2,

y a efectos de no desplazar el arco de circunferencia, se realizard un cambio en el
origen de coordenadas, desplazando la parte real en un valor —R; y la imaginaria

en un valor —jwL, obteniéndose un nuevo origen O’. Desde este nuevo origen se
miden sobre el diagrama de Z p los valores correspondientes a Z 4 p.

b) Para el presente diagrama, el punto B es el correspondiente a resonancia de
factor de potencia unitario, que se da para un valor de C intermedio entre cero ¢ infi-
nitp. Para el mismo el circuito se comporta como resistivo puro o sea que ¥Z AB

= (. Nétese que en el ejemplo se adoptd un valor muy especial para la reactancia
inductiva, asi fue que el nuevo eje real interceptd al diagrama de impedancia en un
solo punto. Si se toma un valor de reactancia inductiva menor que el anterior, se
tendrdn dos puntos de intercepcion con el eje real, es decir dos puntos de resonan-
cia de factor de potencia unitario, que se dardn para dos valores de C distintos. Si
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en cambio se adopta un valor de reactancia inductiva tan grande que el diagram;i
de impedancia no corte al eje real, no existird ningan valor de C que lleva al circui-
to 4 resonancia de factor de potencia unitario,

Xty s
C o0
t T % ORIy

o . Fig. 8.25
- El punto A es el correspondiente a minima impedancia, y s¢ halla trazando en
el diagrama de impedancia el menor fasor que une el origen de coordenadas O’ con
el mismo.

Obsérvese que en estos tipos de circuitos, a diferencia de los circuitos resonan-
tes serie o paralelo vistos en el Cap. 7, no se da simultdneamente la condicién de
resisitivo puro y de minima impedancia o admitancia. Es por esc que podrén de-
tinirse dos tipos de resonancia, la de factor de potencia unitario v la de immitancia
mjnima,

8.9.3) Dado el diagrama de impedancia mostrado en la Fig. 8.26 se pide:

a) Hallar el de admitancia correspondiente sabiendo que Esc. Z = 58/cm,

b) Suponiendo que el circuito a que corresponde ¢l diagrama de admitan-
cia encontrado es alimentado por un generador de tensidn, de valor efi-
caz 100 V, calcular las escalas que deberan utilizarse para convertirlo en
uno de corriente y en uno de potencia,

Solucion: . :

a) Se construird el diagrama de admitancia sobre la misma Fig, 8.26. Se in-
vierte la semirrecta AC, le corresponderd en el plano de admitancia una circunfe-
reficia que pasa pos el origen. Al arco de circunferencia ABC le corresponderd un
arco inscripto sobre una circunferencia que no pasa por el origen. En consecuencia
bastard invertir tres puntos del diagrama de Z, por ejemplo el A;B y C que son los
mAs convenientes.

Se utiliza el método visto en el pardgrafo 8.3. El radio unitario se calcula con la
E¢. (8.20),



wio Andlisis de Modelos Circuitales

R 1
r‘u(cn’l) \/a [_ESX%‘_J ﬁ[%]

comoa = Esc. Z = 5 § es dato, se puede fijar el radio unitario en 5 cm de
cm .
donde la escala de admitancia resultard:

i 1 -3
- B ¥ = = =8 . 107/
B = b fle 25 .5 rem
s XAl
A
/
= / 3

R ()
G (W

Fig. 8.26

Con estos datos se invierten los puntos mencionados obteniéndose los puntos
A, B’y C. La inversién de la semirrecta AC corresponders a un arco de circunfe-
rencia que pase por A’; C’ y el origen. Al arco ABC le corresponderd en el plano de
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admitancia un arco de circunferencia que pase por los puntos A’ B’y €’ De esta
manera se dibuja el diagrama de Y.
b) Segiin la Esc. (8.23)

1!

Esc.7 V Esc. Y {8.23)
Esc./ = 100{V]8 .10 8] = 08[_A)
cm

v por la Ec. (8.24):
Esc.P; = V? Esc. Y ..

Esc.Py = 100 [V]P 8 . 1077 [ O] = 80[VA]
cra cm

8.9.4.) Para el circuito ilustrado en la Fig. 8.27 se pide:

a) Dibujar el diagrama de admitancia, identificando en todos los diagramas
intermedios los puntos correspondientes a «w = 0; 500; 1000 ¢ infinito,

b) (A qué se reduce el diagrama de admitancia fotal? ;Qué significa el re-
sultac%o. obtenido, desde el punto de vista del comportamiento del cir-
cuito?

1
£ L

LatHy
CslpF
RL=RC=“‘
Ry Re¢
¢
Fig. 8.27

Solucion: )
Dado que R, = R; = 1k{ para un diagrama de dimensiones c6modas es
conveniente adoptar una escala de impedancia

- Es.Z = 1003%—

Comenzando la construccion en el plano de impedancia se empieza con la
rama md uctiva y para la cual:
Zp =Ry jwl

de acuerdo a lo estudiado y a la escala adoptada, resulta el diagrama para ZL mos-

trado en la Fig. 8.28.
Ademas,
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ZL‘@:O = R, = 1000Q
Z, 500 {1000 + 500) Q
ZLIWZIOOO = (1000 +j 1000) Q
4),.." "

valores que interpretados en la escala de impedancia permiten identificar en el dia-
grama de Z, , los puntos que s¢ desean. :
Pasando a la rama capacitiva, se tiene:

—Z—,.‘:R 1 1
¢ ¢ JwC

Y esulta o) diagrama ée?c mosiato enla Tig. 323, Ademas,

Bl ¢ &

W=1000

S e \

ESCALA A\

1
fllcm

f———

w300
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ZCL}____G - oD
Z, - = {1000 —;2000)
C}QJSSOO v j ) :
ZC; = (1000 - 1000) Q
w=1000

valores que interpretados en la escala de impedancia permiten identificar en el dia-
grama de Z - los puntos que se desean.

Se deberdn invertir ahora los lugares geométricos de Z y Z , para hallar los co-
rrespondientes de Y eY ¢ ¥ luego sumarlos para hallar Ia adrmtancxa total. Previo
a la inversion con el objeto de pasar al plano de admitancia, se debe adoptar la
. escafa. Sipor ejemf)fo se desea que el punto inverso correspondiente a la intersec-
¢cién de las sermrremas con el eje real, coincida con dicho punto, es posible adop-
- tar:

s U
cm

Con estos datos, y utilizando las propiedades estudiadas en el pargrafo 8.5 se
encuentran los lugares geométricos correspondientes a Y e YC Para identificar
€n los mismos puntos marcados en los diagramas de nnpedancxaa se unen dichos
puntos con el origen, y de allf se trazan semirrectas de forma que en cada una de
ellas se cumpla lo siguiente:

Esc. Y = 107

¥ YL = - (pz
(p YC = - ‘pZ
y donde dichas semirrectas cortan a fos diagramas de admitancia pueden ubicarse

los puntos correspondientes a las pulsaciones indicadas.
Finalmente,

Yp = Y, + Y,
b) El diagrama de admitancia total se reduce a un punto sobre el eje real para

I SR R T RO
R R

Nétese que en la Fig. 8.28 a rl;mdo decejemplo se han sumado parcialmente,
¥, + Yo para w = 500
Y, + Yo para w = 1000
resultando en ambos casos Y. = 1070
Es decir que el circuito se comporta como resisitivo puro para todas las frecuen-
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cias, dicho en otras palabras, el circuito paralelo de dos ramas indicado en la Fig.
8.27 para los valores dados resuena a todas las frecuencias.
En el Cap. 12 se estudiari este circuito en detalle.

8.9.5.) Dado el circuito ilustrado en la Fig. 8.29 se pide:

L= 1Hy
C=lpF

[ R_=a00n
0 K& (=

Fig. 8.29

a) Dibujar el diagrama de admitancia y marcar los puntos de losdiagramas
que corresponde 2 w = 0;400;800; 1200, 1600; 2000 e o=,

b} Indicar los puntos comespondientes a resonancia, condicién de factor
de potencia unitario y de admitancia minima, hailando las frecuencias
que le corresponden por interpolacién.

Solucion:
a) Comenzando la construccién en el plano de impedancia, representando el
lugar geométrico de la impedancia de la rama inductiva,

Z; = Ry + juL
adoptando una escala para impedancia:

Esc.Z = 200 __S_?‘_
_ cm
resultando la semirrecta indicada como Z; en la Fig. 8.30. Sobre la misma pue-
den indicarse los puntos correspondientes a las pulsaciones pedidas, calculando el
valor de las reactancias a esas frecuencias e interpretindolas en la escala de impe-
dacia. . -
Invirtiendo el diagrama de Z; sehalla el de ¥ en el plano de admitancia,

adoptando una Esc. Y = 2,5 « 107* 5/cm. Sobre dicho diagrama, trazando semi-
rrectas que forman un dngulo ¢ y, = ¢, .8 determinan los puntos correspon-
dientes a las pulsaciones indicadasL. £

Teniendo_trazado el arco de circunferericia_que es el lugar geométrico corres-
pondiente a Y, se traza el que corresponde a Y -, resultando: :

Yo = jwC

que para distintos valores a <o resulta una semirrecta coincidente con el eje imagina-
rio. Se calculan luego sus valores para los valores asignados a s, se interpretan en
la escala de admitancias y se indican sobre dicho diagrama. Finalmente, el diagra-
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B WX Q)

“M)oo
'w=2000

w=1600

Z

- @=1200 lom

Fig. 8.30

ma total se representa como:
que en este grafico se halla sumando parcialmente los valores de ?L e ?C para

las pulsaciones indicadas.
b) En el diagrama de la Fig. 8.30, el punto A corresponde a resonancia de con-
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dicion de factor de potencia unitario, que resulta en una pulsacién w =920 1

S
El punto B, determinado por el menor fasor trazado del eje de coordenadas al
diagrama, corresponde a resonancia de admitancia minima, que se da para un valor
de pulsacién e = 1030 L
s

8.10 Problemas propuestos

4 i
Ww=cte W=cte ®=cte R=cte
R =cte L =cle R=cte . C=cte
RO o R (= L=cte L=cte
0 e (e ¢ (W (=
Fig. 8.31
B g

Fig. 8.32
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8.10.1)Dibujar los diagramas de impedancia y admitancia que se ilustran en la
Fig. 8.31.

Resultados: :
a) Ver Fig. 8.32,

PX{(n)gjis (U
F Rmoo
P
/
{ z
\ y
N /R=0 :
S i & G
r R((L
o ¥
j_‘;TL:cfe h Rweo - ’é ~+KT
Fig. 833

b) Ver Fig. 8.33.
¢) Ver Fig. 8.34.
d) Ver Fig. 8.35.

8.10.2) Construir el diagrama de impedancia para el circuito mostrado en la Fig, °
8.36. e

Resultado - k ; .
Ver Fig. 8.37. - 1 = 1 =« = = = 1
Notese quie en el mismo Z, = R +W;,YC:%:‘; Yp =Yeo+ YL§Zp=?”
. - 5

ZA B~ Rl + an .
Es decir que el lugar geométrico de Zp se convierte en el de Z 4 p st se mide des-

de el nuevo eje de coordenadas O’.
8.10.3)Dado el diagrama de impedancia mostrado en la Fig. 8.38, se pide:
a) Dibujar el diagrama de admitancia correspondiente, identificando en el dia-
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PXINYgiB ()

i at

JaL

iB U jx (n)
t o

N

L @ Wy
/ aw

R=cte G )

Fig. 8,35



Lugares geométricos de las funcionesde Ze Y 319

(I
A

R
; Ri=cte
R

f Rp=cte
| L%/ Cacte
J_A wecte

¢
oL

B8

[ —

Fig. 8.36

Xy iB(UY ¥ iX () w0 i 7c

zAB{L:L!

\ Re=cte Gp e R -

-R1 G (U)

o o e e T e s e
<
o

Fig. 8.37

grama los puntos correspondientes a R=0; 2; 4;6;8 y 10 chmsy X=0:2;4;6; 8
y 10 ohms. - '

b) Identificar sobre el diagrama encontrado los puntos correspondientes a reso-
nancia de factor de potencia unitario y de admitancia minima.

Resultados: :
a) En Ia Fig. 8.39 se ha dibujado el diagrama de impedancia dado y construido
el diagrama de admitancia pedido, adoptando las siguientes escalas:

Esc.Z =1 82
cm
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(310101
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B Y = B
~ Ese. Y = 0,05 -5

by El punto A indica el correspondiente a resonancia de factor de potencia uni-
tario, ¥ ¢l B el de admitancia minima.
§.10.4)Para el circuito flustrado en la Fig. 8.40 se desea:

R1

A O A
) R1= 5000
R= ik
R§ L§ C== L=50mHiy
C=05pfF
O\<f (e

R e—
Fig.8.40

- a) Construir el diagrama de impedancia.  _  _
b) Determinar grificamente los valores de Zy Y Z 4 p correspondientes a w =

=10* =~
§
Resyltados: '
a) Ver Fig. 8.41. Se utilizaron: Esc.Z = 200 2 Bse.Y=2-10°0
cm . 3 cm

Notese que en el mismo,

7=k (w0
Y, =5 + § (wC wL)
= 1
Z T g
14 Yp

_ZAB :R; +‘_2;p

por lo tanto, el lugar geométrico de Zp se convierte en el de ZA p i se mide
desd# €l nuevo eje de coordenadas O, -

p) ldentificado Y, se determinan los fasores 'Zp y
. {w = 10* Hw=10
z, ﬂl del gréfico, resulta:
o= 10 .ge{Zp] = 05cm = 1009

Iml[Z,] = L5cm = 300Q

Z, = (100-3280) 2
w=10%
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tﬂe[ZAB} = 3cm = 60082

Im{Zup] = 15em = 300Q
= (600 - j 300) 2

Z
vAB w=10%

8.10.5)Para el circuito ilustrado en la Fig. 8.42 se pide:
a) Dibujar los diagramas de impedancias para los datos.

X

ix(a

iB (U}

(TR 2]

Nw=104

-3
07V gy

Fig. 841

L
R
R

0% 0 RUD)

e

——

| S

}, R=cte=3,2:4,5,8,10

j T2l
{
l‘l X=cte=-£,-4;-2,0;2,4,6

J\ o] \<F(ao

Fig. 8.42
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B dyx

fparo R=cte y X #cle

-
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I

‘ Y paro R=cte
\\ / y X¥cte

<

-4

lx-q:o

Y pera X=cte y Recte

tem

Fig. 843

- - Z para X=cte y R¥cle
~
/
«/'
o /
A . L ' 2 ,
S5 6= G5 R ()
R=4 R=6 R=8 R=10

G (U}
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b) Dibujar los diagramas de admitancias correspondientes a los lugares geomé-
tricos del punto a).

¢) Hallar grificamente los valores de las componentes G y B que correspondan
a la impedancia Z = (4 +j4) §2.

Resultados:

a) Adoptando Esc. Z=1 S2 ; el diagrama de impedancia esti compuesto por
cm

las rectas verticales y semirrectas horizontales mostradas en la Fig. 8.43,
b) Por inversién del diagrama anterior se llega al de admitancia, compuestg por
las circunferencias y semicircunferencias indicadas. Se adopt6 Esc. Y = 0,05 &
cm
¢) Se ubica en el plano de impedancia el punto Z = (4 +j4) Q, por ese punto
pasan la recta correspondiente a R=4 0 y X # cte; y X =4 Q v R # cte; donde se
interceptan sus inversas en el plano Y resulta e! valor de ¥ correspondiente.

@e[¥] =G =24cm = 0,120
Jn{Y] = B= 24cm= 0128



capitulo g

Regimen permanente
 de circuitos excitados
por senales poliarmoénicas

9.1 Introduccién

En el Cap. 7 se estudio 1a respuesta de circuitos excitados por sefiales senoida-
les en régimen permanente, vy las potencias que se desarrollan en las mismas.

_ Pero es de hacer notar, que existen muchos casos en los cuales, la forma de se-

0 de excitaciéndifiere considerablemente de la senoidal. Por otra parte, para dar

Uit eiemplo elemental, se mencionardn dispositivos tales como 10s rectificadores,

gg los cuales a pesar de que la excitacién es senoidal, la forma de sefial de respuesta
fo es.

Afortunadamente, existe una gran cantidad de sefiales periddicas, como las
Mancionadas, que pueden descomponerse en componentes armonicas. Estas sefia-
€3 lamadas poliarmdnicas, fueron desarrolladas en el Cap. 2, ademds de calcular-
8¢ sus valores caracteristicos.

Es por ello que, en este capitulo, se desarrollard un método para resolver cir-
Clitos excitados por sefiales poliarmédnicas en régimen permanente. Dado que cada
COmponente es senoidal, ademds de la posibilidad de existencia de una continua,
¢ hard referencia a algunos conceptos y métodos de resolucion estudiados en el

4p. 7 para cada componente en particular,

Se dard comienzo con una revision de los conceptos de dominio de tiempo y fre
CUencia. Luego se verd la forma de aplicar el principio de superposicion con el
objeto de encontrar un método para la obtencidn del régimen permanente de un
Clcuito recorrido por una sefial poliarmdnica. Finalmente se estudiardn las poten-
Clyg existentes en estos tipos de circuitos.

93 Descripcién de una sefial en el dominio del tiempo y en el de frecuencia B

Tendré lugar una revision de los conceptos dados en el Cap. 2; pardgrafo 2,3.5),

SObre algunos aspectos del desarrollo de sefiales periddicas no senoidales en Serie
€ Fourier.

Recordando que una sefial senoidal se define por medio de su valor maximo
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Sm; su pulsacion w, o perfodo T y su fase inicial 8, y puede expresarse como
' s(t) = Sm sen{wt + 8) (9.1)

y la informacion suministrada por la Ec. (9.1) se presenta en el dominio del tiem-
po segiin se flustra en la Fig, 9.1 .

Sm{
[ 1 0
)
8(w)
- ‘T P w
@
Fig. 9.1 Fig. 9.2
Sm (W)
s(1)
i
! i ' I “ &
a b 2wy 5wy 7w,
I
&(w) . ;
| j | |
I ! a i
i ! i : .
. X . @
Fig. 9.3 « } ! l I

Fig. 9.4

Segin se estudio, la mencionada informacion también puede representarse en el
dominio de frecuencia dando lugar a los espectros de frecuencia de amplitud y fa-
se mostrados en la Fig. 9.2, De dicha figura se desprende, que para la sefial senoi-
dal existird una sola componente de amplitud y una de fase en el dominio de fre-
cuencia, Si en lugar de la sefial senoidal, se dispone, por ejemplo, de una sefial pe-
riddica como la mostrada en la Fig. 9.3 en el dominio del tiempo, por interme-
dio de la Seri¢ de Fourier podrd descomponerse en sus componentes en el dominio
de frecuencia como 1o indica la Ec. (9.2),

Siwt) = Ao T I Amy, sen {nwt + 8,) 9.2)
’ n=]

y representarse segln se ilustra en la Fig. 9.4, En la misma se recuerda que <, s
la pulsacién de la componente senoidal de menor frecuencia, llamada fundamenial
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O primera armoénica, que resulta 27 veces la inversa del perfodo de la sefial poliar-
Ménica, Esto es: wy = 27 . Los demds valores de pulsacién que se muestran en
T

105 espectros discontinuos de la Fig. 9.4, son  muiltiplos enteros de . Encon-
Secuencia, si una gran cantidad de sefiales, llamadas poliarménicas, pueden des-
%mponerse en varias componentes senoidales de distinta amplitud y frecuencia,
Seria conveniente extender los conceptos vistos en el Cap. 7 para la solucién indi’
Vidual de cada una de las componentes. Esto es oportunc, dado que la solucién
Para este tipo de sefial en régimen permanente resulta en general sencilla para cual-
Yuier tipo de circuito.

Por otra parte, sila sefial en andlisis posee un periodo grande, los intervalos
“nire arménicas que se ilustran en la Fig. 9.4, serin pequefios, ¥ en el limite, si
¢l periodo es infinito, o sea que 1a sefial es aperiddica se tendrd un espectro conti-
"o, que se analiza por medio de la /ntegral de Fourier. Esta (ltima se reemplaza
tn eate libro por la Trasformada de Laplace.

73 Aplicacién del principio de superposicion para la obtencién de la respuesta

permanente de un circuito excitado por una sefial poliarmdnica descom-
puesta en serie de Fourier,

Si un medelo circuital, lineal como los estudiados en este libro, es excitado por
h generador que provee una seflal poliarmoénica, podra resolverse empleando el
Método de calculo que se indica a continuacién. En primer lugar debe descompo-
Merse Ia seftal poliarménica de excitacién en las componentes que indique la Serie
dy Fourier. Luego se halla la respuesta temporal del modelo a cada una de las ex-
“itaciones componentes. Finalmente, en base al principio de superposicion se halla
fy 3 respuesta del circuito a la sefial poharmomca como la suma algebraica de las res-
“uestas del modelo a cada una de lag excitaciones componentes.

Fig. 9.5

Los tres pasos enuncxados pueden exphc;tarse de la siguiente manera. Supo-
iend(} por ejemplo el dipolo pasivo que se muestra en la Fig. 9.5 excitado por

Uy gcnerado r de tensmn poliarmonica, que en base a la Serie de Fourier puede ex-
Presarse como:

vl = ¥V, +nll Vm, sen (nwt +6"n)
% {o que es lo mismo:

vit) = Vo +Vm, sen{wt+ b, ¥+ Vm, sen Qet+ 9,,2) + ..+
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+ Vm, sen(nwt+8, )
. £
y sintetizando,

vt = Vg + 3’1{:) + Vaft) +.. + Vn{t} 9.3)

es decir que la forma de sefial que provee el generador de tensién periddica no si-
nusoidal, estd representada por la suma de una tension continua y de otras senoi-
dales de distinta amplitud y frecuencia. En consecuencia el generador de tensién
poliarménica mostrado en la Fig. 9.5 puede ser reemplazado por una conexion
en serie de un generador de tensidbn continua y de generadores de tensidn senoi-
dales, tal como se ilustra en la Fig. 9.6. Debido a la linealidad del dipolo, puede
aplicarse el principio de superposicion, resolviendo el dipolo para cada una de las
excitaciones componentes, para finalmente hallar 1a respuesta a la excitacion po-
liarménica como suma de las respuestas individuales a cada uno de los generadores
componentes.

it in(t in{t
b LN 20 JUALIN

T\m + r\>Tv1m + f\;Tvzm 4..“,-. f\,Ivnm

|

/IT‘
L/

TN ~ FOR EL PRINCIPIO DE SUPERPQSICION
POR LA SERIE DE FOURIER

Fig. 9.6

Nétese que en la descomposicion realizada en la Fig. 9.6, el primero de los
generadores es de valor constante en funcién del tiempo. Este implica préctica-
mente resolver el circuito excitado por un generador de tensién continua. Los
restantes son generadores de tension senoidal, del tipo:

Vniy = Vm, sen (nwt + ()vn)

y cada uno de los circuitos componentes deberan resolverse segin la metodolo-
gia expuesta en el Cap. 7. Es decir, que para cada frecuencia deberd calcularse
el valor de la impedancia Z,; y realizando el cociente entre el valor complejo efi-
caz de la tension y la impedancia se obtiene el valor complejo eficaz de la co-
rriente, a saber:

N 7
In = ':1
Zn

donde la respuesta temporal asociada a la componente en cuestion sera:
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in(r) = Jm [I"m]

¥ la respuesta temporal que corresponde a la excitacion poliarménica indicada por
la B¢, (9.3) resulta:

i(t} = IQ + i]([) + i2{t) + ...+ in(t} (9'4)

Nétese, segiin indica la Bc. (9.4}, que la suma de las respuestas individuales se
€fectiia en el dominio del tiempo, ya que en el dominio trasformado jw no podrin
Sumarse los fasores arménicos correspondientes a distinta frecuencia pues giran
€0n velocidad angular desigual

Por otra parte, es obvio que el método serd eficiente s6lo en aquellos casos en
Que Ja Serie de Fourier sea lo suficientemente convergente como para representar
“on suficiente exactitud a la sefial poliarmonica expleando un reducido nimero de
Eeneradores elementales.

—— D }
it} R=10k -
R

C=ipf
v T (t)= i
ty v{1]= 100 +141sen {1001 3—)'

~70,7sen {2001 + %) (V)

Fig. 9.7

Ej@mplo de aplicacion
Para el circuito dado en 1a Fig. 9.7 se pide calcular if¢/.

Sotycion

De acuerdo alo expuesto en el Cap. 2, parigrafo 2.3.5) previo a resolver el pro-
ble_ma, se trasfiere el signo negativo del tercer término de la sefial al d4ngulo de fase,
IeSultando:

vt} = 100 + 141 sen (100 ¢ '_'_72;1) +707 sen (2001 - Z) V

Calculando las respuestas individuales para cada componente,
w = 0

' Para esta pulsacién serd analizado el circuito mostrado en la Fig. 9.8. Como se
“f?ta de unproblema de continua, es evidente que en el estado permanente el capa-
“110r se comportard como circuito abierto y en consecuencia serd nula la corriente.

Sto puede verificarse realizando los cdlculos, a saber:

Zo = R —j = 0% - e > oo

we C 0-10°°




330 ‘ Andlisis de Modelos Circuitales

Ip = Yo 0 (9.5)
w = 1001
b
Para el circuito ilustrado en la Fig. 9.9 resulta:
= .1 4 . 1 a S
Zy = R — = 10" - § e = (10% - 10%) 82
: YIS It~ ¢ i 10

Z, = 14.142 7145 Q
% -j 90° o
[, = =% = _100e 7 707 - 1072 e-i45 A
Z 14.142 ¢~ 45

hy = dm Lim ] = Jm [707 /T 107 ed(100t = 45))

iy = 999 + 107° sen(1001 - 45°) A (9.6)
w = 2001
N
Donde para el circuito mostrado en la Fig. 9.10 resulta:
= = . 1 = 4 o 1 = 4 . <, 4
Z, R——jwzc—lo ]m—u(lo - 30,5 IO)Q.

Z, = 11180 - 12657
- Vs 50,14 ¢73 90

L =t e 2 o = 448 ¢ 1070 71635 4
P 7, 1118071263

by = Tm [ L, ] = Jm[448 « VT « 107 eJR001 63557 4

iy = 632+ 107 sen (2004 ~ 635°) A ©.7)
)
§R
o4
v]»&gl{h & l Vs 107
: L.
I
Fig 9.9 o Fig. 9.10

Noétese que para los componentes senoidales se puede trabajar con el valor mi-
ximo de la tensioén, y hallar el valor méximo de la cormiente, y luego tomar la par
te imaginaria del fasor armdnico mdximo. De esta manera se evitaria el dividir
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¥ multiplicar por \/7 en el proceso. .

Finalmente, la corriente circulante como respuesta a la tensién poliarmoénica
excitadora resulta de la suma de los resultados que dan lasEcs (9.5);(9.6) y (9.7),
por lo cual: '

ift) = 999 « 107% sen(100¢—45%) + 6,32« 107 sen (200t — 63,5°) A

9.4  Potencias en circuitos recorridos por sefiales poliarmoénicas

Segin lo anteriormente expuesto, los circuitos recorridos por sefiales poliar-
ménicas pueden analizarse en funcién de los componentes que indique la Serie
de Fourier, En consecuencia, coexisten sefiales senoidales de distinta amplitud y
frecuencia, 1o que interpretado en el dominio trasformado de frecuencia imagina-
ria, da lugar a la coexistencia de fasores de distinta pulsacidn, es decir que giran
con velocidad angular distinta, Esto hace pensar que el procedimiento de calculo
para las potencias en régimen poliarmonico permanente diferird del expuesto en
régimen senoidal permanente,

De acuerdo a lo analizado en el Cap. 2, paragrafo 2.3.5), una dada tension po-
liarménica aplicada a un circuito y la corriente poliarménica que circula por el
mismo pueden expresarse segin lo indican las Ecs. (9.8)'y (9.9),

Viwt) =V, +,Z, Vm, sen (nwt+9vn) . (9.8)

s'(wt}'= lo + 2 Im, sen (n @it +6; ) - (9.9)

¥ sus correspondientes valores eficaces pueden calcularse segin lo indica la Ec.
(2.51), que dice que elvalor eficaz de una sefial poliarménica es igual a la rafz cua-
drada de fa suma de los cuadrados de los valores eficaces de los componentes de
distinta frecuencia. En consecuencia, a las sefiales dadas por las Ecs. (9.8) y (9.9)
les corresponden los siguientes valores eficaces:

v=yv I, (9.10)

o0

L=+ z I?, (5.11)
Y por definicién el producto escalar de las Ecs. (9.10) v (9.11) se llama potencia
apgrente. .

P, =VIi 9.12)

Es decir que la Ec. (9.12) dala forma de calculo de la potencia aparente en ré-
gimen poliarmonico permanente, como el producto de los valores eficaces de ten-
sidn 'y corrente de la sefial poliarménica. Si bien se define de manera andloga que.
en el régimen'senoidal permanente, nbtese que ahora, segin lo indica 1a Ec. (9.12)
resulta unndmero real. Su significado y unidad son los mismos que en régimen se-
nojdal permanente. Nétese que la potencia desarrollada por las sefiales poliarméni-
cas no es jgual a la suma de las potencias aparentes para cada uno de los compo-
néntes.

Por otra parte, se recuerda que porencia activa es ¢! valor medio de la potencia
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instantdnea para un perfodo completo de excitacion, segin se expresod en el Cap. 7,
Ec. (7.25) que se reproduce:

T .
P = %/ p(t) dt (7.25)
que puede expresarse como:

2n
P = -2—17—;]1) (w1) ifwt) dat (9.13)
0

k reemplazando en la Ec, (9.13) las expresiones de tensién y corriente poliarménicas
dadas por las Ecs. (9.8) y (9.9) resulta:

2m

P = i—;j [V0+ 5‘:1 an Sen(nwt'l'@vn)]

[Is + ngl Im_ sen (nwt + Gin)] dwt

2w 2n

1 1 % ‘
P :-——2-—-7%—-{0 VO Io d(,df +~§—T—I—f0 Vo nzzllmnsen(nwf +92n)dwt +

2w 2w . '
1 o0 1 oo
+ ﬁf Iy n};_l Vm,  sen {nwt + Gvn) dwt +—27J n>;—-1 Vm, sen (net + Gvn)
0

n§1 Im, sen (nwt + ein) d wt (9.14)

En el segundo miembro de la Ec. (9.14), las integrales del segundo v tercer tér-
mino son nulas segin la Ec. (2.31). Las integrales del cuarto término, segin Ia Ec.
(2.33), son nulas para armonicas de distinto orden, por lo cual sélo tendra sentido
resolver las integrales que correspondan al producto de arménicas de tension y co-
rriente del mismo orden. En virtud de lo antedicho, operando en la Ec. (9.14) re-
sulta: 1 -

P = Vo ly +5-Vmy Im,f sen (wit + Bvi)sen (wt + Bil)d wt +

o
2n

1
+ —2-;7Vm2 1m2f sen (2wt +6,,) sen (2wt +6;,)d wt + ..
0
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2’7r o
+ 5 ym, Imn] sen (nwt + Gvn) sen (nwi + ﬁin) dwr (9.15)
: c 0

[as integrales planteadas en el segundo miembro de ia Ec. (9.15), resultan el
pIo

ducto de dos funciones senoidales y pueden simplificarse recordando que:

senasenf = —;—-[ cosf(oe~fB)—cosf{a+8) ]
que aplicada a la Ec. (9.15),

le .{ml

4

P = Volg -+ -

2 2w ‘

[J{ cos(fy, —0;,) dust ——jir cos (2wt +6, +6; )dwt |
0 0

2m

2n
e thz Imtzr

lﬁ wos' by 2 ”Ibi'z\ yawr '5 0S40+ v 2"?-"01' 2\) h"’fjpj b
4n 4 b

2w 2w
4o %ﬂg{ cos(9, ~0; )duwr —

f cos(2newt + an + Gin) dewt 1(9.16)
0

‘4,40 que la integral de la funcién cosenoidal es nula, segin la Ec. (2.30), resol-
vigdo la Ec. (9.16) resulta:

Vm, Im ; ; ., e
P = Volot “ET cos(f, — ;) + <2 cos (8, —61,) + ..

an Imn
. F cos (@"n —&,—n) 9.17)
_ _ an Imn ~ an Im _
;sj 5vn“9in"9"n > 2

v "_,ann
V2 V2

pugSto que estas componentes son senoidales, la Ec. (9. 17) queda:

P = Voly + Viiycosgy + VI cosp, +...+Vy 1y, cos g,
o Jo que eslo mismo,

P = Vi, +n§1 V. I, cos e, = nEO P, (9.18)
cort Yo = 0 por ser un problema de.continua.

{a Ec. (9.18) dala forma de cédlculo de la potencia activa en régimen poliarmé-
nicy permanente, y dice que la potencia activa disipada en un circuito excitado
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por una sefial poliarmoénica es 1a suma de las potencias activas disipadas en el men-
cionado circuito por cada una de las componentes del desarrolio en Serie de
Fourier de la excitacién. Su significado v unidad son los mismos que en régimen
senoidal permanente.

En forma andloga, se define la potencia reactiva como:

P, = ngl Valpseng, = n§1 P‘ln (9.19)

donde naturalmente, la sumatoria debe partir del término 1, dado que no puede
existir potencia reactiva para la componente de continua.

La Ec. (9.19) da la forma de célculo para la potencia reactiva en régimen poli-
armonico permanente, cuyo significado v unidad son los mismos que en régimen
senoidal permanente.

Obsérvese que para el cdlculo de la potencia activa como la reactiva debe existir
un solo férmino para cada frecuencia. Si en los desarrollos de tensidn o corriente
eso no sucede, debe procederse a su suma previa tal como se explict en el Cap. 2
pardgrafo 2.3.5.g).

Al presente, se han definido las potencias aparente, activa y reactiva, que eran
las tnicas existentes en el Cap. 7, y se pregunta si en realidad Ias mismas son
todas las existentes en el régimen poliarmonico permanente. Esto puede averiguar-
se partiendo de las expresiones de los valores eficaces de la tensibn y la corriente
dadas por las Ecs. (9.10) y (9.11) que pueden escribirse:

Ed

= 5 2 )
V= IV (9.20)

= 5 2
? ngo I, 9.21)
dado que cos® ¢, +sen® ¢ = 1 la Ec. (9.21) puede escribirse también como:
2 _ % g2 2 2 N o or 2.2 S22
IF = n§0 In® (cos® g, +sen® ¢ )= n@__oln cos® ¢, + ngol” sen® ¢,
9.22)
donde ¢, es el desfasaje entre las armonicas de tensidn y corriente de orden n,

siendo ¥, = 0 por tratarse de continua.

Multiplicando las Ecs. (9.20) y (9.22) se obtendra el cuadrado de la potencia
aparente como se desprende de la Ec. (9.12), resultando:

P2 = {HEO % n_i__lo Ip* cos® ¢, + n§:0 In*sen” ¢ 1 (9.23)

.
n
Operando de la Ec. (9.23), la misma puede expresarse como:

R T I I e 2 S
P2 'n?:_—oV” I,% cos® ¢, +n§0 Vn? I,? son’ 0, +j=20 V2 I (9.24)

k=0
D : £k
€ro Como T X2 =1% : X;
p e [ =0 Xn ] )._2__0 ]Xk
k=0

i#k
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la Ec. (9.24) puede escribirse como:

- - = 2 - 2 b 2 2
PP =1 Z Valwcosg, " + [ Z Vilpseny, I° + Eo Vit Iy
k=0
. ‘ i*k
- 3)::0 Vil Vi Iy COS ; COS j§0 Vil Vi I seng; seny; |
k=0 , , k=0
j*k : J#k

La expresion anterior s¢ modifica recordandoque

s

cosa cosf = 2Jcos{a+fB) + cos{a—~3)]

y senasenf =2 cos(a—fB) —cos{a+B)] -

N!"“ to

Por lo tanto

= Enincosy, P+ E Vulyseng, P+ {jzzo v

»aw‘ik::[)
J*k
- j;):o VL Vi I cos(y}. ~9 )1 - (9.25)
k=0
_ i#k
Nétese que si,
o, = 0, circuito resistivo; O Py J.ocos {¢j - wk) =1
Y — = cte., circuito lineal; Vi_ Ve Vilg = Vi d;

In LI
én consecuencia, Vl Ii Vil = ij I kz y el tercer y cuarto término del segundo

fyiembro de la Ec. (9.25) se anulan mutuamente,
En la Ec. (9.25), el primer término del segundo miembro corresponde al cuadra-
o de la potencia activa, y el segundo término al cuadrado de la potencia reactiva.
o0s términos restantes, obviamente corresponden al cuadrado de una nueva poten-
Cia que aparece en régimen poharmomco y que’no aparecia en el régimen senoidal.
Se¢ tratara de interpretar esto.

" En régimen senoidal permanente, excitando por ejemplo 2 un dipolo pasive con
Una tension senoidal,la forma de sefialde respuesta resultaba una corriente también.
$enoidal, tal como se muestra en Ia Fig. 9.11. Los espectros de amplitud y fase que
Corrésponden a excitacion y respuesta se muestran en 1a misma figura, y resultan
formalmente iguales.

En cambio, en régimen poliarmonico permanente se encuentra la situacion
fxpuesta en la Fig. 9.12. En la misma se observa, y es regla general, que las for-
tas de seflal de excitacién y respuesta dxﬁeren al igual que los expectros de
Zmplitud y fase. Ensayando una serie de circuitos se encuentra cada vez que
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Fig. 9.12

los espectros de tensién y corriente coinciden, 0 lo que es lo mismo, que las
formas de sefial de »fz) e ift) son iguales, la potencia que corresponde a los tér-
minos no identificados en 1a Ec. (9.25) se anula. En cambio, cuanto maés difieren
dichos espectros, la mencionada potencia aumenta. Esto ocurre a medida que el
circuito en ensayo se compori@ mds reactivamente. Todo esto induce a asig-
narle el nombre de potencia de deformacion, P ;. Por lo tanto podria interpre-

. tarse como aquella potencia puesta en juego para alterar la forma de sefial de res-



Régimen permanente con sefiales poliarmonicas 337

puestq respecto de la excitacion. En consecuencia, la Ec.(9.25)puede expresar-
se Como:
2 2 2
P = p? o+ P+ Py (9.26)

Debido 2 la sencillez de calculo para las potencias aparente, activa y reactiva, la
potencig de deformacion puede calcularse a partir de Ja Ec. (9.26) como:

= P - P2 - P}t L (9.27)

¥ st unidad es el volt-ampere de deformacidn, simbolizada VAd.

La aparicion de esta nueva potencia, no existente en el régimen senoidal perma-
nente, hace que el diagrama de potencias se altere respecto al conocido para dicho
régimen. De la Ec. (9.26) surge que ¢l diagrama de potencias en régimen poliarmé-
rico permanente ¢s el ilustrado en la Fig. 9.13.

Fig. 9.13

En virtud de lo anteriormente expresado, es evidente que para que la pofencia
Ze deformacion sea nula debe cumplirse que las formas de sefial de excitacion y
respuesta no difieran entre si, o dicho de otra manera los espectros de amplitud y
zase correspondientes a cada sefial sean formalmente iguales, exceptuando unidad
+ factor de escala. Desde el punto de vista circuital esto implica que el circuito se
-omporte como resistivo puro para todas las frecuencias del espectro de la exci-
20i0n, 0 sea Pg = 0, y que obviamente dicha circuito sea lineal e invariante en
=] tiempo. : CoEd

Finalmente, es posible mencionar que por analogia al régimen senoidal se define
1n factor de potencia en régimen poliarmo'nico permanente, como el cociente en-
e la potencia disipada o potencia activa, y la potencia total disponible o potencia '
aparente, resultando:

I
cosf =-—— (9.28)
P
Er este caso, para dar una interpretacion gcometnca al angulo 9 es Gtil recurrir
# 2 nocion de senozdes equivalentes de tension y corriente. Se definen como se-



338 Andlisis de Modelos Circuitales

noides equivalentes de tensién y corriente a aquéllas que poseen ¢l mismo valor
eficaz que la tensién y corriente poliarménica, y la frecuencia de la fundamental
de la misma. De esta manera, 6 podria interpretarse como el desfasaje que debe
existir entre dichas senoides equivalentes para que la potencia disipada en el circui-
to sea igual a la disipada debido a las sefiaies poliarménicas.

Nétese que, en un caso general de circuitos eléctricos, no estableciendo la res-
triccion de linealidad, el mismo puede ser resistivo pero alineal y en ese caso la po-
tencia de deformacidn no es nula, por 1o que Py P, no sern iguales a pesar de ser

Pq=0.

a5 Problemas resueltos

9.5.1} Un generador de tensién poliarmdpico suministra una sefial que se mues-
tra en la Fig, 9.14, de pulsacién w; = 100 = . Se pide:
s

a) Hallar la expresion del desarrollo en Serie de Fourier de v/¢).
b) Dibujar los espectros de frecuencia.

¢) Dibujar las tres primeras componentes de vft/ y hallar la resultante de su
suma.

v{wt)

100V

—

NiG
o]
fel
mlz
N
=2
e A
pord

Solucion

a) La tensidn considerada puede expresarse como:

0 o o—n S wt < —7f2
Viwt) 100cos 100t 7 < @t < 7/2
2
0 2 < wt <7

Empleando la Ec. (2.36), adecuada al presente caso resulta:
2w ™
Vo == = 100 /2
o =77 v(w,/dcat =5 100 cos100 td 100f = 22Y[ sen 100¢ ]
0 - 2n /2
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Ve =400 = 3183V
. T

Los coeficientes B, = & dadag que la sefial presenta simetria par.
Los C,, pueden calcularse empleando la Ec. (2.39) que adaptada al presente ca-
n

so resulta:

27 w/2
i 1 ‘
Con 1_/,7] Viet) cosnwidwt = § 100 coswt cosn wit d wt
n 3 ; -2 (9.29)

y para ia componente fundamental n= 1 es;

w2

Cmy = —1-%0~—J cos® ot dwt (630
-m/2

dado que cos? x = _} {1+ cos2 x)1a Ec. (9.30) resulta:

100 [ 100 [ ‘
4
Cm, ’—““2? dwt+—:2;r~f cos2wtd2w
/2 -nf2
Cm Q_I_Q_Q‘{wt]"’/z +0
! 2n -T2
Cn, = 50V

Para los demds términos correspondientes an # 1 la integral plar-xteada en la Ec.
(9.29) es del tipo:

sen(n+ 1x . sen{n — 1)x ]
net ] o on -1

fcosx cosnx dx :»:12—[

y adaptando la solucién al presente caso resulta:

o _ 100 [sen(n+1)wt sen (n—1) wt ]”/2 7.(9,31)
Tn T TAp noA+ 1 * n+ 1 e ’

Reemplazando de la Ec. (9.31) valores entefos paran>> 1 se tiene:

Cr, =200 - 2122V
3m

C‘;?l 3 = O
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Adecuando la Ec. (2.45) resulta:

Vm, = \/m: }Cmn!pueslosan=O

n

adernds, empleando la Ec. (2.46),

Op = arctg Cm" por 1o cual, considerando que an = 70 resulta:
mn .
8, = n/2
6, = 72
6, =—7]2
6s = w2

Apticando 1a Ec. (2.40) surge que la expresién del desarrollo en Serie de Fourier
para la tensién dada es: ;

w1) = 3183 +50sem (100t + 5) + 21,22 sen (200t +3)

+ 424 sen (4001 — T) + 1,82 5en(600¢ + 5)V

Notese que las amplitudes de las armdnicas superiores a seis serda despreciables.

b) En la Fig. 9.15 se grafican los espectros de frecuencia de amplitud y fase.
Obsérvese la gran convergencia existente, dado que luego de la findamental y se-
gunda armdnica, las demas amplitudes comparativamente carecen dz importancia.

¢) Enla Fig. 9.16 se graficala componente de continua ¥V, la furdamental vy (1)5
la segunda armoénica v, (), y la resultante que se obtiene al sumarlos tres compo-
nentes mencionados. Adviértase que se logra una aproximacion aczptable a la for-
ma de sefial mostrada en la Fig. 9.14, considerando que s6lo se tieze en cuenta las
tres primeras componentes.

El propésito de este problema ha sido el de insistir sobre lo expiesto en el Cap.
2, pardgrafo 2.3.5) sobre el desarrollo de sefiales periddicas no semidales en Serie
de Fourier. En los problemas sucesivos, se resolverdn circuitos exctados por sefia-

les poliarmonicas partiendo del supuesto que se conoce el desarroily en serie de di-
cha sefial.

9.5.2) Para el circuito flustrado en la Fig. 9.17, excitado porun generador de
tension poliarménica expresada como: ,

) = 100 + 141 sen (1000 7) + 70,7 sen 2000tV
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se pide:
a) Laexpresion de la corriente instantinea.

b)

Graficar los espectros de frecuencia de amphtud y fase de la tensién y la co-
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rriente,

) Los valores de las potencias aparente, activa, reactiva y de deformaciodn, jus-
tificando los resultados en base al andlisis de los espectros.

Solucion: i
a) w = D “§~'

Para la componente continua de la excitacion poliarmoénicaVy = 100V, el in-
ductor se comportard como un cortocircuito dado que se trabaja en régimen per-
manente, y la corriente estard limitada solamente por el resistor. Esto puede veri-
ficarse realizando los célculos, a saber:

Zy = R+ juwel = (70+j0-01)=70Q -

fo Yo - 100 _ 143 A (9.32)
R~ 7

w = 1000 L TR
s .

Zy = R+ju, L = 70+ 1000 - 0,1 = (70+j100)
Zy = 122 €is5° @

Trabajando con los valores maximos,

T = Yam _ 181e10 450355 4 o -
Z, 122 €158
iry =JIm [Tim] = 1,15 sen(1000¢ — 55°) A (9.33)
w = 20001 :
s

7, = R+joy L =70+]2000 - 0,1 = (70 +]200)
Z, = 2123707 g

Tom = Jam _ 70789 43307074
7,  212¢) 70,7

iz =Jm [hm] = 033 sen (20007 —70,7°) A. (9.34)
De 1a suma de las Ecs. (9.32); (9.33) y (9.34) resulta: '
ift) = 143 + 1,15 5en (1000 £ — 55°) + 0,33 sen (2000 ¢ — 70,7°) A

b) Los espectros pedidos se muestran en la Fig. 9.18.

¢) Previo a la determinacion de las potencias, deben calcularse los valores efica-
ce§ de tensidn y corriente de la poliarmdnica, segiin se expuso en el Cap. 2, pard-
grafo 2.3.5) y que en este capitulo se sintetizaron en las Ecs, (9.10) y (9.11) que
se reproducen, reemplazando valores extraidos de v(z) ¢ if2).
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2 141 '
V2= TV, = 100* + ( 23y 4 (20752 o 934307 -
=0t NENEE) ’
Vo= 1498 V

= 1,15 0,33
= 2 In* = 143% + (~22)%4+ (—-—\92— 2,76
o vITo V2

I = 1,66 A

y la potencia aparente, segin la Ec. (9.12) resulta:
Po = VI = 1498 . 166 = 2487 VA
La potencia activa segiin Ia Ec, (9.18) que adaptada al presente caso resulta,

considerando que , = Gvn - ein, B
P=Vyly +Vy L cosp, + Vy I, cosyp,
Po= 100 - 143 + 12 DD o0 sso g TOT 033 g g0
V2 2 C V2 Nel ,
P = 19337 W
vmiw) (V) im(w) (A)
!44*““"**\* . 143
115§ —~ — —
0oy
56 it mlie
0‘33#-*‘-— —
® l w
o 1000 2000 ] 1000 2000
av () §sitan
. W | W
[} 1000 2000 o] JIOOO 2000
‘ jA ' i ‘ ' ..55'-‘__7A
: ' FOT o
Fig. 9.18 e

La potenciareactiva se calcula adecuando Ia Ec. (9.12), resultando:
Pg = Vilyseng + Val; seng,
P 141 1 15 sen 550 707 033 sen 70 70

T VI V2
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P, = 77,40 VAr

y empleando la Ec. (9.27) puede calcularse la potencia de deformacion:

Py = VB2 — PP — P = (2487 — (193,37 )% — (77,40 )?
Pg = 136 VAd

De la Fig. 9.18 se observa que los espectros de excitacién y respuesta no son
Sformaimente iguales, en consecuencia es 1dgico que exista potencia de deforma-

cibn. Por otra parte, esto también puede deducirse observando que la impedancia
del circuito para las componentes senoidales presenta parte reactiva,

9.5.3) Dado el circuito mostrado en la Fig. 9.19, excitado por un generador
de tension poliarménica de valor:

vt = 100 + 141 sen 1000t V
se pide,

a) Determinar los valores de C y R para que resulte que la potencia activa sea
P = 10WylareactivaPy; = 5 VAr

b} Justificar si existe potencia de deformacitn.

L=10Hy
T C:=50uF

va<> §R == . va

R=8k

Fig. 9.19

Fig. 9.20

Solucion

a) Dado que potencia reactiva existird solamente para la componente senoi-

dal, y puesto que ambos elementos pasivos estdn conectados en paralelo con sl ge-
nerador, s¢ puede expresar:

Pg = Vi* Be = V2P w(

' P 5 L
C = g = = 5 @ 10 7 F
Vi? w, 10t . 108

Por otra parte, para la conexién dada, s6lo se disipard potencia activa en el re-
sistor, por lo tanto

Vo? v,? 1

P*—‘T*‘T:R—(VQz-FVf).'.
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: R = V02 + V;? - 100% + 1002 _ 200082
P 10

b) Existird potencia de deformacion puesto que el circuito es reactivo a la fre-
cuencia de la armoénica presente en la excitacion.

9.5.4) Para el circuito ilustradoe de la Fig. 9. 40 excitado por un generador de
" tensién poliarmonica expresada como:

we) - 200 400 et

T 37 Z)V

se pide,
a) hallar la expresion de v p 4

b) calcular la relacidu entre las componentes alterna y continua para la exc1ta—
cidn y la respuesta.

Solucion:

gw =0 -

Para la componente de continua, en régimen permanente el inductor se com-
porta como un cortocircuito ¥ el capacitor como un circuito abierto, en conse-
cuencia la tensién continua provista por el generador quedard aplicada al resistor,
por lo cual:

Vap, =20 v I (9.35) ‘
™
wy = 628
Voup = b+ joC =5 + 628+ 50 1070
pAE = R T 8. 10°
?pAB = (0,125 <+ 107* +j314- 1073) U
Zpap =1— = (0126 — 3189 = 318418 o
PAB

La impedancia total resulta:
7y = juy L+ Zyup = §628 .10 + 0,126 — j31.84
(0,126 + 162482) 2 = 62482 €190 @

v la corriente total,

N 400 eim™?2
= V 37 _
I ;:_:.l_m:.....____—f—-«-:—_ 6,8’103A
TG T euasp ei

por lo cual:
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ﬁABlm = j;m ZPAB = 6,8 - 1073 + 3184 e—j89,8°

Vypym = 0221898y
y ef valor instantdneo resuita:
Vagye) T Im [ Vg m] = 022 sen(628r — 89,8°) V (9.36)
finalmente, la expresién de v 4 B(1) € halla sumando las Ecs. (9.35) y (9.36),
Vag) = 2% + 022 sen(6287-89.8°) V

b) Para la excitacion es:

" 400

1o 3n

N_—‘Vn ?29 - 0,67
Tf

y para la respuesta resulta:

Yagim _ 022 _ 003
Vas, 200

w

(=]

Nétese que el circuito actlia como un filiro pasabajos, permitiendo el paso de la
componente continua integra y atenuando la componente senoidal. Por esa causa
este tipo de circuito es utilizado en las fuentes de alimentacién de equipos que
requieren tensiones continuas para su funcionamiento. .

9.5.5) Dado el circuito indicado en la Fig, 9.21, excitado por un generador de
corriente poliarménica expresada como:

ift) = 100 sen (100t +-;i) + 50 5en (300t - ) — 205en 500¢ A

y sabiendo que la tensién eficaz entre los extremos del inductor esV; = 100V
. se pide determinar el valor del mismo.

Solucion: ‘
A efectos de llevar la expresién de} desarrollo en serie de la corriente a su forma
convencional, se trasfiere el signo negativo de la tercer componente-al dngulo de

fase, resultando:

ift) = 100 sen(100t+12’-) + 50sen (3001 + —27’—) +20 5en (500 ¢ — ) A
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S¢ notara que el paso anterior no es inevitable para la resolucion de este proble.
mg. )

Dado las caracteristicas del circuito, la tensioén instanténea sobre el inductor
Puede hallarse como:

L 8t

= L [10* cos (100 +g-)+1,5 . 10° cos(300t+—27£)+

+ 10% cos (500t —7)]

¥ la tension eficaz:

I
{
17

]
|

T C=tuF

Fig 9.21 s Fig. 9.22
96  Problemas propuestos

9.6.1) Considérese el‘ circuito mostrado en la Fig. 9.22, excitado por un gene-
Tador de tensidn poliarmoénica expresada como:

v(t) = 200— 100 sen (10001 +_27£) + 50 sen (2000¢ — %) Y

Para el mismo se desea calcular:

a) La expresidn de la corriente instantipes.
b) Los valores eficaces de tensidn y corriente.
¢) Las potencias aparente, activa, reactiva y de deformacion.

Resultados:

Recuérdese trasferir el signo negativo del coeficiente de la segunda componente
4 dngulo de fase.

. a) : T
o) = 70,7 + 107 sen (10007 ~ T)+44.7 . 107 sen (200£ - 0,357) A
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BV = 215V
I = 0059 A

QP = 12,68 V A
P =341 W
P, =298 VAr
Py = 11,82V Ad

9.6.2) Mediante al andlisis arménico de la tension aplicada a un dipolo pasivo
y la corriente que por él circula, se obtienen las siguientes expresiones:

vt} = 100 + 50 sen (1000t+—’21) 20 sen (2000 t + %) v
ift) = 10 + 5 sen (1000t +-”,§) + 2 sen {2000 t +%) A

desedndose determinar:

a) Si el dipolo es resistivo puro.

b) En caso afirmativo, si estd constituido por elementos lineales.

¢) Los valores eficaces de tensidén y corriente.

d) Las potencias aparente, activa, reactiva y de deformacion.

) Graficar los espectros de frecuencia de amplitud y fase parala tensién y co-
rriente y compararios entre si,

Resuliados .

a) Lo es, o bien se comporta como resistivo puro para todas las frecuencias,
pues mantiene los dngulos de fase constantes.

b) El hecho de que no aparezcan en la corriente otras componentes de frecuen-
cia distintas a las existentes en la tension, y que para todas las amplitudes se cum-

pla que "n = Cte,en este caso igual a 10, dice que el dipolo es lineal.
]m
Notese qug este razonamiento sdlo tiene sentido cuando el circuito es- resistivo
puro. :
)V o= 107 V
I = 10,7 A
)P = 1.1449 VA
P = 11449 W
Pg= 0 VAr
P;= 0VAd

Resultados previsibles, dado que siendo el circuito lineal y resistivo puro no
puede existir la potencia reactiva y en consecuencia tampoco la de deformacién.



Régimen permanente con sefiales poligrmonicas 349
p

ey En la Fig. 9.23 se grafican los espectros pedidos. Se observa QUe son formal-
mente iguales, como debe ser para el dipolo en andlisis. .

Vg (W) (v} T Lty (4)

1004 10

50f — - - - 5

~R I3
|

L

} 1
ol

i

|

|
—a““’_’"—_'ﬁﬁf\
€

I e N b}

|

|

T

|

J

i
——-*——-————ﬁ
€

Fig. 9.23

9.6.3) Para el circuito lustrado en la Fig. 9.24 excxtado por los generadores de
corriente poliarmoénicos a saber: :

iygyy = 100sen(1000¢) + 50 sen (2000 ¢) Av_

i(t) = 100sen (10007 +%) + 505en(3000) A
se pide calcular: ‘k |

a) La corriente instantdnea total y su valor eficaz.

b) La tensién instantdnea total y su valor eficaz.

Resultados:
a) it) = 141 sen (1000 i+ __) + 50s5en2000¢ + 50 sen 3000« A
I = 11154 A

b} vt = 2 . 10° sen 10007 + 56 - 10% sen(2000¢ — 26,6%)
+ 52,7 « 10° sen(3000¢ — 18,4°) V
Vo= 1515 - 10° V
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9.6.4) Dado el circuito mostrado en la Fig. 9.25, excitado por un generador de
tensién poliarmoénica,

y(t) = 100 + 100sen 10007 + 50 sen 2000¢ V

y sabiendo que el mencionado circuito presenta a cualquier frecuencia una impe-
dancia Z = (1000 + j0) O se desea determinar:
a) La corriente instantdnea total

b} Los valores eficaces de la tension y Ia corriente totales

c) Los valores de las potencias aparente, activa, reactiva y de deformacién jus-
tificando conceptualmente los resultados.

it
7 L=t
, iy
i\(:)T Cb iZ(HTéD w1} e C=1pf
€ WF RL*Re 21k
TC
J
Fig. 9.24 - Fig 925
Resultados

ay ift) = 0,1 + 0,1 sen1006¢ + 0,055en 20007 A

b) V = 1275V
= 1275+ 107% A

c) P = 16,26 YA
P = 1620 W
P, = 0 VAr
P; = 0 VAd

Puesto que el circuito es resonante a todas la frecuencias, se comporta como re-
sistivo puro y como ademds es lineal, seran nulas las potencias reactivas y de defor-
macibn, y coincidirdn los valores de las potencias aparente y activa.

Este circuito especial ya fue tratado en el Cap. 8, paragrafo 8.9 .4, y que se estu-
diard en detalle en el Cap. 12.
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