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Praologo

En el presente libro, sus autores tratan los fundamentos basicos det andlisis de
circuitos partiende de conceptos fisicos sencillos, de forma tal, que no es necesa-
rio que el lector posea conocimientos previos sobre el tema; sino solamente los de

 fisica y matemdtica coIriente en los primeros afios de estudio de ingenjerfa,

Los temas estan bien traiados, desarrollados y ejemplificados con problemas de
aplicacion bien elegidog, resultando por Jo tanto de Facil comprensidn al lector,

* permitiéndole -asi manejar con soltura el andlisis bdsico de los circuitos, La cbra
sirve adecuadamente como texio para un primer curse de Teoria de Circuitos y ca-
pacita al estudiante pary encarar el estudio de un curso avanzado de circuitos.

Uno de los propdsitos de este tibro es el empleo de los métodos de ataque mo-
dernos, desde el punto de vista matemitico, para el tratamiento de los problemas
queé plantea el analisis de circuitos. Con ello se pretende lograr una preparacion
adecuada del estudiante ¢n ¢l tema.

El enfoque que s¢ da 3 las funciones de transferencia en régimen sinusoidal y su
representacion por medio de diagramas de Bode es acertado, pues su aplicacion ya
es corriente en el estudjp de jos circuitos electronicos. Asimismo, Ja introduccién
de Jos canceptos de poles y ceros de las funciones circuitales, como asi también el
de frecuencia compleja en 1a respuesta de los circuitos, conduce a una compren-
sion mds general y ampija del comportamiento de los mismos.

Resulta interesante la introduccion de los conceptos fundamentales de la teorra
de los cuadiipolos lineyles, en un primer curso de circuitos, pues asi el lector saca-
r4 mis provecho de su aplicacion en estudios posteriores.

El libro se adapta perfectamente a los programas de los Cursos de Teor(a de
Circuitos de la carrera [ngenjera Electronica que se dicta en 1a Universidad Tec-
noldgica Nacional, :

Ing. Juan Manue! Barcala






Prefacio

Esta obra estd destinada a quienes desean adquirir una solida formacion basica
en andlisis de circuitos eléctricas, con el fin de encarar estudios posteriores de In-
genieria Electromica o Eléctrica.

El desarrollo del libro estd planificado para su utilizacion en un primer curso de
Teoria de los Circuitos, Es por ello que resulta admisible un conocimiento préicti-
camente nulo del andlizis de circuitos.

Solo se requieren los conoeimientos de Fisica y Matemdlicas incluidos en los
ciclos hidsicos de las carveras de Ingenieria. Los problemas se estudian de to par-
ticular a los general, pero partiendo siempre de conceptualizaciones en las que se
definen claramente las limitaciones de cada método.

Hsto es, s¢ ha buscado compatibitizar el rigor matemdtico con el andlisis con-
ceptual y el desarrollo diddctico.

El contenido de esta obra, ha sido ensavado y perfeccionado durante mds de
20 afios en los cursos de Teorfa de los Circuitos de la carrera de 1ngenieria Eléctro-
nica de k Facullad Repgional Buenos Aires de la Universidad Tecnologica Nacie-
nal. Es por ello que los autores quedan reconocidos a los docentes y alumnos de
dicha citedra, con quienes apalizaron y dlscuhcron dicho material, permitiendo
Su SUCESiVO ﬂ‘lL}UI‘J}‘I'llentO

S¢ ha tratado de presentar todos los temas con una mtmduccxon conceptual,
para luego desarrollar métodos generales de andlisis «ue puedan ser aphcados por
los que recién se inician en el tema, sin lds dudas e insepuridades propias de un
conocindento parcial. Los ejemplos elegidos corresponden, en fo posible a casos
practicos de frecuentie aplicacion.

En sintesis, se ha buscado Jograr que al concluir el estudio de este libro se posea:

) Un solide conocimiento de los conceplos asuciados a cada variable, pardime-

tro o factor,

b} Una segura aplicacidn de los métodos de resolucion de circuitos como he-

rramienia operativa.

¢} Una formacion metodoldgica adecuada para el trabajo en Ingenieria Electré-
nica y Eléctrica.

d) Bl conocimiento del comportamiento y Jas principales propiedades de los
circuitos de uso mds frecuente en la prictica.

Por otra parte, s ha buscado ia autoconsisiencia de este texto, efectuando
revisiones o introducciones de los temas de andlisis matemadtico necesarios, inme-
diatamente antes de su aplicacion, Se han incluido también practicamente todas las
demostraciones inherentes a los temas de ta Teoria de los Circuitos abarcados. De
este modo, el material presentado resulia particuiarmente apio para estudiantes
universitarios que dispongan de poco tiempo o medios para recopilar el material
adicional de referencia, asi como para autodidactas o decentes ¢ue tengan a su
cargo cursos similares.

La divisién de la obra en dos tomos ha de facilitar 12 consulta de la misma. El
primer tomo abarca los capitulos 1 a 9; el segundo, los enumerados del 10 af 17,



Cada capitulo comienza con una introduccion donde se plantean los objetivos
de] mismo v se comentan Jos principales temas a tratar. Luepo s¢ desarrollan dichos
temas vy se introducen ejemplos aclaratorios . Finalmente se incluyen algunos pro-
blemas resuslios y se proponen ofros con sus resultados.

Los primeros cinco capitulos se desarrollan en el dominio del tiempeo, donde los
problemas conducen al empleo de ecuaciones diferenciales que se resuelven por
métodos clésicos. S considera que ¢l estudio de estos capitulos, da seguridad al
lector, por tratarse de un campo mds cercano a sus experiencias y conocimientos
intuitivos. Una vez afirmados F 0s conceptos basicos se introducen en los capltulus
6 y 7 los ideas fundamentales de los métodos de iransformacién. Se inicia el and-
lisiz en el dominic de la frecuencia; dado que esto se hace para el régimen perma-
nente de fos circuitos excitados por sefiales senoidales, los conceptos resultan facil-
mente comprensibies v se preparap las bases para las sucesivas generalizaciones
que se presentan en los capitulos posteriores. En el capitulo 8 se estudian los Ju-
gares gsomcétricos de Jas variables complejas asociadas a los circuitos en régimen
permanente Senvidal, en los que varis algin parimetro o 1a frecuencia.

Ampliando los conceptos introducidos en los capitulos 6 y 7, mediante el uso

de la Serie de Foutier, en el capitulo 9 se estudia Ia respuesta de los circuitos exci-
tados per sefates poliarmonicas, en régimen permianente.
En los capitulos 10 y 11 se generaliza la aplicacion de los métodos de transforma-
cidn mediante la introduccion de la transformacion de Laplace, que permite ex-
tender [a metodofogia al régimen transitorio y sefiales de excitacién aperiddicas o
impulsivas, trabajandeo en ¢l dominio de frecuencia compleja,

Se remarca entonces Ia similitud operativa con 1os procedimientos aplicados en
los capiiulos 6 y 7. Asimismo se introducen los métodos de andlisis con pelos y
ceros, mostrandolarelacion conlasintesis de circuitos. Se completa elcapitulo11 comn
las respuestas asintdticas de Bode,

La iltima parte estd dedicada a Ia aplicacion de los métodos de transformacion:
y la utilizacion de los teoremas de los circuitos y los métodos de resolucion
sistematica.

En el capitulo 12 se estudia 12 resonancia en circuitos simples.

En el caprtulo 13 se introduce la topologia de circuitos y los métodos de re-
solucion sistemitica.

En el capitulo 14 se presentan los teoremas de los circuitos y sus aplicaciones.

El caprtulo 15 se dedica a la teoria de los cuadripolos lineales.

En ¢] caprtulo 16 se definen los circuitos aceplados inductivamente mostran-
do las diversas formas en que se los puede resolver y sus circuitos equivalentes.
Como aplicacidn s¢ estudian las respuestas de frecuencia de los transformadores
can acoplamiento débil doble sintonizados y los transfonnadores ¢on acoplamien-
o ferromagnético,

Finalmente, en el capitule 17 se plantean las ideas bdsicas sob 1e el régimen per-
manente en Jos circuitos trifdsicos,

Mucho agradecemos a todos los que han contribuide 2 la concrecién de este
libro; en especial a los Editores del mismo, por su permanente apoyo; at Sr. Miguel
A. Riera por 1a dedicacién y talento volcados en la confeccion de los dibujos,

Finalmente, en nuestro agradecimiento, merece especial mencién el reconoci-
miento a nuestros seres queridos, por su inestimable estimulo y comprension, sin
los cuales hubiera sido imposible 12 realizacion de este tibro,

LOS AUTORES
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capitulo 1 O

Trasformacion
de Laplace.

Funciones operacionales
de los circuitos

10.1° Iitroduccidn: En los Cap. 6 v 7, se introdujo el concepto bdsico de los
métodos operacionales, aplicindolo al estudio del régimen permanente de circui-
tos excitados por sefiales senoidales. Posteriormente, en et Cap. 9, se extendié el
procedimiento a los circuitos excitades por sefiales poliarmonicas representables
por series de Fourier fuertemente convergentes.

En este capitulo se realizard una nueva generalizacidn, cambiando 1a relacién
de trasformacion v definiendo un nuevo dominio trasformade. En primer término
se verd que, para extender la metodologia del Cap. 7 al estudio del régimen transi-
torio, con excitaciones no senoidales y aperiodicas, se debe trabajar en un domi-
nio trasformado de frecuencia compleja. Luego se intrducirdn las trasformadas de
Laplace, que permitirdn pasar del dominio de la variable ¢ al de frecuencia compie-
_ja deseado y viceversa. Una vez presentadas las trasformadas directa e inversa, se’
describirdn las principales limitaciones y propiedades, para lvego introducir fos
métodos practicos de anfitrasformacion utilizados en el andlisis de circuitos.

A continuacién, andlogamente a lo hecho en el Cap. 7, se trasformardn lfas
excitaciones, las leyes y los modelos circuitales, introguciendo los generadores de
condiciones iniciales y las funciones operacionales de los circuitos. Se definirdn
los polos v los ceros de la cxcitacion, y la funcion del circuifo, estableciendo su
relacién con las componentes libres y forzadas de la respuesta transitoria y con las
raices de la ecuacidn caracteristica empleada en Jos Cap. 4y 5.

Se completara el capitulo con el estudio del Teorema de Convolucidn, la fun-
¢i6n indicativa, las integrales de Duhame! y su aplicacion a la solucion de proble-
mas en los que Ja trasformada de la excitacion no existe o es dificuitosa.
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10.2  Antecedentes del cdlculo operacional

Los métodos simbdlicos interesaron en 1a matemdtica aplicada mucho tiempo
antes que se generalizara su aplicacién. Ya en 1695 Leibniz sefialo que el simbolo
de derivacion posefa algunas propiedades algebraicas. A lo largo del siglo XIX,
diversos matemsticos franceses e ingleses aplicaron parciatmente algunas de [as
propiedades del cilculo operacional. Pero fue el ingeniero electricista Oliver Hea-
viside quien dio definitive impulso al método simbélico, al publicar en el *Pro-
ceedings of the Royal Society™ N® 52 pdg. 504 de 1893 y N* 54 pag. 105 de 1894
su trabajio “On Operators In Mathematical Physics”. En dicha publicacion se
deseribid la metodolepia operativa, pero sin una fundamentacién matemdtica
adecuada, por lo que generd gran resistencia en los medios cientificos.

El método propuesto, permitia reducir la solucién de ecnaciones diferenciales
4 procesos puramente algebraicos, debiendo verificarse a posteriori la validez del
resuftado, debido al desconocimiento de las limitaciones del procedimiento. Ante
el auge del método simbdélico, numerosos materndticos se lanzaron 2 la bisqueda
de su justificacion formal, halldndola finalmente en la utilizacion de la trasforma-
cion de Laplace, gué recibié entonces aplicacién prictica un siglo después de ser
presentada por Pierre Simdn Laplace.

10.3 Dominio de frecuencia compleja

En el Cap. 7, paragrafo 7.14.1, se describid el proceso seguido en fos métodos
de trasformacidn, el que fue resumido en la Fig. 7.31.
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Como se recordard, trabajando en el dominio trasformado de la variable § co,
el métedo sblo resulta vilido para el estudio del régimen permanente, en circui-
tos excitados exclusivamente por sefiales senoidales. Efectivamente, la proyeccion
de un fasor azmonico de médulo constante, que gira con velocidad angular w in-
variable, da una sefial senoidal como se muesira en la Fig. 10.1,

Segin se vio en Jos Cap. 4 y 5, al estudiar la respuesta de circuitos excitados
por sefiales aperiddicas, aparecen compenentes constantes, exponenciales, osci-
laciones de amplitud decreciente en forma exponencial, etcétera.
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Fig. 10.2

En la Fig. 10.2 se muestra la proyeceidn sobre el eje tmaginario de un fasor
armonico cuyo mddulo decrece exponencialmente, El resuitado es una oscilacion
amortiguada. Si el mddulo se incrementara, se tendria una oscitacidon creciente
como fa de la Fig. 10.5. .

En la Fig. 10.3 se muestra la proyeccion de la Fig. 10.2, pero suponiendo que
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el fasor no gira. En este caso se obtiene una exponencial decreciente, que podria
resultar creciente como en Ya Fig. 10.6, si el exponente fuera positivo.
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Fig. 104

‘En la Fig. 104 se ve que, si tanto @ como « son nulos, al proyectar sobre el
eje imaginario se obtiene una sefial constante,
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Comparando las Figs.

10.1 y 10.2, se oliserva que [a diferencia entre ambas

reside en que en la primera se afecta al Tasor ¥, por ¢l operador unitarios’ <%,

mientras que en la segund

a se multiplica a ¥,, por ¢f ™ @ ™ 7 WJ7 g5 decir que

el factor exponenvial tiene ahora como exponente una frecuencia compleja
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f—a + fw), que en lo sucesivo se designard en forma genérica s = ¢ +jw, en
lugar de la frecuencia imaginaria j «2 empleada en el Cap. 7.

Nétese que la parte real de Ja frecuencia compleia controla e] amortiguarniento
mientras que la parte imaginaria hace lo propio con la frecuencia de las oscila-
ciones. - '

En principio, parece entonces razonable pensar que pard suprimir las limita-
ciones del Cap. 7, sin perder las ventajas operativas alcanzadas, debe mantenerse
la metedologia ¥ buscar otra trasformacion que traslade del dominio del tiem-
po al de la frecuencia compleja s =6 + [ w.

Como se verd en el pardgrafo siguiente, ¢l facior exponencial e
en la trasformacion que permite el pasaje del dominio 7 al 5.

“Tintervendrd

10.4 Trasformacién de Laplace

104.13 Trasformada directa: Se recordard que una trasformacion funcional
es una generalizacién del concepto de funcién. En efecto, una funcién
¥ =[x/, hace corresponder a cada mimero X de un cierto conjunto, otro nu-
mero y de un copjunto distinto. Una trasformacién funcional Fiy} = TEf{x /),
hace corresponder a cada funcion f{x) de un conjunto de funciones, una fun-
" ¢idn Ffy) de otro conjunto. Se denomina funcién original u objeto a ffx/) vy
functon teasformada o imagen a Ffy).

Las trasformaciones funcionales integrales, son de la forma general indicada
enla Ec. (10.1):

f‘h’

Fly)=Tlf(x)}= j fix)« Kix, y)dx (10.1)

donde ffx) es la funcion original. La funcion de dos variables X fx, ¥/ se denomina
niicleo de la trasformacion. F7y) es la trasformada o imagen de ffx), que, como
puede observarse en la Ee¢. {10.1), solamente es funcidn de la nueva variable y.

Cada tipo de trasformacién queda cara(,tenzada al elegir los limites de inte-
gracion y ef nicleo de [a trasformacian.

En la trasformacion de Laplace, la variable independiente x es el tiemapo,
mientras que la variable y, correspondiente al domm:o trasformado, es la fre-
cuencia complejgs=¢ + jw. :

El ndcleo de la trasformacion es e™*ly los lmnic de integracidn cero ¢ infi-
nito. La funcion trasformada o trasformada directa de Laplace, resulta entonces:

Fis)=L|f{t)j= [w.f}’f) ceTdr o (10.2)

Ao
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donde el cperador trasformada directa de Laplace, se simboliza con la Jetra
L, colocdndose entre corclietes la funcidn sobre la cual opera.

La Ec. (10.2), se denomina trasformada ordinaria, de primera especie o unila-
teral, para diferenciarla de la de segunda especie o bilateral, definida por la
Ec. (10.3). '

o

LS = / fre)-edi (10.3)

Salvo en casos muy particulares, se ha generalizado el uso de la Ec. (10.2),
pues al tener como fimite inicial de integracion o en lugar de — ==, la intepral es
convergente en un nimero de casos muy superior. Ademads, como se vio en los
Cap. 4 y S, lo mas frecuente es estudiar 1a respuesta de un circuito a partir de
un cierto instaate inicial, incorporando lo acontecide previamente a las condi-
ciones iniciales. Enlo que sigue se hard referenciaexclusivamente a la Ec. (10.2),
sin necesidad de sefialar que se trata de la trasformada de Laplace ordinaria. Es
interesante destacar que la trasformada de Laplace no es la Gnica que . permite
arribar a un dominio de frecuencia compleja. En efecto, en el estudio de los ser-
vomecanismos, se utiliza a veces la trasformada de Carson, definida como:

clfft)]=s [0 Hyse™d ¢ = s Lif(t)] (104}

10.4.2) Condiciones de existencia: Para que fa trasformada de Laplace
de una funcion ff¢) exista, la intepral de la Ec. (10.2) debe ser convergente.
Para ello, debe existir ¢l limite.

E!’m- 1
T+ oo

Wfitje ™ d t 10,5
W (10.5)
sto se cumple cuando la funcidn £t/ satisface las siguientes condiciones:

a) Es seccionalmente continua. Esto es, tiene un numero finito de discon-
tinuidades de primera especie (saltos finitos) para 0 <{¢ <=, Dicho de

otro modo, 14 funcion debe ser continua y acotada en cualquier intervalo
fr, t2jtal que D < £y <r <ty < °° _

b} Es de orden exponencial. Esto ocuree cuando, para todo r > 0 es:

| rre) el viwddif <y (10.6)
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o también,
Ifrgte %t <y

@ Jo que es 1o mismo:
[rigl <me? %)

donde M es cualquier ndmero finito y vy ilamada abscisa de convergencia ahso-
luta, es el menor nimero finito para Ia cual existe alglin valer de M que satisface
Ja desiguatdad (10.7). Por ejemplo, la funcién f{z) =3 ¢'%’ es de orden expo-
nencial y es trasformable Laplace, pues para vy > 10y M > 3, se satisface 12
Ee. (10.7), ,

En cambio ¢ 0 ¢ 1o son trasformables Laplace.

La condicion b) es suficiente, pero ao necesaria, ya que existen funciones
que ne son de orden exponencial ¥ son trasformables Laplace. Esos casos son
muy poco frecuentes en teoria de circuitos y pueden ser tratados reemplazando
la condicion b) por la siguiente, que se obtiene aplicando ia integral de Stielijes:
fft} es trasformable Laplace sélo sila funcidn:

af
git) = ) fle)dt
1)
satisface la condicion de la Ee. (10.8), simifar a la Ec. (10.7},

lgte)] < M 2vot - O (108)

O ¢ fa abeisa de convergencia. Sila integral converge para ¥ = do, también 1o
hace para todo scon o > Up . Ver Fig. 10.7.
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En cuanto a las sefiales discontinuas como § (¢}, no puedéh ser tratadas con
rigor matemitice en la forma que, siguiendo a Heaviside y Dirac, se aplica el

c¢ilculo operacional.

Sin embargo, la generalizacidon del concepto de funcién introducido en la
teoria de las distribuciones de L. Schwartz, ha permitido arribar a las mismas
conclusiones finales por caminos matemdticamente correctos, dando a éstas

plena validez y sentido.

16.4.3) Unicidad: Puede demostrarse en base al teorema de Eerck, que si
dos funciones continuas f, {¢/ v f2 (¢} tienen la misma trasformada de Laplace,
F{s), ellas son idénticas. Esto es rigurosamente cierto para funciones que sean
idénticamente nulas para r <0, ya que la Ec. (10.2) tiene como limites de inte-
gracion 0 e ==, Por tal causa, cuando una sefial no sea nula para 7 << Q,se lamul-

tiplicard  por u{t} antes de aplicarfe la trasformacién.

10.44) Cdleulo de algunas trasformadas simples

Eiemplo 1: fft} = uft) ({Escalén unitario de Heaviside)

Aplicando la Ec. (10.2), resulta;
Ffs} = .C[u{r)} 1_-[ uit) e g
LH

En el intervalo de integracion es uff) = 1.
En consecuencia:

o = l
Fis) =1 f ettdr= L e"”] =—-- [0 -1]= _3{
0 ' o —S

Ejemplo 2: fft) = pftj = t ~uft})  (rampa unitaria)

Exn este caso es:

Ffs) = I[p(r)]=/:r uft) et dt =1 /:f ety

(10.9)

Integrando por partes resulta, aplicando L'Hospital al imite superior del pri-

mer térming:
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Fis) = — - ‘;’q—r o+ —Si _[;e‘“d: = 0-0- "": l:= slz
(10.10)
Ejerhpio 31t} = 8¢} (impulso unitario de Dirac)
_ Aplicando 12 Ec. {10.2), queda
Fs) = L[8(1)) = Lnfifz‘,} A
ycomo &(¢) = 0 pars r <0, pucde cscribirse:
Fis)= [ 8y e as {20.11)

"‘m

Puede demostrarse en base a la teoria de las distribuciones que si ¢{t/ es una
funcion continua, resulta:

/ma(f)‘tpft}dt= P16 . (10.12)
Teniendo en cuenta la Be, (10.12), la Ec. (10.11) queda:
Fis) = j Sft)- e dr=e%=] (10.13)

La Ec. (10.13) también puede ser obtenida “formatmente” de la siguiente ma-
nera, admitiendo una permutacion ne vilida de paso al limite e integeacion, tal
comao se hizo en el Cap. 2:

Llar)= ,’0 3(f)e"“"dr=J'0 }{{rpoﬁn(ﬁe‘"d r:’f@eﬂj{; Spftfre™dt

donde &t/ = Ifm &, (¢), siendo & , (1) la funcidn auxiiar definida en el Cap. 2
=0
como
0 <0
Baft) l 31— 0<t<h

O t>hk
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En consecuencia,

L B Lol—e
L1&6(t)]=lim f e dt=ltm —— —— ] = lim ———
(614)] r=0Jo A rR>0 Hk -8

y aplicande L’'Hospital:

L1571)] = iim e™h = 1

Ejemplo 4: fft) = et

En este caso es.

=

Fis) = L]ent] = [ (it oSy ;J‘ et
o o
(s —ajr ]”_
Q

. (10.14)
§--a

LFfs) = - ST
§F—4a

Ejemplo $: f(¢) = e/v?
Este es un caso particular de ta Ec. (10.14),con ¢ = jw

1 stiw 5 W
L Ffs) = L]elwt] = = - = — +i =5
! L ) s fw St ¢ W 4 o’

(10.15)

Ejemplo 6: f{t) = cos wt
f{t) = sen wi

Teniendo en cuenta ja formula de Euler puede escribirse la Ec. (10.15) de la

siguiente manera:

Llefwt]l = L [coswt+isenwit] = — — - _
{ ] ( ! ] 2+l f'sz+wz

De 1a definicién dada #n Ja Ec. (10.2), por la linealidad de la integral, puede

escribirse:

Licoswi +jsen wtl=Llcoswt] +i Lisenwt]= _"S‘_"T +j ——
et St w?
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Finalmente, igualando las partes reales ¢ imaginarias resutta:

; .

e Py . — (10.16)

L[cos wt] EPE

Lisen wt] = A {10.17)
32 -+ wz

10.4.5} Trasformada inversa: Para retornar del dominio de frecuencia com-
pleja al dominio del tiempo, dada una funcién £(s/, debe hallarse la funcion
fit), tal que se satisfaga la Ec. (10.2). La unicidad de ia trasformacién de Laplace
asegura ka validez del resultado. Esta trasformada inversa o antitrasformada,
L' [F(s}] se caleula con la formula de inversion de Mellin, también conocida co-
mo de Mellin-Fourier ¢ de Reimann:

0y +jo it >0
£‘_'[F(s)]=-—l~7f ety erstas= ) TV (10.18)
21 Joy—jeo 0sit>0

donde g, debe scr mayor que la sbscisa de convergencia o, definida en el pa-
rigrafo anterior. Si no se conoce 64, un criterio equivalente consiste en adop-
tar como camino de integracion, una recta vertical que deje a la izquierda todos
los puntos singulares de F{t/, tal como se muestra en Ia Fig. 10.8. Recordando
que las singularidades de F(s} son los valores de § para las cuales 1a funcién no
es regular. Para que F(s) sea regular en un punto, debe ser derivable en dicho
punte y en wn entomo del mismeo.
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~ LAS SINGULARL.
’; DADES BOE F{s)

RILLL,
Fig. 10.8

DO

N
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Si bien la Ec. (10.18) da un método general para hallar Ia funcién antitrasfor-
mada, su utitizacion no resulta prictica, por lo que en el pardgrafo 10.6 se
estudiard la forma de hacerlo mis ficilmente.

10.5 Propiedades fundamentales de la trasformacion de Laplace

183.5.1) Linealidad : Sean K, y K constantes, ff¢} y g(t/ funciones cuyas
trasformadas de Laplace son, respectivamente F(5) y G {s/. Entonces resulia:

LIK, fit) K, g(1)] =K B3/ +K, G(s) (10.19)

En efecto, por la linealidad de la integral resulta:

LK, [t} +K, z{t)] =f:;1(lf(t)‘ et d r+'[‘K2 glt)r e dr=
Klf f{r}e‘“dr+l{;] gfthe® dt

O U]
S LKy ft) +Ks g(t)] = K, - f[f(?-‘).]'*‘l(z Liglt)]

" Bjemplo:

6 1

L[10sen b6 fuft)+ 2001 =10 ~— + 20 ——
[ (t) elt)} T a 3

10.5.2) Derivacién temporal: Si f{¢/ y su derivada primera son trasformables
por Laplace, resulta: ’

d I .
Donde fft=0%) = !_1'_??10}“(1‘) para £>Q

En efecto, aplicando 1a definicién dada por la Ec. (10.2), se obticne:

P l dfft) “d fft) .

= nﬂdt:f -5 f
T e ant

Namando: e = u,df(t) = dv e integrando por partes

fua'u:uv]---- f vau
o 0 o
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resulta: £ [%ﬁ] = f(t)_ ?'"E‘- j:f{r) (-5} de=
=—f{t=0")+sL [f(t)l =S Fls)—flt=0"

Ejemplo: Aplicar la trasformada de Laplace a la siguiente ecuacion diferencial,
correspondiente al circuito de ia Fig. 10.9:

w{1}=100c0s 3149 wis}
w1071 1DV
A=l
[ =1PF

Fig. 10.9

Aplicando la trasformacidn y recordando 1a propiedad de linealidad, resulta:
Vels)+ Re [sVfs) ~vcf07)] = Visi
resultando:

Vefs)+ 10° 10° SVofs)-10° 10° 10=100 —

5 +314’l

L Vefs) ¥ 107 s Vefs) - 1072 = 107 ———
5

Comao se ve, la ccuacion diferencial se ha convertido en una ecuacion algebrai-
¢a, de ta coal puede despejarse facilmente:

10* + 107

—_
7 + 3142
1+ 107 5

Velfs) =
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Nbtese la similitud operativa entre el dominio de frecuencia compleja v el de
frecuenciz imaginaria estudiado en el Cap. 6. En el primer caso, derivar en £l
dominio del tiempo es equivalente a multiplicar por § = ¢ + j w en el dominio
trasformado, mientras que en el segundo la derivacion temporal implica multi-
plicar por jw en el dominio frecuencial. Observése ademds que en el dominio
trasformado de Laplace, quedan incorporadas automaticamente las condiciones
iniciales al efectuar 1a trasformacion directa.

Para el caso de derivadas de orden enésimo, aplicando reiteradamente el cileu-
lo indicado por Iz Ec. (10, 20} se obtiene:

fn) .
L {d._f_{ﬂ-] = s"Ffs)-s"tffr=0")~ s fr=07) 2

- sh}‘(-tz;o’.’) = (10.21)

10.53) Integracibn temporal: Si F/s} es lo trasformada de Laplace de /1)y
esta (ltima es de orden exponencial, resulta:

4 1
L [f fit)d ) = ——Fis) (10.22)
° ] _
En efecto aplicando la Ec. (10.2) es:
t
LUy fide)l= (1] fl)de st d
Jrmaa=stf"syan e ai
Uamando a j3 f{t) dt=uye™ dt=dv e integrando por partes:
¥ e o ]
dy = — : =
j; udvy H?L j; vdu queda: £ [£ fitjde]
f . 1 B B « 1 .
= d . -l ST S
(fnf(r) t)(_s .e ]0fo( e )m}dr
Al ser fft) de orden exponencial resulta:
por o que:

: ‘forff’) di] =0+ "ls"jmf(r!e‘”dt: Ly
. o k4
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En este caso, inteprar en el dominio del tiempo, equiv.ale a dividir por
§ =06 +jw en el dominio trasformado, lo que vuelve a dar como caso parti-
cular para ¢ = 0, el resultado haltado en el Cap. 6 para los fasores armonicos.

Ejemplo:

Aplicar Ia trasformacién de Laplace 2 la ecuacién de equilibrio instantineo
siguiente, correspondiente a un circuito R-L-C serie con condiciones iniciales
nulas, excitado por una tensién rampa.

L NN PN
MR L=, i et Co =PIt

Aplicando la trasformada de Laplace a ambos miembros resulta:

I v, |
RIfs)+ slifs} - LI + ——1Ifs) + ——= = ——
sc 5 T s

2 P .
Iis)=
R+sL+ —
- V
nétese que: £ [V ] =f v, e dr = --;1-
¢

10.54) Derivacién frecuencial: Si Ffs/ es la trasformada de Lapiace de
f1t), puede escribirse: '

dF(s)

—— = L[ -tflt)] {10.23)
ds

en efecto:

Fls) = f “ft1) e 41
[H]

derivando ambos miembros respecto de s queda:
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dF{s) dfw . d |
— = e de= 1) — e dt=
ds ds of“e .»/;f( ds

=fwf(i) CHettdr= fw[-rf(t)} et dt.
L] a
dF{s

Ji
o _d_;'_—— = £ [—ff(!’)]

Es decir que, derivar en el dominio s equivale a multiplicar por (-1} en el
domingo temporal.

Ejemplo: o
Dada 1z funcidn ft) = Am sen w ¢, cuya trasformada es F{s) = Am P’
hallar Io trasformada de (1) = Am . ¢. senw &, 5t w

Aplicando la propiedad de derivacion frecuencial resulta:

dFfs] y 2ws

Gfs) = Lt fft)} = - as = mm

10.5.5) Iniegracion frecuencial: Si Ffs/) es la trasformada de Laplace dé

fit), puede escribirse:
f“FfS) ds= [ [i?’-’] (10.24"

se parie de la expresion:
Ffs} = J flt) e d¢
o
integrando ambos miembros en el dominio de frecuencia queda:

f:F(s) ds =f:{ f flt) e d 1) :%s -

permutando las integrales del segundo miembro se tiene;

J{mm) ds =_fo If Fi) et dstd
f mas=[[ro o] ar- [ e ae = o[ 2]

]
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En consecuencia, integrar en ¢l dominio de frecuencia equivale a dividir por
? en el dominio del tiempo.
Fiemplo:

2 w?

Dadas f{t) =t coyw ity Ffs)=" 2

o o2 wz (S +

corresponde 2 Gfs/ =f . ds. Aplicando la Ec. {10.24) puebe es-
¥

] { s
cribirse:

Gls) = [ e ds =£[ﬂ‘)l=£[f "”“”I= £ [coscwt]
- 5 w t ?

hallar la funcién de g{t) que

2}3’

'J.)z

Es importante destacar que las propiedades definidas por las Ecs. (10.23) y
(10.24) tienen mucho menos importancia que las correspondientes a la deriva-
cidnyla integraciﬁn temporal.

10.5.6) Desplazamiento frecuentigi o ler. teorema de desplazamiento:
Si Fis} es la trasformada de Laplace de fft) v a es una constante real positiva
o negativa, resulta:

Fls—a)= L[ " f1:)1 (10.25)

Aplicando la Ee. (10.2) resulta:

L e f1e)) ==f,, e fluf e~”dr=f; fity es-8lt gy

y con el cambio de variable s —a = 2, resulia;

L[ fi1)] =_f0 f(t)e? qt= Ffz} = Fis-a}

]j:s decir que una traslacién frecuencial como la mostrada en la Fig. 10.10,
equivale a multiplicar la funcidn 1t} por un factor %% que aumenta o disminu-
ye el valor de f{t) con ¢l trascurso del tiempo, segiin sea el signo de a.

Ejemplo:

Hallar la trasformada de f1) = €™ cos w ¢t

£
Se szbe que £ [eosw ] = S—
que L[ =57 =
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en consecuencia, aplicando 1z Ec. (10.25) resulta:

. 8 -4
L[e® coswt] = S
fs~a) + w

pF (s} $ it

wit]

XY LT}

+— Fls+m) |

urrye™®

=,

Fig. 10.10

10.5.7) Desplazamiento temporal o 2do. teorema de desplazamiento:
Si Ffs) es la trasformada de Laplace de fft} y @ es una constante real positiva
o negativa, resulta:

L{flt-a) u(t-a)] = Ffs) ™™ L (1026)
en efecto, aplicanda la Ec. (10.2) queda: : :

LIfft-aj uft-a}l =j0 flft-ajuft-aj e‘“dr:_/; flt-ajuft-ajeStde+

+ja flt-ajuft-a) e dt = 0+_£”f(t—a) e dt
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j Opara r<a
yaque ¥ ft-a) = :
l | para r>a

multiplicando por €% ¢ = ¢® = | resulta:
.C[f(r a) ufr- a)] f flt-a) e™ ' 79 g =
j flt-a) e (t-4)s 2% g4y
y con ¢l cambio de variable # - 2 = x queda:
E[f(r—a) U r’t—a}] = ﬁmf(x) e s T dx = me(x) e” ™5 dx
L’{f{r-a). u r’t-a}] = g™ Fyfs)

En consecuencia, el adelanto o la demora de una sefial en el dominio ¢, como el

mostrado en la Fig. 10.11 equivale a multlphcar por ¢ ** la trasformada de La-
plaw de djcha sefiaf,

i1

Yli-a)

Fig. 10.11

Ejemplo:

Haller la trasformada de Laplace del pulse rectangular de 1a Fig. 10.12.a)
y el pulso senoidal de 12 Fig. 10.12.b}.
Para el pulse rectangular resulta:

Lvit)] = AL [uft)] -AL[ult-Taj]

A as A -if
LD = s et = o [T
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. @ Pty (;)

Fig. 10.12

Para el pulso seapidal es:
Llift)] = Im L sen wrufe)) vim £ |senfwr—n) u{r-—-—l——) 1

I} w -
L L i) = Im m(l +e ﬂ""')

10.5.8) Tearema del valor inicial: Si fft) y su primera derivada poseen tras-
formada de Laplace, con una abscisa de convergencia finita, resulta: -

fim  fr1) = flo*) = m s ps) (10.27)
o . § =
. en efecto, segun ia Ec. (10.20) es:

;c[‘?—gr—) =5 Fls) — flo*

tomando en ambos mierbros el iimite cuande § — =, resulta:

lm Fy [ dffe — Iim

5 > oo

T )T GsE ety (1028)
df
dr

convergencia vale cero, por lo gue la Ec. (10.28), s¢ reduce a la Ec. (10.27).
Este teoremna permite determinar las condiciones iniciales de un circutto
cvando se reconoce su funcion trasformada Fs).

A1) o '
Como L f | existe por hipdtesis, su limite para § +ocen fa zona de
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Ejempio: .
Dada Ffs)=L {fit)] = r_w_%.f:____.

hallar ffe™)

Aplicando Ia Ec. (10.27) resulta:

irm e ] s-a
fo') = st Fis)h = P ]= !

§ >0 (s a}z—w

Para que fft) vy f'{¢t} posean trasformada de Laplace, la primera debe ser con-
tinua o como médximo poseer una discontinuidad de primera especie en cf origen.
En consecuencia, si existe un impulso, ¢l teorema no es aplicable.

Efemplo:
Sea ffi}f = 4 8(¢) + 2uft} cuyolimite para + - O es:
flo*} =2

La trasformada de ff¢} es: 7
' ' Fis) = 4+ -—=
s

resitltando

Wm  gupifs) = B (454 2] »ee % ffo*)
§ -t oo

5 = o
10.5.9) Teorema del vator final: Si () y /(1) son trasformables por Lapla-

ce y s F(s) es regular sobre el eje jw y en ef semiplano de 1a derecha resulta:

It fpy = m s Ffs) (10.29)
f e ] 5§ o

Para demostrarlo se parte de la Ec. (10.20):

[df(r)] fdﬂ—!”) e dt=s Ffsj-jfo")

tomando los dos diltimos miembros el 1imite ceando s — 0 resulta:

——————————— e g1 =M e frs) . ffo*)
5 G o ¢ £—=>0
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Si se cumplen las hipétesis enunciadas, puede permutarse el limite y la integral,
resuitando: '

[mh’m _,@ e

s—+o0 dt

S dr =] A= oy —1107)
+]

Reemplazando este resultado en la ecuacion anterior queda:

froo) = fo*) = WM s E(s) - ffo*)
§7a
ey = BT kL)

este resultado es muy Gtil en andlisis y disefio de servosisternas y circuitos, pues
permite obtener el valor al cual tiende la respuesta temporal para tiempos muy
grandes, cuando se conoce la respuesta frecuencial,

Ejemplo:
118+ 10

Dada Ffs} = L [f{t}] = Y 2;_

iim
haflar el - fre)

De acuerda a Ia Bc. {10,29) es:

—. lm ; = lim __1__1_3_.-'_-_1_0___.12._
ff}m) S-—poos F(S) §=>0 5§+ 2 - 2 =3

Las limitaciones del enunciado pueden expresarse también diciendo que este

teorema no puede aplicarse cuando el denominador de 5 F/s) posee algin cero
cuya parte real sea nula o positiva,

Ejemplo:
Sea fit] = Amcoswt cuya trasformada es:
s , .
Frs) = Am o ————
/ 52+ w?

Puesto que s F{s/ tiene un par de valores s = * j ¢« sobre el eje imaginario,
para los que se anulz el denominador, resulta inaplicable el teorema.
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En efecto, nbtese que se trata de una oscilaciéon de amplitud constante. En
cambio, para:

10 ——
FIs) = v @ D) (s s G178

resulta s (s} regular sobre el eje imaginario v en el semiplano con parte real
positiva y por lo tanto:

10

1
I:m = Ii =
oy =0, S FOI =0T [s+@-j8)] [s+ (4 +78)] 8

Como se verd en el proximo capitulo, las raices complejas conjugadas con
parte teal negativa en el .denominador, dan hugar a upa oscilacién amortiguada,
por lo que el limite existe y tiene un Unico valor.

10.6 Métodos pricticos para hallar Ja trasformada inversa

10.6.1) Utdizacion de tablas de pares de trasformadas: En la Fig. 10.13
se muestra una iabla con algunos pares de trasformadores construida en base a
las Ecs.(10.9),(10.103,{10.13),(10.14),{10.15),{10.16),(10.17},{10.23} ¥ (10.25),

fit} Fis) ey £(s)
1 W
f — S o - !
|17 s v &+ o?
1 5
— sen wi
p(rj 52 32+w2
2ws
5 {t) 1 tsent T2
fs? +w?)?
ear ___l_ ot g~
$-a e" coswt T 2
fs—al* +w
e;’wr S+jw
2 2 -
s w Fig. 10.13

Come puede apreciarse, en ta primera columna se encuentra f{t/ v en la se-
gunda F{s). En consecuencia, la tabla sirve para pasar del dominio del tiempo
al de frecuencia compleja, o a la inversa. Para efectuar una antitrasformacién
uiilizando fa tabla, debe llevarse & funcién dada a la ferma de alguna de la segun-
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da colurnna de la misma. En efecto, supamendo que se debe hallar la funcién
fit} que corresponde a:

10 s

FfS)' = {,2 TR (10.30)

La Eec. {10.30) no estd en la tabla 10.13, pero si se la escribe de la siguiente
manera:

vT m + (va)’]*

se verd que apareceen la segunda columna de 1a tabla en el penditimo lugar, de
modo que:

105

£l ESFF:;'J)_Z] = 7 *s5en \/7’_ f

En consecuencia, las posibilidades de este métode dependen de lo completa
que resulte la tabla empleada y de la creatividad puesta en juego para encuadrar
el caso considerado en uno de los tabulados.

10.6.2) Expansion en [fracciones simples: Un caso particular de antitras-
formacion que conviene mencionar separadamente por la gran frecuencia con que
se presenta en la teoria de circuitos, es ef correspondiente a las funciones de Ia
forma:

Donde Nfs) y D{s) son polinomios, siendo el grado del numerador (s}
menor que el del denominador D2fs/, de tal modo que puede considerarse a
F{s} como una trasformada de Laplace. Como es sabido, una funcidn racional
puede ser expresada como una suma de fracciones simples, cuyo QOmero coin-
cide con el grado del denominador.

Considerando en primer término el caso de que todas las rafees p,; p»;

Pis. - - Py del polinomio del denominador sean distintas. En esas condiciones,
Ia Ec. (10.31) puede escribirse:
Nfs '
Ffs) = - ts/ (10.32)

(s=pyf (s~py)... . (s-pi}.. .. {(3~ppn)}
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0 bien, expandiendo en fracciones simples:

: K K ’ K; K
F(‘g) = L 4+ _2_ RN +__’_,+.... + n (1033)
- 5$-p2 - P -pPn
que pueds escribjrse:
n K:'
Ffs) = T —— {10.34)

iz~ py

Para hallar el coeficiente genérico Ki, se multiplican ambos miembros de la
Ec. (10.33), por{s — pi):

L 4 F-pi i-p
Fis) fs-py) = Ky =2 v g F ek B
S- F-p2 8- Py
S
v K,
S Pn

y como todas las raices P, son distintas, se toma el limite para s teniendo
a p; en ambos miembros, resulta:

K= MM (R pl) (1035)
L 74
Debida a la lineslidad de la trasformacion de Laplace, resnlta:
LRl = £ L £"—]
£e= 1 3~p;

y teniendo en cuenta la Ec. (10.9) y las propiedades de linealidad, Eec. (10.19)
y de desplazamiento frecuencial, Ec. (10.25), puede escribirse:

YUE)] = E K o® s upy (036

e modeo que una funcidn racional propia del tipo de la Ec. (10.31) puede anti-
trasformarse mediante la Ec. (10.36), cuyos coeficientes K; pueden ser haJIados
mediante 1a Ec. (10.33).

" Ejemplo: antitrasformar por expansion en fracciones simples la siguiente fun-
¢ién:

Fis} = 10 --%.__;_..____
¥ - "s
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Las raices del polinomio del denominador s* + 8 s + 15 5 = 0 son
Pi=0;!’2=_3;93=f_5 .
En consecuencia, puede escribirse:

F+ 2 Kl K; .K3_'

g) = 10+ e = g +
Fis) s +3) G+ 5) s s+3  s+5

donde los Ki se pueden calcular cog la Ec. (10.35):

K =hm [Fls)(s-p)]1 = im0 . o svr = :29,_
i s >e s+3)(s+5) 15

K, =Im - [F(s)(s-p,)] = Ifm 10 st2 = 10
s > (-3) s +(-3)  s(s+3) 6

K = lim [F{s)(s-p )]} = Iim 10 _S:E_ = -3
525 s+ (~53) s(s +3)

Reempiazando los valores de los K; v los p; hallados én la E¢. {10.30) resulta:

fit) = it [ F(s)) ﬁiél;{{. .o Pit ult)

i f(t} = ::12,2_ .eol U(r} ¢ _.180__ e-3f u{r) — 3 e-Sf urr}

Cuando las raices p; del denominador son miltiples, 1a expansién en fracciones
simples puede hacerse utilizando un polinomio en lugar del coeficiente K; del
término correspondiente a cada raiz multiple del denominador, como se hace al
resolver integrales de funciones racionales. Sin embargo, no se desatrollars el
procedimiento, pues estos casos pueden ser resueltos en forma general como se
indica en el pardgrafo sipuiente.

10.6.3) Céculo de residuos: Recuérdese que una funcidn es regular u
holomorfa en un punto, cuando es derivable en dicho punto y en un entorno
del mismo. Para que la funcidn sea regular en un recinto, debe serlo en todos
los puntos del mismo. Cuande 12 funcion no es derivable en €] punto, pero lo es
en un entorno del mismo, se dice que en aquél existe una singrlaridad aislada,
Si tampoco es derivable en el entorno, se trata de una singufaridad esencial o pun-
to de acumulaeidn de singularidades. .
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Los modelos circnitales idealizados de constantes concentradas, lineales e in-
variantes en el tiempo, son descriptos mediante funciones racionales (cocientes
de polinomios). Dichas funciones solo tienen singularidades aistadas llamadas
polos. Se denomina polo al valor de 5 = Pi para e} cual la inversa de la funcion
F{s) posee un cero. :

Dicho de otro modo, se tiene un polo para un valor de § = p;, cuando el
limite para s tendiendo a p; existe y es infinito:

Irm
Fiy}
§ 7 pi

Se verd ahora el Teorema de la integral de Cauchy. Este afirma que una fun-
cion reguiar en todes los puntos de una curva cerrada simple C y en su interior,

como los abarcados por el recinto simplemente conexo de la Fig. 10.14, tiene
una integral de valot nulo:

fF{s} rds = 0 (10.37)
o

Yo

Cllﬁ

RECINTL SIMPLEMENTE CONERD

REGCINYD DOBLEMENTE CODNEXD

Fig. 10.14 | Fig. 10.15

El recinto debe quedar siempre a la izquierda de la curva para ¢l sentido de
circulacion positivo.

Si se trata de un recinto doblemente conexo, come ¢l de fa Fig. 10.15.8),
se lo puede reducir a uno simplemente conexo, “conectande™ las dos curvas me-
diante un corte que al ser recorrido dos veces cn sentidos opuestos, no contribu-
ye al valor de la integral como se muestea en la Fig. 10.15.b),



28 Andlisis de Modelos Circuitales

Si 1a funcidn F(s} es regular en el recinto encerrado por las dos curvas y los
sentidos de circulacién son positivos, la integral es nula.

fF(s)ds-I- Fi{s)ds = 0Q
(A 02 )
Si se invierte el sentido de giro a lo largo de O, resulta:

f Fisjds = [ Flsjds (10.38)
<y Yo,
de donde se deduce que el resultado de la integral no depende del contomo ele-
gido mientras se mantenga dentro de la regién en la que la funcidn es regular.
Si una funcién es regular en un recinto miltiplemente conexo, como ef de la
Fig. 10.16, resulta, dejando siempre el dominic a la izquierda de la curva:

RECINTO MULTIPLEMENTE CONE XD
Fig. 10.16
f Fls)ds + f Fisjds+ | Fisjds +f Flsjds+ | Fy)ds +'/"m;dszo
s €2 s Cs ¢s Cs
© bien, cambiando el sentidode & ., C, v Cs.

fF(s}ds+ F(f)ds+f1*(s)ds- f{s)da+ "Fisjds+{ Fisjds
“ “a "% (1039)

La Ec. (10.39) expresa que &l valor de la integral de una funcién regular en un
recinto multiplemente conexo, es igual a la suma de las integrales a lo largo de
las curvas internas, recorridas todas en sentido anti-horario,
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Considerando ahora la funcidn:

Ffs) ='
§-p0

que es regular en todo ¢l plano complejo, excepto en el punto s = p,; en que
presenta un polo. Calculando la integral de Ffs/ a lo largo de una circunferencia

Cy como la de la Fig. 10.17, que tiene cenfro en p, y radio 7. 8i se llama ¢
al argumento, resulta:

s - py = reel®
sds=jrefvd e

en estas condiciones es:

J; Fis}ds = j; :

13‘"})1.

Modvde U L
dszf; ¥~ | jdy = 2uj (1040)
0 rel? o

Fig. 10.17 Fig. 10.18

De acuerdo a la Ec, (10.38), si se toma una curva € como la mostrada en la
Fig. 10.18, gue contienc en su interior a €, al ser regular F{s) emtre las dos.
curvas y teniendo ambas sentido anti-horario, resulta:

fCF(s)ds =fch(s}ds =2aj (1041)

Esto significa que cualquiera sea la curva cerrada elegida, por ser Ia funcion
F{s} regular en todo e} plano complejo, excepto en el punto P en que presenta
un polo, el resultade de la integral serd el mismo.
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Este valor s6lo depende del punto p, y de la funcidn. Este importante resulta-
do permite introducir el concepto de residuo de una funcion en un punto singular
p;i» definiéndolo mediante la expresion:

Res [ Fsl,_,, = -5"5}"* I Fis)ds (10.42)

Donde C es cualquier camino cerrado alrededor de la sinpularidad pi, dentro
del cual F(s} es regular con la Bnica excepcitn del punto z; .
 Generalizando, si se tiene una funcidn Ffs/ que es regular en un recinto
, salvo en NV puntos p; en los que existen singularidades aisladas, puede cortar-
se ef recinto como se mostré en la Fig. 10.16 y en virtud de lo indicado por las
Ecs. (1039} v {1042}, resulta:

f Fis}ds = 2nj S Res[F(s)]. (10.43)
i i= 1 = Py

que es la expresion del teorema de Jos residucs, segin el cual: “El valor de la
integral de upa funcién a lo largo de un camino cerrado €, es igual a la suma
de los residuos de la funcidn en cada una de las singularidades encerradas por
C, multiplicada por 2 #j.”

Si se apiica este teoremp para calcular la integral de la férmula de inversidn-
de Mellin dada por Iz Ec. (10.18), resulta:

g+ e -
Flt) =&Y {Fls)] = ——{ Fls}oe" ds =
2afig, — oo
-1 z Res [F(5) e}

Jir) = 't [Fis)) :igl Res | Fis) 'é"”]"g = b

{10.44)
Expresidn importantisima vdlida solo para £>> 0, que permite una ficil deter-
minacidn de la antitrasformada en ung gran cantidad de casos.
Los polos de F{s) pueden ser simples o maltiples. Puede demostrarse en base
2 la serie de Laurent, que el ‘valor del residuo en un polo mdltipte de orden 1,
estd dado por Ia expresidn:

i ar-1

R’n‘fﬂ[i"fms:pI -t f;’f’*‘"__,l— to-pD" Fis/], (10.45)
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O en este caso:

N -t

¢ [t
Res [Ffs) %] . = ——— lim - s-pFisl ef
LF(s) =0T (oDt sop decl [(s-p) Fis] e ]
(10.46)
Para el caso de un polo simple, 1a Ec. (10.46) se reduce a:
Res [Ffs) e} _ = WM (e-p) r(s) o]
. DR By 7
. Res [Ffs) e‘”]s_ = e Pt im- [(S-Pi) F(s)]
TP s > P
que puede escribirse:
; t _ + .
Res [Ffs) €7') _ o ePt  Res | Fis))s - 5, {10.47)
donde; ‘
Res [F(sfl . = Wm  [(s-p) F(s)] ' (10.48)
& = py 5 = pf . )
Reempiazando la Ec. (10.47) en la Ec. (10.44), resulta:
. N
[y = £ (F)] = B e’ Res [FIs/] . po 1] (10.49)

donde se ha agregado u (1), pues Ia Ec. (10.44) solo vale para s > 0.

Comparando la Ec, (10.36) correspondiente a la expansién en fracciones sim-
ples con la E¢. (J0.49) resulta que:

Ki = Res [F(5)) _ . ' (10.50)

Esto es, tal como se anticips, €l cdlculo de residuos y la expansion en frac-
ciones simples conducen al mismo resultado.
Resumiendo:

Para antitrasformar una funcion F(s) que posee ¥ golos simples y mﬁl'tip.'ies
P, » se emplean las Ecs (10.443 y (19.44). '

i) = o (K9} = glm_nrm e, ul)  (1044)
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. 1 R ﬂ—.l ’
Res[F(s) e ., = Y i'fp FYCETY [(s-p)" Ffs) e%]
- (- 1) ;

(1046)

donde n es el orden de multiplicidad del polo pi.

Si todos los polos son simiples, se utilizan las Ecs. (1036) 0 {1049) v la Ec.
(10.51), que sintetiza las Ecs. (10.48) y (10.50).

) = £ [Ffs) €] = T Kent 4 1Y (10.36)
K = Res [F(s)]; =, = ”"“p [(s-py) Fls)] (10.51)
/ P e
Ejemplo 1:
Antitrasformar:
Fis) = 5

8
E+1)Y =+

como existe un polo simple y uno doble, se emplearin las Ecs. (10.44) y {10.46)
Se calculardn los residuos. La Ec. (10.46) se reduce a la siguiente, para n = 2:

. d
Res [F(s) €] _ = 1T = A6-m) £ps) e

y en &ste caso, para p; =~ 1:

31 _.h'm 'f:_ H SS______ st _
R L) Do |7 Grprern ]_

.

+8 ——te') = 16 ¢ —81 &7F
+2 .

(10.52)

8 L
w51 ] - ) st -2t
Res [ Fs} e L d’( 2)[( -—-S+—-———I) (—+ 3 e ] 16 e

(10.53)



Trasformacion de Laplace - Funciones operacionales 33

Reemplazando Jas Ecs. {10.52) v {10.53) en Ia Ec. (10.44) se obtiene:

flt)= LY [Fis}) = (16e " =8te " —16e~%") u (1)

Ejemplo 2:
Hallar la trasformada inversa de:

s+ 2
Ffs) = 20 —

_.'—
S5+ 206 + 155 (10.54)

En primer término se deben hallar los polos. Es importante destacar que antes
de hallar las rafces del polimonio del denominador sedebe lograr que el coefi-
ciente del ténmino de mayor grado sea unitario. Dividiendo pumerador y denomi-

nador por 5 resuita:

s+ 2 :
F(&‘) =4 KT ' ' {10.55)
Los polos son:
=0
P4 +3s =0 = pa = =1
h = -3

Por lo que la Ec. (10.55) se puede escribir:

Fis) = 4 stz . (10.56)
C+rO G+ 5+3)

Notese que de haber operado direciamente con 1a Ec. (10.54) se hahria obteni-
do la siguiente ecuacion errdnea:

0 s+_2
E+ E+EDHE+FD

5674205 + 155 = 0 wim = -1
= —3

Ffs} =

ya que,
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Puesto gque todos los polos de la Eg. (10. 56) Son smlples, se efectuard el cdleu-
lo de los residuos mediante la Ec. (10.51):

; g+ 2 8
K,=Mm Jy s — "2 12>
s *g s+ 1} s+ 3) 3

_ bm st+2 -
K s—*(l}[(s Dot e T hernl =2
K, = [(s+ 3y 4 —Srr Y2
S“‘*(3) s+ 1Y (s+3) 3

y segin la Ee. (10.36):
ey uft)

8
f{r)=£*‘ [Ffs}]: _:%lfffép"u(!)=(3“e°’-—ze" . 3_

10.64) Determinacitn de la respuesta de un circuito utilizando la trasforma-

da de Laplace como una hercamienta matemdtica: Se considerard el circuito de la
Fig. 10.19 y se hallard el valor de la corriente utilizando l2 metodologia indicada

en el diagrama de [a Fig. 10.20.
Aplicando la 2da. regla de Kirchhoff resulta:

dift)
d

vit) =R if¢§+ L
Trasformando ambos miembros, se ohtiene:

Llvi)] =R L)) +L{sLli(t=0}

L R1s]

L+ BHy

wlE = 100wl {yy
il0 )y 9a

Fig. 10.15
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LEYES
CIRCUITALES

EXCITAGION ’

MODELD CIRCINTAL
IDEA L EZABD

4

ECUACION DE EQUILIBRID
. INSTANTANEQ | TRASFORMACION
DIRECTA

ECUACION DGR EQUILIBRIG

TRASFORMADA

VINTEGRO DIFERECIAL) \ [ ALGEBRAICA] -

l |

I RESPUESTA TEMPORAL fm?j:f_i‘;%mo—”.{aaspuasm TRASFORMADA

Fig. 10.20

100
ycomo, £ [v(t)] = L[100u(t)} = —

L[] = Ifs)
ift=a} =35 4
puede escribirse:
100
——=Ri({s}+sL Ifs)—L 5
B

Reemplazando los valores de R y £ y despejando /5, se obtiene:

100
5 T po+10s
Is) =- =

25+ 10 s 25+ 10)

35
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que puede escribirse:

Its) posee dos polos simplesp, =0y p, = —5.
Calculando los residuos con la Ec. (13.51), resulta:

: s+ 10
K, =]y s —1 =

5§*e s{s +5)

s+10]

Lim —_—
K s = (-5) [(S+ 3 3 s(s+5)

y reemplazando en la Ec. (10.36):
2
ift)=L7 [1{s}] =I§ 1K,-- ePituft) = (10+e° —5+e 5ty (1) A

Notese que las condiciones iniciales quedan automditicamente incorporadas a
la solucidn, al aplicar la trasformacion de Laplace.

10,7 PManteo y sohacién de problemas en el dominio trasformade de Laplace

10.7.1) Introduccién: El diaprama de flujo de 1a Fig. 10.20 puede ser modi-
ficado como se indica en la Fig. 10.21. En estas condiciones, la trasformacidén
de Laplace deja de ser solamente una herramienta matemdtica; para convertirse
en una parte integrante de la Teoria de Circuitos, permitiendo una mayor riqueza
concephial y una mejor eficiencia operativa. .

La Fig. 10.2]1 muestta que es necesario aplicar la trasformacién directa
de Laplace a las leyes circuitales, las excitaciones y los circuitos. Puede observar-
se la gran similitud entre este planteo y el desarrolio del Cap. 7. Es razonable que
asi sea, ya que el dominio de frecuencia imaginariz ¢s un caso particular del
dominio de frecuencia compleja $ = o + j w,para o = O
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DOMINID OE LA FREGUENGIA

DOMiNIG DEL TIEMPG

COMPLEJA
LETES
LEYES TO
CIRCUITALES
CIRCUITALES .
. TRAMEFORMADAS

T LXC|TACION
KCITACION
Exaiacio TRASFORMADA

MODELO CIRCUITAL
MOOELD GIRGUITAL T
IDEAL17ZADD
IDEALIZADD
TRASFORMADD

X
ECUAGION DE EQUILIBRIQ
TRASFORMADL

T )
RESPUESTA TEMPDRAL |-'— —_— -—-—{HESPUEST#\ TRhSFDRMnDlJ

Fig. 10.21

10.7.2) Tresformacion de las leyes circuitales: En el dominio temporal,
las leyes de Kirchhoff son:

]
ity

I 8] =0

vefth=10

Yl ]

K
Aplicando 1z trasformacion de Laplace, resulta:

£
I

(10.58)

1 bkda

Vls)= 0
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10.7.3) Trasformacion de las excitaciones: En este caso'se trata simplemiente
de aplicar la trasformacién directa de Laplace a la sefial de excitacién. En el
apartado 10.4.4 se desarrollaron 6 ejemplos de cdleulos para sefiales siniples.
En la prictica se utilizan tablas de pares de transformadas del tipo ejemplificado
en Ia Fig. 10.13. En los manuales de ingenieria electronica ¢ de férmulas y tablas
matemdticas y fisicas, existen tabulaciones muy completas, que permiten resolver
la mayoria de los casos que se presentan.

10.74) Trasformacién de los circuitos: En la parte izquierda de la Fig, 10.22
se han dibujado los modelos circuitales del resistor, el inductor y el capacitor
ideales en el dominio del tiempo. Se hallardn ahora ios modelos circuitales tras
formados, aplicando la trasformacién directa de Laplace a las ecuaciones que
vinculan tensibn y corriente en el dominic temporal.

En el caso del resistor es:

R -f(r)

v{t)

cuya ecuacidn trasformada es:

i

Vis) = R Ifs) (10.59)

En la Fig 10.22.d} se ha dibujado el modelo que corresponde a ta Bo. {10.58)
Para el inductor se parte de:

dift
vit) = L _if_)_r_
at
la ecuacion trasformada resulta:
Vis) = sL Ifs)—1 ifi=0" (10.59)

En los casos en que el circuito asociado no admite un impulso de tension entre
los extremos del inductor, las condiciones de continuidad conducen a:

i, ft=0%=1i/{1

i
o
-t



Trasformacion de Laplace - Funciones operacionales
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RS |
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I .
wit) :..c 11}
o : 3y
L5) vis) i c ::ls.cv[sl
o~ ‘ Cpt=0¥)
h
' U

Fig. 10.22
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despejando ffs) queda:

Ifs) = ") + ] ' {1060

Fl primer témmino de la Bc. (10.59 es una tension proporcional a la corriente,
la inductancia y la frecuencia compleja. Obviamente, corresponde a la tensidn
sobre 12 inductancia. Bf segundo término es una tensién que ne depende def va-
lor de f{s). Es por lo tanto un generador de tension. Como su valor depende de
la corriente ift = o* }, se lo denomina generador de condicion inicial, El circuito
de la Fig. 10.22.@) corresponde a la Ec. {10.59), ya que aplicando en &l la 2da.
ley de Kirchhoff se obrtiene dicha ecuacion.

El primer término de 12 Ec. (10.60) es una corriente praporcional a Ia tension
¢ inversamente proporcional a la iaductancia y la frecuencia. Resulta claro que
representa la corriente que atraviesa la inductancia. El segundo término es una
corriente que no depende de Vfs). Por consiguiente, se trata de un generador
ideal de corriente. Como su vator depende de if0%), se trata de un generador de
condicion inicial. El circuito que corresponde a la Ec. (10.60) es el de la Fig.
1{1.22.), ya que aplicande la 1ra. ley de Kirchhof¥ se obticne dicha ecuacidn.

Para analizar el capacitor, se parte de: :

. dy(1}
t) =C —
) dt
cuya trasformada de Laplace es:
Ifs)=sC V{s)—CWe¢=0") (1061)

y despejando V(s} se obtiene:

Vis)

_As) =07 _
= (10.62)

5

Con un andlisis similar al hecho para el inductor, resultan para el capacitor
dos circuitos equivalentes en el dominio de frecuencia. A partir de la Ec. (10.62)
se obtiene el circuito de la Fig. 10.22.g) y a partir de la Ec. (1061} el de 12 Fig.
10.22 k). : : '

En los casos en que ef circuito asociado no admite la circulacién de un impulso
de corriente a través del capacitor, las condiciones de continuidad conducen a:

Ve ft=0) = v.f{t =07
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La eleccion del modelo trasformado mas adecuado, depende de la geometria
del circuito, Asi para un asociacion en serie de elementos, conviene emplear los
de las Fig. 10.22.¢ y g), mientras que para los clementos conectadns en para-
lelo es preferible emplear los de las Fig. 10.22.f v h).

Biemplo 1.

Hallar el modelo circuital trasformado correspondiente al circuito de la
Fip. 10.23 .2).

DAMINeD

lL waty=tito

Fig, 10.23

Come se trata de una asociacion en serie,se utilizanlos modelos circuitales
trasformados con generadores de condiciones iniciales de tension, resulta el
circuite de la Fig. 10.23.b).

Ejemplo 2:

Hallar €} modelo circuital trasformado del circaito de la Fig, 10.24.a).
Empleando los modelos con peneradores iniciales de corriente, por tratarse
de una asoctacion en paralelo, se obtiene el circuito de la Fig. 10.24 b),

Si la asociacion es mixta, en los tramos con elementos en seric se usan gene-
radores de condiciones iniciales de tensidn v en las partes con elementos en
paralelo sz usan generadares de condiciones iniciales de corriente.
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Fig. 10.24

10.7.5} TImmitagcias de excitacién operacionales:  Considérese sl circuito
de {a Fig. 10.23.b).
Aplicando lz 2da tey de Kirchhoff trasformada, resulta:

Vis) +Li(o)— —l%—@-—:: RIfs) +siLifs)+ -sic“ I{s}

Considerando condiciones iniciales nulas (CAN.) y despejando (s} queda:

1
ffs) = I Vis}
R4+sL +"‘S"ET

Es decir que, tal como ocurrid en el Cap. 7, la respuesta estd vinculada con I3
excitacion a través de upa funcidn cperacional que se denominard H/fs/, que
depende de la geometrfa del circuito, los pardmetros circuitales R-L-C y la fre-
cuencia compleja 5 En forma genérica puede escribirse:

Ris) = H(s) < E (s _ (1083)

donde Rfs) v Ex{s} son, respectivamente, la respuesta y la excitacion trasfor-
madas. ) -

Se intraducirdn ahora dos casos particulares de H{s/, Ja impedancia v la ad-
mitancia de excitacién. La impedancia de excitacién Z s/ se define como el co-

ciente de la tensidn y la corriente trasformadas, para condiciones iniciales nulas
(CIN):

. Vis)
Z = ——
fs) f(s} JC!N
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12 admitancia de excitacién ¥ {5/} os la inversa de Z (s5):

Yis) = ——1—2 11s)

Z(s) Vi(s] Jcin

En el cuadra de la Fig. 10.25 se indican las expresiones de la impedancia y la
admitancia de excitacion para el resistor, el inductor y el capacitor ideales.

. .
ELEMENTO  |Z (s3] (s}
RESISTOR R -;—;
INDUCTOR sL —;‘L—

S RS S ,_t__

I
CAPRCITOR | < | scj
Fig. 10.25

. Puesto que las definiciones coinciden formalmente con las del Cap. 7, las leyes
de asociacidn en serie v en paralelo halladas en €] son vdlidas en el plano de
frecuencia compleja. Esto es:

' n
Asociacion en serie Z (s} T E . Zy fs}

i
Asacigeion en paralela Y (s} Tk

[

En muchos casos puede halfarse las immitancias de excitacién por asociacién
de elementos en serie o en paratelo, como se hizo en el dominio  w.

A M

g -

Fig. 10.26
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Fjemplo: Hallar la impedancia de excitacion Z4 (5) del circuito de 13 Fig.
10.26. Se comienza hailando la impedancia de la rama formada por Ry ¥ Ly

ZL;RI(S) = R+ sLy
Ia admitancia correspondiente es:
1

Y, Ry fs}) = E:_Jr—;:

La admitancia del paralelo formado por YL!R ] {s)y C, resulta:

1
Yyufs) = sC + ——m—
i TRy ¥ s i,
la impedancia correspondiente es:
.
. 1
Zupls) =
¥ C1 + - 1
Rl + 5 Ll
La admitancia del paralelo R C, es:
1
Youls! = sCy + ——
2
invirtiende resulia:
1
Zywls) =~
362 + —
R
Resultando finalmente 1a impedancia buscada:
zZ,, (s} = 2 + 2 = ! 1
Caplsh = Ly s+ 2,5 (5] = +

sy + sC, +

RZ ) RI‘JFSLI
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14.7.6) Funcienes operacionales de los circuitos
La Ec. (10.63):

R(s) = H(s) « E,(s) (1063)

muestra gue la respuesta trasformada R({s/ puede ser hallada multiplicando
ia excitacién trasformada Ey (s} por una funcién operacional del circuito.

H{s) es una funcién aigebraica, generalmente un cociente de polinomios y
puede ser hallada frecuentemente sin necesidad de plantear la ecuacion de equi-
librio trasformada, coma se vio en el ejemplo del pardgrafo anterior.

H{s} puede vincular tension y corriente en el mismo par de terminales (funcién
operacional de excitacidn) o bien relacionar tensibn y/o corriente en distintos
pares de terminales (funcion operacional de trasferencia).

Los casos posibles son los siguientes:

al) SiR{s)eslatension en un par de terminales y £x fs)_ es la corriente ¢n
el mismo par de terminales, resulta la impedancia de excitacion en el
par de terminales ¢.

Vu (SJ

Iafst 1 o

Zols) = (10.64)

a2) SiR(s}eslacorriente y Ex (s} la tension en el mismo par de terminales,
se obtiene la admitancia de excitacion en el par de terminales a.

I (sl
Vais) Ve

Yafls) = (10.65)

b 1) Si R(s) esla tension ¥ {3/ en un par de terminales y £x {5/ es la co-
rriente J g (s} en otro par de terminales, resulta la impedancia de trasfe-
rencia entre los pares de terminales a y f.

Z,\ eI R
ragls) ol BN {10.66)

b 2} Si R (s} esla corrente [a (s} en un par de terminales y £x /5) esla ten-
sién ¥ g (s} en otro par de terminales, se obtiene la admitancia de tras-
ferencia entre los pares de terminales a y 3. '

I fs)

Yrapfs) = Votsl Jem {10.67)
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b3) SiR{s)y Ex(5}son, respectivamente las tensiones ¥ {5} y Vg(s)en
dos pares de terminales & y J, resulta la trasmitancia o trasferencia de
tensiones eutre dichos pares de terminales,

' Va(s) )
Ayagls) = —V,s s/ ] - (10.68)

b4) Si R (s esla corriente § g (s/ en un par de terminales y Ex (s} es la co-
mriente £ 8 (5) en otro par de terminales, se obtiene la trasmitancia o tras-
ferencia de corrientes entre los pares de terminales o y 8.

o (s}
Aragfs) = 2 (1069)
Iofs) Yo
y IMPEGANCIA Zo0s) Vo ls)
a e
FUNCIDN 1" DE EXCITACION %t s lels)]om
f) OPERACIONAL DE
T ADMITANGTA Ty (5]
EXCITACION 920 e Yals) - . Sl
Ve lslicin
H{s}"msl < r'b , IMPEDANEILA , Vo (st
ExsWem Y e rrasrenencia T f tsi Ty 15t em
bad ACMITANGHA b 187]
FUNCION ¥ o TRasrerencia TP I8 Vs [8)gy
2] OPERACIONAL O .
TRASFERENCIA b} TRASMITANCIA A {sJ:fﬂ}
DE TENSIGNES VR p Vp(ﬁ] Jein
TRASMITANC|A I {%)
b) o Alglsds S
. DE CORRIENTES ';3 t3d o
Fig. 1627

En el cuadro sindptico de la Fig. 10.27 se resumen los casos posibles y en la
Fig. 1028 se muestra ejemplos de cada una de las funciones operacionales defi-
nidas. Para calcularlas se halla la expresion de una de las variables del cociente
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{ b} vis)
- T([=]) 1is) » 50+ !

L Vst R+ sL

j?
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Zyis} =—— . 2 S,
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ADMITANCIA DE TRASFERENCIA

Iptst L1+

YTU) e 2 e rr—r—
Vil |CIN sELC+-3éJ'-+1

TRASMITANCIA DE TENSIONES

[] Vi) L s}
( ayinh XC__} U B
Vi) JOIN 2y oy gerit

TRASMITANCIA DE CORRIENTES

At lete) .3t
PTG e o D
s C

Fig. 10.28
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en funcion de la otra. Por ejemplo, para Ia Fig. 10.28.4), se comienza por calou-
lar la tension sobre el paratelo, en basé a la relacién de divisién de tensidn:

Zp(s) 1
RS vz V”i;?j+ :
pls
SV,is) = Vs

i
1+ SL(SC + —--——J
R

La corriente sobre el capacitor resulta;

I.(s) = sC Vp(s)=sC Vfs)

sl
1452 L0+ —
R

= V{s)

= V() ——

1+ sL Yp/s)

si

L+ 52 LO S
R

= Plg)

L
$2LCH— 41
R

Finalmente, reemplazando la expresion de . {5/ en funcién de V {3/ en la

Ec. (10.67) queda:
Yo fs) = Icfs}

Y =
T

16(3)}

Iy

s}C

p s L
e LO+H——+1
R

10.8 Influencia de los polos de H /5) ¥ £y (3) sobre la respuesta temporal

Se parte dela Ec. (10.63):

R{s} = Hfs]~ Ex{s)

(10.63)

Supéngase que, como es habitual en teoria de circuitos, tanto H{s) como
Ex (s) son cocientes de polinomios en los cuales el prado del denominador es
superior-al del numerader. Esto es:

His}

Ex (s)

i

Mats)
Dy (s}
Ng (s}
Dg (s)

(10.70)

(10.71)
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Reemplazando las Ees. (10.70) y (10.71) en la Ec. (10.63) y expresando los
polinomios de los denominadores en fupcién de los polos, resulta:

Ny (5)
{(s~Dis) (S-Pra)- - (S—Pri)ee-- (8- PHn}
N (s}
fs-pe) (S“Pﬁz)‘“‘(s—pgf}----(s-pb_m)

R(S) -

donde pyy; son {os polos de H (s} y pg;1os polos de £ (s).

Descomponiendo en fracciones simples queda:

. K . Kg;
Risj= 5 A 4 5 H _ (10.72)
$=-Pui §=PFj

donde Kg ¥ Kg; son los residuos de R {8/ en los polos pyi de H{s) y Pej de
- Ex (s) respectivamente, que pueden ser calculados con la Ec. {10.51).
Recordando que:

- ki — -t
L —— | = K eP oy
§=pi

puede escribirse:

1]
i=

(10.73)

rit) = £ [R(s}] =

[:‘ k43

Los términos de la primera sumatoria dependen fundamentalmente de H{s),
por lo que se denominan componentes {ibres o naturales de la respuesta transito-
ria. 1a forma de cada componente estd determinada por los polos py;, que s
denominan frecuencias libres o naturales de la respuesta.

Los téeminos de la segunda sumatoriz dependen fundamentalmente de Ey .fs},
por o que se denarinan campanentes frzadas dz 1a resguesta transitaria v las
polos ng frecuencias forzadus de la misma. _ :
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Este resultado es razonable, si se tiene en cuenta que os pelos de H () son
las raices de la ecuacidn caracteristica asociada a la ecuacidn diferencial de equi-
librio instantineo estudiado en el Cap. 5. En efecto, para un circuito R L €
paralelo, la ecuacion diferencial es:

fiﬂmf’b’_F 1 de(SJ+ 1
da* | RC dr | LC

i ) .
ip (1) = ‘E‘E- ift)

¥ 12 ecuacién caracteristica asociada a fa homogénesa:

1
B? + B+ - 0
RC L
CUyas raices son!
1 1 |
B, 1y =— . \/ ~_—)2— — (10.74)
ZRC 2RC L

Se calculara ahora, en ¢l dominio trasformado de Laplace, la funcién opera-.
cional (s} que relaciona Iz corriente en el inductor con Ia de excitacion del
circuito R L € considerado:

1. 1
I s} s L ' '
His) = L _ _ Lc
ifs) Jev 1 1 1 1
SC + — + —— g2 4 g e
R sL RC LC

Los polos de s/ se obtienen anulando el denominador:

] | |
5: + — 4+ — =
Re Pt e 70
paie = = i\/(l)2+ l | 075)
v P2 YRC IRC LC (0.

+

Como puede apreciarse [as rajces de Ia ecuacién caracteristica calculadas en
la Ec. (10.74) coinciden con los poles de # s/ dados por la Ec. (10.75).
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10.9 Obtencién de la respuesta temporal por convolucion

10.9.1) Introducciébn: En los Cap. 3 a 5 se describit 1a forma de hallar la
respuesta temporal a partir del circvito. En el pardgrafo 10.7.5 se introdujo la
caracterizacion del circuito por una funcién operacional H (s}, de modo que si
ésta es conocida, se puede prescindir del modelo circuital para hallar su respuesta.
Se verd shora que [a respuesta a una sefial arbitraria puede ser obtenida en funcién
de la respuesta al impulso o el escalon unitarios. Esto es particularmente impor-
tante cuando la excitacién no es trasformable o estd dada en forma grifica o
experimenial.

109.2) Producto de convolucion: Dadas dos funciones f{t) ¥ g{t}, se de-
nomina producto de compesicién, producto de convolucibn o simplemente
convolucion f(t) = z (1} al resultado de la siguiente integral:

-frf) * gfs) = fn fft-17) gftide : (10.75)

Se veran algunas propiedades; haciendo el cambio de variable t — T =u .\
t=t—-uydl= - du, cormgendo los limites de integracion resulta:

fla)egtt) = f;frr—z) gt az=["rtu) glr-ul(-du-
T .

= frgﬂ—u} ffu) du = gfe) « flt} (10.76)
0

estoes: fft)= g(t) = git) « f( (10.77)

Ademds, por la linealidad de la integral es:

Af{t)« Bg(tj = AB[ f(t)*g(g)} T (1078)

En la Fig. 10.29 puede verse la interpretacion grifica del producto de convo-
lucién. En a) se muestra la funcion f(z), en b) F/~Z) y enc) f{t — T). En d)
se ha representado g7/ y en ¢) se incluyen £t - 2/, g{z) » el producto de am-
bas. El drea encerrada por la funcién fft — 2) 2{2) entre 0y ¢ es el yalor del
producto de convolucién fft) + g(t). Para cada f considerado se obtiene un
drea distinta, como se muestra en ta Fip. 10.30. Representando los valores 5!
de las dreas, en funcién de los tiempos & correspondientes, se obtiene /g ﬁm-
cion ft) « g (1), como se aprecia en la Fig. 10.30.f.
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1093) Teorema de convolucién: Sean dos funciones f(t) y g/}, cu-
yas trasformadas de Laplace son F{s} vy G {s}. El tecrema de convolucidn, o de
HORN-BOREL, afirma que si fas integrales de Laplace F (s} y G {s) son absolu-
tamente convergentes en ¥ = g, entonces lambicén es absolutamente conver-

gente en so la integral del producto de convolucion dada por la Fc. (10.75)
y se verifica que:

Fis)-Gis) = £1ft) gm] (10.79)
Para demostrar la Ee¢. (10.79), se escribe el producto de las trasformadas de
Laplace de fft) y g(t), usando las variables x ¢ ¥ en lugar de r, para facilitar

la comprensién del desarrollo. La convergencia absoluta de las integrales permite
efectuar los cambios siguientes:

Fis) Gls) = (| Ffx) e dx] {f cly) e dy]=

x =0 ¥y =14
:,/fcf(” glyl e ¥ dxdy (10.20)

donde el recinto de integracion € es el primer cuadrante del plano x —p com-
pleto.
Efectuando el cambio de variables:

]f=x'+',v ly

Il
]

t— T (10.81)

La relacion entre las diferenciales de drea, hallada utilizando &l jacobiano re-

sulta: bx b4y
: X, ¥ 18z 6¢ - _
: =17 dZ df = dCdt =
e - o (222)] oz ar-|) 2 “l |
6r by
- . :
= l d2 dt = di dt (10.82)
0

Falta analizar los nuevos limites de integracidn: siendo r=x +y = <+ ¥
¥ puesto que ¥ > O por el recinto de integracion € de la Ee. (10.80) el primer
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cuadrante, resulta que ¢ > T, donde 7 varia de cero a = En consecuencia,
el dominio de integracién es el rayado en la Fig. 10.31. Al integrar, para cada
valorde 7, Z variade Oazf paraQ < ¢ < =

&

Fig. 10.31

Teniendo en cuenta las Ecs. (10.81) v (10.82} ¥ los nuevos limites de in-
tegracidn, la Ec. (10.80) puede escribirse:

F(s) Gis) =f jffz) glt-7) d7 | e dr

T=0

o también, teniendo en cuenta a Ec. (10.76):
- 4
Fig) s = U[ rte-t) s deye™ an
Finalmente, considerando 1a Ec. (10.75} resuita:

Fis) Gfs)= L1 flt) » g(1)] 079

Este teorema es de gran importancia para la teoriz de circuitos, como se
podra apreciar en los parigrafos siguientes.

109.4) Antitrasformacion empleando <l teorema de convolucién: Cuan-
do se debe antitrasformar una expresidbn que puede descomponerse en ¢l pro-
ducto de dos funciones cuyas trasformadas inversas son conocidas, el teorema de
convoluecién permite resolver el problema ventajosamente.
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Ejemplo 1 Antitrasformar la réspuesta frecuencial:
Ao

REs) = {s-p1) (s=pa) (10.83)
La Ee. (10.83) puede escribirse:
Rfs] = F(s) Gfs) ' (10.84)
donde:
e S s
cuyas antitrasformadas son:
Fl)= £ [ Ffs)] = Ao et u(r)l (10.85)
AL =LY [Gfs)) = P uiy _ (10.86)

De acuerdo & la Ec. (10.79), puede escribirss:
et = L0 {(Rstl= L7 LE(] Gl = ({lwglty

donde, segin lu Ec. (10.75) es:
~f
r(d = fitestt) = | fli-) gl de
4]

y teniendo en cuenta las Bes. ([0.85) y (10.86):

r .
r{r}zf Ao eP{1-%) ¢P2 0 g7 vilidapara £ > 0
- o

t ) erp:"pljz L
Or(t}onep!:ferpa'p\jde :-Aueplr[ —-——-—————-——L}

0 Pz
resultando finalmente:

Aa
Flt] = —————— fePaf — oPY) yit)
Pr—py
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Ejemplo 2: Hallar la corriente que cirula cuando se aplica la tension:

vit) = tuft) {10.87)

d

a un circuito con condiciones iniciales nulas, cuya admitancia de excitacion es:

Yis) = 1 - 1 f "
R+ sl A & ——
L
La trasformada inversa de Y {5/ es:
i Ry
vi)= L7V Y]] = e L uft) (10.88)

Aplicande e teorema de convolucién a {3} = Y (s} V{s), resulta:

k4
i) =y(« vy = [ y-2 vy az
0

¥ teniendo en cuenta las Ecs. (1087) y (10.88):

(1 flhf_"_”'V d
iftj=| —— ¢ — di=
L Ta

R

_ e . Bz

AR A

= e g L jﬂ’.z' Tdr vilidapara i > 0
TaL ]
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Notese que aun cuando la excitacidn esté dada en forma gréfica (oscilogra-
ma) ¢ no posea trasformada de Laplace, la respuesta puede ser hallada calculando
el producto de convolucion integrando graficamente como se hizo en la Fig. 10.30.

10.9.5) Significado de la antitrasformada de la funcién operacional del
circuito / {s): Segiin se ha visto, la respuesta trasformada R {5} de un circuito
con condiciones iniciales nulas, puede ser expresada de la siguiente manera:

Ris) = H{s}) Ex(s {10.89)

donde Ex {5/ es Ia trasformada de Laplace de la excitacion. Si el circuito es exci-
tado por un impulso unitaria, resulta:

Fxfsl= L[bfs)] = 1

¥ en consecusncia’
Ry fs) = H(s)

~ de modo que:
tsft) = L7V [Rsfs)] = L7 [H(YY = k() (10.90)

En consecuencia, la antitrasformada de la funcién operacional del circuito es
la tespuesta del ¢ircuito al impulse unitario § {z} de Dirac. Este resultado es
extraordinariamente importante, pues al ser combinado con el teorema de con-
volucian, penmite hallar la respuesta de un circuito a cualquier excitacidn, cuan-
do es conocida la correspondiente al impulso unitario. Por esta causa, a A (1)
s¢ la denomina respuesta indicativa o indicial o funcidn de ponderacion, ade-
més de respuesta impulsional. Recordando lo visto en el parigrafo 10.8, resulta
clare que k /] describe las componentes lbres de ki respuesta témporal.

10.9.6) Obtencion de la respuesta temporal a partir de la respuesta indica-
tiva: Antitrasformando Ja Ec. {10.89) en base al tearema de convolucion,
resulta;

rit) = hit}) * exft) . (1031
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y de acuerdo a la (10.90):

) = r(t) * el (10.92)

Las Ecs. (10.91) y {10.92) indican que la respuesta temporal a una excita-
cidn arbitraria es igual al producto de convelucién de la respuesta indicativa
por la excitacion expresada en el dominio del tiempo.

Dicho de otro modo, si se conoce la respuesta temporal al impulso unitario
ya sea en {orma tedrica o experimental, s¢ puede determinar la respuesta a cual-
quier excitacidbn. Gracias a este resultado, es posible hallar la respuesta a una
excitacidn que no posea irasformada de Laplace o que esté dada en forma gré-
fica (pantalla de un osciloscopio). El diagrama de flujo & utilizar en este caso
es el mostrado en fa Fig. (10.32}.

poMinNID DOMINIQ 5

ExCiTACION L CIRCUITO TRASFORMADO

Bglt]

RESPUESTA INDICATIVA —

FUNCIGN DPERACIGNAL DEL SREUITO

-1
[XTIET S EH[;J}

OSCILDGRAMA Hisl

Fg e 5 h(n=l"§- {1

RESPFUESTA TEMPORAL
LRSI N N MY

Fig. 16.32

A continuacion se desarrollardn dos ejemplos de aplicacién muy simples, con
el fin de que ia comprensién no resulte disminuida por complicaciones mate-
méticas ¢ dibujos enmarafiados. No cobstante, esta metodologia es especialmen-
te util para los casos que no pueden resolverse con fos métodos de antitrasfor-
macion desarroilados en el pardgrafo 10.6.
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Ejemplo 1: Hallar la tension ¥c (1) pars el circuito de la Fig. 1033 por
aplicacién del teorema de convolucion, sabiendo que ¥ (¢} = Vu(t) .

Fig. 10.33

La funcion operacional del circuito resulta:
. 8c 1

r5):—1;(_;‘“1 wR +— L RC 1'.1
J CINR +—- ' ot
: R RC St ®RC

y la respuesta indicativa:

’ t
_ 1 -
hit) = £ [Hfs)] - Py R ury (10.93)

i
|
f

La excitacidn es:
exft) = Vufr) (10.94)

!

Segiin las Ecs. {10.75) v (10.75), 12 respuesta a € () resulta:

t
Ve lt) = Rit)x e ft) = fo h{t-T) e (T)dz (10.9$)
y segin las Ecs. (10.93) y (10.94):
\ _t— T .
ve ft) = r - e RC Vdt  vdlidapara t > o {10.96)
J, RC |

Lt T y L L7

Re feRC d:,:———eRC‘[RCeR"]
0 RC - o
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resultando finalmente:

t
ve(t) =V (1.-— ¢ R ) u(t) (10.97)

Ejemplo 2: Resclver el misme problema anterior en forma grafica, supo-
niendo que la respuesta indicativa dada por la Ec. {10.93) ha sido obtenida expe-
rimentalmente mediante un osciloscopio y tiene la forma indicada en la Fig.
10.20.d). La excitacion de la Ec. {10.94) estd representada en la Fig. 10.29.a).

Teniendo ca cuenta la Ec. (10.77}, la Ec. {10.95) puede escribirse:

“ F
ve (t) = hit)wey (1) = e, (1) ¥ hi(t) = f ex(t-T)~h(Z)d T (1098)
Q
En la Fig. 1030 se ha denominado ffr-¢gja e, f1-TygfT)ah({l)y
se ha resuelto en forma grafica la Ec. (10.98), dando como resultade la curva de
carga del capacitor mostrada en ta Fig. 10.30.f), que corresponde a la solucién
10.97 hallada en el ejemplo 1. El cambio de denominacién de las funciones sélo
tiene come finalidad el poder utilizar las mismas corvas del pardgrafo 10.9.2.

109.7) Respuesta al escalén unitario: La generacion de un impulso jideal -
ne es posible en la préctica, aunque con cienta dificuitad se pueden lograr resul-
tados equivalentes. En cambio, el escalon ideal es la excitacidn que mas Ticil-
mente puede simularse, ya que basta una fuente continua y un interruptor, como
se ve en la Fig. 10.34. Esta es una de las causas por Ia cual en algunos fexfos

f’(:) vt

Fig. 10.34

dedicados al estudio de los servomecanismaos se utiliza Ia trasformada de Carson,
para la cual es C [u (1)]= ). No obstante trabajando con la trasformada de
Laplice, también es posible hallar la respuesta a cualquier excitacion en fun-
cion de 1a respuesta al escalén, como se verd en el pardgrafo siguiente. Con ese
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fin, ¢ comenzard por hallar la respuesta temporal de un circuito con condi-

ciones iniciales nulas, caracterizado -por la funcidon operacional A {s} cuando

se lo excita mediante un escalén unitario. En el dominio trasformado es:
Ris) = Hisi Ex{s)

sioe, (1) = uft)

entonces, Ey () = L[uft)] = “—;—
resultando: R, fs} = HW— (10.59)
y antitrasformando:

Fuft) = LV [ R,(s)] = L} [ F-{g@ (10.100)

donde r, (£} v Ry {5} s0on, i'espectivamente, las respuestas temporal y frecuencial
al escaldn unitario, de vn circuito con condiciones iniciales nulas.
Reemplazando H {s) = R 5 fs}enla Ec. (10.100) gueda:

raft) = £71 [ﬁsﬂ] {10.101)

donde R g (8] es la respuesta trazfarmada al imnpulzo uaitadio.
Come dividir por § en el dominio S equivale a integrar en el dominio 7, Ia
Ec. (10.101) permite escribir:

;
Fu () =f rsfth di (10.102)
O
o bien, '
. d :
rs (1) = FPRC fs) +r,fo) 8¢ (10.103)

ya que trastormando ambos miembros de fa Ec, (10.103} se obtiene:

Rsfs) = 8 R,(s)—rw,fo}) + ryfo} = S Ry (s

En la Ec. {10.103) r, (o) es el valor inicial de 7. {7/ que puede ser ha-
llado en base al teorema de! valor inicial dado por la Ec.(10.27).

%
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rufo) = SII'TM [ SRufs)} = itm [s Hfs) ] _ Iim His)

§ =2 5 g ~roa .

(10.104)

Es decir que si / {5} tiene un cero en el infinito, segin la Ec. (10.104) es
riwfo/ = Qydeacuerdo ala Ec. (10.103) resulta:

d
rsft) = }T Fy {t)

gue 2 lo sumo presentard una discontinuidad de primera especie si la derivada
de r,{t/ noescontinua en el origen,

Si H {3} no'es nula, pero no presenta polos para 5 teniendo a infinito, r, (o}
es finita y no nula, mientras que rg (1} presenta una discontinvidad de segunda
especie en el origen, segin muestra la Ec. (10.103). Resumiendo, las Ecs. {10.102})
y (10.103) indiean que si p, (t) posee discontinnidad es rg (¢} la tiene de un
orden mayor en una unidad.

10.9.8) Obtencién de la respuesia temporal en base a la respuesta al escalén
unitario, Integraies de Duhamel: Sea un circuite con condiciones iniciales nulas,
caracterizado por una funcidn operacional H (s} que no posee polos en ¢l infi-
nito. Si se fo excita con una sefial e, {1/ que no incluye impulsos y trasfor-
mable Laplace, puede escribirse:

Ris) = Hfsj Eyxls) (10.105)
Reemplazando H (s} por su valor dado por la Ec. {10.100), resulta:

Ris) =S Ry(s) Exfs} . {10.106)
que puede escribirse |
Rist = § Fys) ' (.10‘107)
donde:

F{s) = Ry(s) Ey(s) (10.108)
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Antitrasformando 1a Ec. {10.108) en base al teorema de convblut:ién, resulta:

Fle) = £ [Ry(s) Ex(s)] = ry(t)s ex (1) (10.109)

Desarrollando €l producto de convolucidn segin la Ec. (10.75) queda:

f{t')frru (t-7) epf{t)dt (10.110)
0
y de acuerdo a la Bc. (16.76).
s
fre) = J ex(t—T) 1, (2)d T (10.111)
0

Las Bes. (10.110) y (10.111) muestran que. parat > Q es ffy) = 0, pues

€x{t) no posee impulsos por hipdlesis y r, (1) tampoco, por na tener polos enel
infinito H (s},
Antitrasformando la Ec. (10.107), se tiene:

ritj= LV [Risjl= L [sF(s)} = L' [s F{s)~flo) * flo)} =
=L sF(s)—floll = L7 [f1o)]
d
(=S * fle) 8(Y) (16.112)

Seghn se vio, F{o) = 0. En consecuencia, reemplazando en la Ec. {10.112) a
f{¢} por sus expresiones dadas por las Ecs. (10.110) y (10.111), resulta:

d t

rie) = ;;;fo relt ~T) e (24 T (10.13)
d 2 - |

rit) = T jﬂ '_9"”_ ¢ ft) de | (10.114)

y aplicando a las Ecs. {10.113) y (10.114) la E¢. (10.115} para la derivacién bajo
el signo integral:
e xa DL LI
e x,4 X = y B — fia,t ’
ar dy ¥ 3t oY
b(!‘)a

+ — ¢ {x.t} dx (10.11%)
aft) f .
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resulta, teniendo en cuenta queaft) = O

t

rit)= ry (o éx(r) + f rult=Te f2hd 2 (10.116)
[1]
o

Fit)=exfo) ryft) +j e (i—C)r, (¢ dT (10.117)
(1]

donde r'uft — 2}y e’y {t — T} son las derivadas respecto del tiempo de r (2 — 2} y
ex {t — T/, respectivamente.

Teniendo en cuenta la Ec. (10.76), las Ecs. (10.116) y (10.117) pueden
escribirse:

r
FO= rulo) ex(t)+ | 1yl e fi-2)d T (10.118)
<0

'
rit) = exfo) rumfo e(t) rlt-7)d T (10.119)

Las Ees. (10.113), (10.114}, (10.116), (10.117), (10.118) y {(10.119), se co-
nocen coma integrales de Duhame!, integrales de Carson o integrales de superpo-
sicion de Boltzman-Hopkinson.

Se utiliza la que resulte de mds ficil aplicacidn para el problema dado. las
Ees. (10.116) y (10.118) exigen que r, (¢} sea diferenciable, mientras que las
Ecs. (10.117) y (10.119) que ¢, (1) sea derivable. Las Ecs. (10.116) y (10.118)
solo son aplicables si r, {4/ es finito y fas Ecs. (10.117} ¥ (10.119) requieren que
lo sea ey (' /, como se impuso en las hipdtesis iniciates.

FEfemplo: hallar v, (t) para que el circuito de la Fig. 10.33, cuando la excita-
Va

cion es Vit = (V' + Ts = 1} u {t), sabiendo que las condiciones iniciales son
a

nulas,
La funcidn operacional del circuito es:

Vc."s,f] 1 1

o) ==

o RC 1
CIN g4 _
R(C .

La respuesta trasformada del escalén unitario es:

If) 1
R, fs) = S(S} = R !

i
£ A
st ®e
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Antitrasformando resulta:
t

ry ft) = (ﬁ-—e RC) uftf

Aplicando 1a Ec. (10.117} se obtiene:

¢
vo(s) = rft) = vio) rn(r}-i"!; Vit-Ther,ft) 4T

2

t

=S wy S
Lveft) = V(l-—e“ )u(rH / - um(zme“ 4
Yo Ta

Resolviendo ta integral queda:

b ith= ¥ (e BC Y uto+ -2 rur) ~2 gy lef9
¢ Ta Ta {_--—'—

resultando finalmente:
.

: Y Va Va
v, ()= (1——e RC )+ = (1=RCY+== RCe RN gyt
vt o ( ) 2 e uft)

(10.120)

Nétese que el primer término es Ia respucsta al escalon de amplitud V, el se-

Va
gundo la componente forzada de la respuesta a la rampa de pendiente — vy

el'tercero la componente libre de la respuesta a Ia rampa mencionada. d

Si en lugar de emplear fa Ec. {10.117) se utiliza otra de las integrales de Duha-
mel, par ejemplo la Ec. {10.118), se llega al mismo resultado de 1a Ee. {10.120)
pero en forma mds {aboriosa.

Sin embargo, pueden presentarse problemas mas complejos en los que algunas
de las integrales de Duhamel sean aplicables y otras no, por no ser derivable la
excitacion o no ser finito el valor inicial de #, (t/d de e, {1/

109.9) Obtencion de las integrales de Duhamel a partic del Principio de
Superposicion: Consideremos un circuito lineal, invariante en el tiempo y con
condiciones iniciales nulas, al que se Je splica una excitacidn ey (/) como la
mostrada en la Fig. 10.35, que posee una sola discontinuidad de primera especie
para 7 = 0. La excitacién puede ser expresada como una suma de escalones, cada
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uno de los cuales estd demorado respecto del anterior en un pequefio intervalo de
tiempe A T ' '

[
By P

Fig. 10.35

Estoes:

Ex(t)=ex (oluftf+Aa ey, u(t-A7)+ Aequ(t-2TA7)
o +Aexi u(t-iA7) + -0 + Aegyy u{t-navq)
que puede escribirse:

ex (1= ex (0) uft) + gl Aoy uft-ing)  (10.121)

Si 1a respuesta del circuito al escaldn unitario es 7y, (1), 1a respuesta al escalon
genérico: A gy 4 {t - i A T} resulta, por ser el circuito lineal e invariante con
el tiempo. :

Bexi*ry (t-iAT)

De modo que la tespuesta a la excitacidn dada por la Ec. (10.121) puede
expresarse, en base al principio de superposicion:

rit)= exfe) ryt)+ ‘%1& exi Tu@-iAL)

. Si A T espequefio, pueds escribirse que:

A
8 ey = ("‘Zz‘) sz

.
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resuttando:

iI=1

r(t)=exfo} ry(t)+ E (&‘:? ) ry (-ia7) Ag

y en &l limite, cuando A T — Oy porlo tanto n - o gueda:

o0 fAey
rit)=e, fo) ’u”””‘m,é,( )ru(r—ia N4

agso'\ At
oy - U
r
rit)= ey te) ry{t) fe'x(z; e t-2)d g (10.122)
0

que coincide con la forma de la integral de Duhamel dada por la Ec. (10.119).
Operando sobre fa Ec. (10.122) s puweden hallar fas Ees. (16.116), {10.117)
y (10.118). :

En forma andloga puede hallarse la integral de convolucién por superposi-
_ cibn, caracterizando a la exéitacion como una suma de impulsos desplazados.

10.10  Utilizacidn simultines de los dominios jw, 3y ¢

Cuando se desea hallar la respuesta temporal de un circuito excitado por una
sefial senoidal, en régimen permanente y s¢ conoce la funcién operacional # fsf,
es conveniente proceder como se indica en el diagrama de flujo de 1a Fig. 10.36.

0GMINIG DEL COMING DE FRECUENCIA | DOWINO DE
TiEMPD , IMAGINAR 1A | ARECUENGCIA
| LOMPLE A

a, tt] !Hl]wlxul:.fmoﬂis) Hﬂl”
— i
|
|

¥, 4 .
s Jm (R R ® Egne M 1jw
R .

Fig. 1036



68 : ' . Andlisis de Modelos Circuitales

A partir de la excitacion en el dominio ¢, €y (1), se obtiene el fasor armo-
nice maximo bxm En base a la funcién operacional del circuito & {3}, se ob»
tiene el fasor arménico miximo Exm

H (jw) = Hm His)
G0

Luego se calcula el fasor arménico mdximo de la respuesta frecuencial R,y
y tomando sy parte imaginanis se halla la respuesta temporal buscada. Notese
que este procedimiento solo es vilido para excitacién senoidal y para obtener
el régimen permanente.

Ejemplo. Hallar la respuesta permanente de la corriente {. (¢} que circula por
el capacitor de la Fig. 10.37 cuando se lo excita con una sefal senoidal:

R llc[”

wlrn (7 R c

witl=vm senjwt +@

Fig. 10.37

vith= Vi sen{wt+ 6)
el fasor. armoOnico maximo es:
Vm = Vi eid  efwt (10.123)
La funcidn operacional del circuito H (s} es en este caso una admitancia de
trasferencia, cuya expresion fue hallada en el parégrafo 1076 y se encuentri

en la Fig. lD]Sd)

T(% Vis) 1civ 2 e+ 5 = +1
R
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Paszndo del dominio S al j «w queda:

= Iim

Yr = Yr (Jw) = Yy (s} . =Yy e/¥T
=+ 0 4 1 . .
(l-wt L)Y+ L
_ Itjw 7
(10.124)
donde:
Y. ¥ @
r=ri= (10.125)
\f (1- QYLCP + [w —é‘»—)?
L
;p = __ﬁ_. — are tg _ﬁl__ 10 126
T 2 T -t L (10.126)

B! fasor arménico midximo de la corriente en el capacitor es, de acuerdo a las
Ecs. (10,123 y 10.124):

;Cm=??- l:’_mZYT el¥T pm eI efWlmy, pm efwri0Fvy)
y la respuesta permanente en el dominio del tiempo resulta:
()= i Ligm| = Yy Vmsen(wit+6 +4,)

donde Y7 y .. estin dadas por las Bes. (101 25)y (10.126).

10.11  Problemas resucltos

10.11.1) Haliar:

a) La trasformada de Laplace del pulso rectangular periddico representade
¢n la Fig. 10.38.

it}

!—I' . Fig. 10.38
d
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b) La respuesta trasformada Vs {s/ que se obt_iéne al excitar el circuito de
1a Fig. 10.39 con la sefial de la Fig. 10.38.

Solucion:
a) para e! primer periode es:

vift)= Vuft) = Vu(t-2) (10.127)

y para toda la sefial:

vit) = 3 [V uft-nT) =V u(t-g-nT)] (10.128)
n=ag
Esto es, por tratarse de una sefial periddica, los siguientes ciclos son igua-
les &l primero, desplazado en un tiempo x 7.
Teniendo en cuenta la propiedad de desplazamiento temporal, dada por la
Ec. {10.20), segin la cual:

Ll Ffit-ajuit-a)] = F(s)+ e {10.26)

la trasformada de Laplace de la excitacion v {1), dada por la Ee. (10.127),
resulta:

Vis) = Lwit)] = £[» (1)} 5 e Ts (10.129)
=9 : '
La sumatoria es una seric geométrica de razén e % | que puede ser expre-
sada como sigue: '

S ‘ (10.130)
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va que,
be TS <t
Reemplazando la Ec, (10.130) en fa Ec. {10.129):

LI
V{(s) ‘_TEF{?{H (10.131)

1a Fc. {10.131) es una expresion general que muestra yue la trasformada de
Laplace de una sefial periddica cualguiera, no senoidal, es igual a la trasformada
del primer ciclo dividida por ¢l factor (1 — ¢~ 7%). Pasa la sefial considerada,
dada por la Ec. (10.127} cs:

¥V vV
Livi(g) = Vifs) = p “'T_ezs"'"_'_(’l-*e_zs}
(10.132)
Reemplazando la Ec. (10.132) en la Ec. (10.131), resulta:
vy = L AT (10.133)
) = —— T .
$ 1~ g7
La funcidn de trasferencia del circuito de ta Fig. 10.138 es:
Feis) R £ -
Hfs) = —— = = (10.134)
Vis) oy gy 1 1

La tension de salida buscada es, teniendo en caenta las Ecs. (10,133 y 10.134):

v f—e 1S
Vsfs)= H(s) V{s) = 1 -
s+ : s l,._e—[‘s‘
RC
Ve(s) 4 e (10.135)
Lo Vefg)= —— . 10135
S,_!___i_ 1*3_?"5
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Noétese que la Ee. (10.135) tiene infinitos polos, 'y_a que 163 correspondientes
a la excitacion son los valores de s para los cuales:

1—¢T¢ =0

e’ =+ 1
que se satisface para:

2K

3 = tj~———v¢on K= 0,1,2,.....
T

10.11.2)

Hallar la expresién de re (f} y representarla gréficamente para el circuito
de la Fig. 1040:

R =15,90

L 20,253 mHy
[ ERIM
i) :0
i{o1=0

Fig. 10.40

it e awn BRAOLULT)

Solucidn:

En ia Fig. 1041 se ha dibujado el circuito trasformado, que no incluye genera-
dores de condiciones iniciales, por ser estas nulas. La funcidén H (s) resulta:

_ €
Vefs sC 1
H(s)= V:j l = T =7 !
* i i R"‘Sf,‘i‘ ———— C 52+-—-_ _5‘-|—-—-I-
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v seemplazando valores:

1
H{s) = y
0,253 - 107 H - 107°%F

15,9 ' 1
—2
0,253« 107 & 0253102 H-108F

395 107
5T+ 628 t0* s+395 10°

(10.136)

LH{s) =

La excitacion trasformada es:

Vis) = £110 sen 62801 (:;L] 10 6280
8f = sen u = ——————en
s? + 62807
' 6,28 10°
L Vis) = e e :
| fs) = — PPTYRETOSE | (10.137)

La tension trasformada sobre el capacitor es:

Ve(s} = H{is) V(s {(10.138)
Reemplazando las Ecs. (10.136) y (10.137) en la Ec. (10.138) resulta:

395 107 6,28 106%

Ve(s) = .
s? 4+ 628 10° s+ 395 10° 5% + 3,94 107

2,48+ 10"

- ' 10.139
(s +394 107) (52 +628 10°s+395 10%) ( )

SFefs) =

Los polos de Ve fs) surgen de:

$2+394 107=0 . p; =2 \) -394 10" =%7628 10°

y $%+6,28 100 s+395 10°=0
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74
6,28 10° (628 10% 2
g e & — 395 10°
23,4 5 \ > ) .
resultando:
1 = + j 6280
pro= 7 1 0280 (10.140
o= — 314 10°+; 544 10 140)
Pa = — 314 10%-; 544 10?

teniendo en cuenta los valores dados por las Ecs.(10.140), la Ec. {10.139) pue-
de escribirse:
248 10

(s ~/6280) (s + 7 6280)[ s+ (3.14 10* 544 10%)]

Vefs) =

[s+(3,14 10* +; 544 10%)} (10.141)

Como todos los polos son simples, se emplearén las Ees. (10.36) y (10.51) °
para antitrasformar Ve fs). Esto es:

. 4
ve(t) = L [Vefs)] = T K;ef uft) 1(10.36)

iy

g
donde K;= Res | Ve(s)] = {s-p) Veryl (1050
5 = py S D

Cilculo de los residuos:

_ 248 1070
Ky = 6280) (o1 6280} Oy s+ 6280) F + 638 1075 + 3,95 10°)

LKy = — (0,506 +/502) _ {10.142)

Como p; y p; son conjugados, K| v K también lo serdn:

K, =~ (0,506 ~75.02) (10.143)
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Ky =Im . . ,41
g~ (3,14 10" +j544 10 ) l

2,48 10%¥

[s+ (3,14 10% - 75,44 10")] -

{s* + 3,44 107)[{s + (3,14 10" — /5,44 10*)][s + (3,14 10% +;5,44 10")}

(10.144)
LK =0,504 +7 0,285
y andlogamente, por ser p3 ¥ py conjugados:
Kq= 0504 —j 0285 (10.145)

Reemplazando las Ecs. (10.140) y {10.145) en la Ec. (10.36} queda:

veft)=1—(0,506 +5,02) /5280 (0506 —;502)e /02801
4 (0,504 +f0,285) e (—3,04 +f 5.44) 10%r +
+ (0,504~ 0,285) ¢ (24 T IIAN 1O gy (10.146)

Los dos primeros términos de la Ec. (10.146), que designaremos con v’ (£},
pueden escribirse:

-j61BO + emj 5280 ¢

vieft)= — 0506 2 ( 5 } -
- jsop 2y LI lERD)
1 2}
e X @ -fx e Y E I _ —
y como = cof X ¥ ~——— = sen X
2 2]
queda:

velt)=— 1,01 cos 6280 f + 10,0 sem 6280 ¢
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gue puede escribirge:

Vieft)= 100 sen (6280 i ~0,1 rad) - (10.147}

vaque Fm sen{wt+ ) = Vmcos § senwt+ PmsenfBeosw i

donde ¥m =/ (VmcosB)> + (Vmsen §)° = +/ 10,07 + 1,01° = 10,0

¥Vm sen 3 _
y § = arclg ————— = arctg (tgh) = =— 0,1 rad
Vir cos 8

Andlogamente, los dos dltitnos términos de la Ec. (10.146), que llamaremos
v”e (t), pueden escribirse:

CIALs 6% ¢ 4 p-jseq 10° )

Vieft)= g-34 14% 1 lo,sm 2

.|_
2
_ {efs,u 10 ¢ — ¢-/5.449 m‘r)
+70,285 2 j - =
2
= ¢-34 iets ll,f}lms‘ 54 100 t~057sm544 10° r] =
=g 14 1071 g6 sen (544 10° 74 2,09 rad) (10.148)

Reemplazando los valores de ve (v} y v’ (tj dados por lag Ecs. (10.147)
y (10.148) en la Ec. (10.146), se abtiene, finalmente: '

Velt)= {'lD,Osen {6280 ¢ — O.lrad) +

1,06 e TR0 g (54400 ¢ + 2,09 rad) | wft) (10.149)
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Notese que el primer términe de fa Ec. (10.149) es la componente forzada
de la respuesta transitoria, que puede hallarse ficilmente por asociacidn de impe-
dancias, como se estudid en el Cap. 7 o bien mediante i procedemiento des-
cripto en el pardgrafo 10.10. En efecto, siguiendo el método mencionado en
segundo termino resuita: '

395 10°
—w' + 6,28 10° jw+ 395 10°

Hijw) = Hm  pHig) =
[ ]
ypara = 6280,

H{j6280) =1 —~j 01 =] ¢ {0tnad
El fasor arménico de la excitacion es:

Vm = 10 e}' 6280 ¢

por lo que el fasor arménico de ia componente forzada resulta:

L)

" Vopm = H(j6280) Vm=1 e olmd 10 o70780¢ =
= 10 e;‘ (62807 -01)

¥ tomando la parte imaginaria, p.ara obtener la respuesta temporal:

vep(t) = Jm [Vepm] = Jm |10 el (“30“0-”]

" Vep (t) = 10sen (6280-0,1) volt

que coincide exactamente con el primer témina de la Ec. {10.149).
Ei sepundo término de la Fc. (10.149) es la componente libre o natural, que se
extingue con una constante de tiempo.

1
{ = ~—— = 31810~ seg = 0318 10-*
31400 £ seg

Notese que ~n un método de resolucion alternativo, para hallar la respuesta tran-
sitoria & una excitacidn senoidal consiste en:
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a) Hallar la componente forzada con el procedimiento del pardgrafo 10.10.

b) Hallar la componente libre determinando los residuos de la respuesta tras-

formada en los polos de la funcin H (s) exclusivamente.

¢) Sumar los resuitados hallados en a) y b).

En la Fig 10.42 se ha representado la Ec. (10.149), mostrando las compo-

nentes y la respuesta total.

hoegtnd [v]
10+

/ __ COMPONENTE
4+ FoRzADA

/ RESPUESTA
} J ¥ TRANSITCRIA
/ [TOTAL}

L
| I”-\“‘“-h.. ; - 4

t [io*seq)

, v -‘.l ‘_':.-_.-l- T
oter=o [\ e 5
[~ COMPONENTE

LIBRE

-3 1:10.10"% seq

*!.4._—""
we p2g0 99
seg
L Ba80
1 Ehi 1000 Hx
-0 T L 10'3539

Fig. 10,42

can
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10.11.3)  Calcular las tensiones v, () y vg ft) del circuito de la Fig, 1043 y
representarles graficamente.

w100 ult) iv]
. ' s ClTCRTIF
¥ /1 {upmggu,mmmh]k
I vey (97 5Av

1
l vepldl= 0

Fig. 10.43

Solucidn:

En ia Fig. 10.44 se ha dibujado el circuito trasformado comespondiente al de
la Fig. 10.43, Como puede apreciarse, sélo incluye un generador de condiciones
iniciales, pues vy {0 7 = 0. El circuite de la Fig, 1044 ha sido redibujado en
la Fip. 1045, donde se han agrupado los dos generadores en uno solo:

¥gy 407
- o
O !
e p
(ML
vial egT"s[" V'is]?() Zplst ivp[sl
. V'IsJ:‘\a’:s‘:.Lio-}
Fig. 10.44 Fig. 10.45
, fo 100 50 50
5 s s 5

y k configuracion formada por Ry, Ry v C; ha sido caracterizada por su impe-
dancia de excitacion Zp (5.
Utilizandoe l2 relacion de division de tensidn puede escribirse:

Vpls) = V'fs) » =il (10.151)
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Zp (s) puede ser calculada agrupando immitancias:

i

1 1
Zyfs) = Ry + —— =100+ ——— = 10° + —
10 ¥

s Cy 5

1 i b3 5
Yafs) = = = =107
2 () Z fs) 10° + 106 10° 5 + 10° 5+ 107

Yp (3) 1+};() 40 107 4 107 —
)= 4 ¥, (5] = e . - _
d Ry 10° 0 s +10°
Zo(s) _ 1 s+ 10°
CLep 57/ = = = semen————— =
Yers o3+ 107 —% 107 s+ 141077
fs) s+ 107
- s + 10? : (10.152
2 105+ 1 : 152)

Reepiazando la Ec. (10.152) en la Ec. (10.151) y teniendo en cuenta Ia Ec.
{10.150) resulta:

54+ 103
2 1070 s+ 50 : s+ 10°
Ve(s)=V'{(s} , it
s +10° ;1 100 42 108 10
5
2 10785+ ] s 167 107+ 5
s + 102
fo.&') = -

243 10 s+ 108

Los polos surgen de 52 + 3 10% s + 10° = 0

_ 3 f 3 2 '
"Pe T T, 10° + {—2— 103) —10° =—1500+ 1118

Loy =382y p, = — 2618
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de modo que Vp(s) puede escribirse:

s + 108
(s + 382) ( 5+ 2618)

Ve(s) = 50 (10.153)

Para calcular Vs fg) se utiliza nwevamente la relacion de divisidn de tension,
aplicindola a la configuracidn de la Fig, 10.46:

cz
It
1

&
vpist HP% vgls!

<

—»

o —

Fig. 10.46
' ‘ R s +10° | ?
Vsts)= Vels) ; T 382) ( = 2618) - 1
2 _ 4 s 2 (5 + 0P 34—
R® + s C 1070
s+ 107 )
L Vsfs) =50 __J_[I_L =30 :
(s+382)(s + 2618) 10° (s + 10%) (8 + 382){s +2618)

(10.154)

Para hallar las respuestas temporales ¥y (1) y Vs (t) se deben antitrasformar las
Ecs. (10.133) y {10.154). Como todos los polos son simples, se emplean las
Ecs, (10.36) y (10.50):

f) =& [Fls) %] =3 KieP® uft) (10.36)
=1 _

I

K =Res[Fis)], ., = lin 5! (s-2;) F{s}] (10.51)
i
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Para vP{t) resulia:

Ky =Res [ Vipfs)]s = p, =

li (s + 382) 50 P10 | 13,92
= im ¥ s - =] .
5 = (- 382) ) (s + 382) (s + 2618)
K:z = Kes l Vp (S) Is = p, =
= Iim (S + 2618) 50 S+ 0 = 36.18
s~ (- 2618) (S+382) (s+2618)}
Lupft)= 1382 e 2143618 2618 (10.155)
Para vs(i) es:
Ky=Res | Vs(s)), -, =
(s + 382 | P 8,54
= I s 50 = — 8§,
§ (- 382) )30 S 382) (s + 2618)

Ky = Res [ Vs(s)]. = p,

Iy
(s + 382) {5 + 2618)

i(s‘ +2618) 50 ‘ = 58,54

= lim
§ - (- 2618)
TR (U _ 8,54 9*352 4 58,54 8—261'8 T (10156)

Nétese que las tensiones sobre R, vy R, estin gobernadas por las mismas
frecuencias naturales, pues las constantes de tiempo de ias componentes de
vy () ¥ v, (1} son iguales. Sin embargo se combinan con distintos signos debido
aqueeicerode v, (f)estien s= 1000y el de vsfs/en s = 0.



Trasformacion de Laplace - Funciones operacionales 83

hvp (1] ¥

vpt1r+13,82 973821 4 36 18 o7 25101

36,18 ¢~ 26181
.

13,82, ¢” P82

Fig. 10.47

3 B T
0408 12 16 2 24 28 ' [ma)

vg it [v]

Fig. 10.48.

t [mo}

La ecuacién (10.155) ha sido representada en la Fig. 10.47 y la Ec. (10.156)
en la Fig. 10.48, junto con sus respectivas componentes. Puede observarse que
tanto ¥, {t} como vs (¢ parten de un valor inicial igual a 50 V' y tienden a cero
con velocidades similares, pero con distintas leyes de variacién, En efecto, vp (1)
siempre positiva decrece mondtonamente mientras que ¥ {1/ lo hace mas ripida-
mente al principio alcanzande un minimo negativo parz luego tender a cero con
velocidad de variacidn similar a v, (7).

El valor inicia! igual a 50 V., puede explicarse de la siguiente manera: al apli-
car e escaléon de 100 ¥V como ka tensidn en los capacitores no puede variar en for- -
ma discontinua, 50 ¥ son absorbidos por la condicién inicial de ¥~ {o/ debien-
do absorber el resto de la configuracién v, ) = 50 V. De la misma manera,
estos 50 V que se aplican bruscamente a la rama R, — C; caen integramente
sobre R ; pues e, {o/= 0y no puede variar en forma discontinua.
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Rl=RZ=1200
Ly

; + C=0,0pF
with [y HMEN ;
. L= 100 my
‘ J vplOTh 1 )= 0
e r—
Fig. 10.49
il
[Le]
R NN
T 1
’
Fig. 10.50

10.114} Hallar 1a tension v_ ('t} sobre el inductor de la Fig. 10.49, cuando se
lo excita con el pulso rectangular de 1a Fig. 10.50.

Rt e
[ A

L] -
vis: T Vpls)

Fig. 10.51

En fa Fig. 10.51 se ha dibujado el circuito trasformado, que no incli;ye gene-
radores de condiciones iniciales por ser éstas nutas.

Para calcular ¥75 (sf se pracederd como en el problema anterior:

Zyfs} = Ry 5L = 100+ 0,15
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- 1
Y. ES =
2080 = T 100+ o1+

' 1
Yofs) = sC + Yofs) = 1077 § +

100+ 01 5
Zp(s) 1 1 I60+ 01 s
S - - —
d ¥p (s} 1 107%s + 1078 52 + 1
07 s+
100 + 0,1 ¢
106+ 0,1 ¥
Zp {s) 1077 ¢+ 107% 5% +1
Vpfs) = Visjs ———— = V{s)
Zels)+ R, 100+ 0,1 8
: + 100
107% 5+ (078 52 +1
100+ 0,1 5 #

LV = Vg « .
. rls) . fs) 100+ 0,1 s + 10725+ 107% 2 + 10°

0,1 (s + 1000
( ) (10.157)
107 (s2+101 10° s+2 10°

L Vpls) = Vis)

CUuy0s jaolos derivan de:

52 4+ 101 0P s+ 2 108 =0

— ¥
101 10° 1,01 10°) 2 . = 2000
AP, =T - — t — -2 1 =
L2 2 2
. — 99000

Teniendo en cuenta los valores de los dos polos, 12 Fe. (10.157) puede es-

cribirse:

(s + 1000}
{5 + 2000) (5 + 99000)

Vo(s) = V(s 10° (10.158)
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En 1a Fig. 10.50 puede verse que:

Vit) = 10 uft) — 10 ufe-T)

cuya trasformada de Laplace resulta, teniendo en cuenta ta Ec. {10.26):

10
R L (10.159)
5 s s

Reempiazando la Ec. (10.159) en la Ec. {10.158) queda:

10 sT (s + 1000)
Vp(fs) =— (1 — e F 10° (16.160)
g {s + 2000) {5 + 99G0Q)
La tensidn sobre el inductor es:
sL
Vsfs) = Vafs e —
P (5/ Py (10.161)

Reemplazando en la Ec. (10.161), la Ec. (10.160), se abtiene:

108 s + 1000 0,1 s
Vis) = [ —e*7
s . (s +2000) {s +95000) 1R0+0Q,1g¢

10¢ r s + 1000 s
L Vsfs) = (i — e
¥ (s + 2000) (¢ +99000) s + 1000
resultando finalmente:

Vsis) 107 17 062
Sfe) = -— .
(s + 2000) (s + 99000) (s + 2000) (s + 99000) )

Antitrasformando el primer témmino de la Ec. (§0.162) resulta:

10° 2
£t = o Pit
[ (s + 2000) (5 + 99000)] 2 Kee “(”f
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donde,
) 10%
K, = lim (s + 2000) - = 10,3
s (- 2000) {s + 2000) (s + 99%000)
y )
X iim {5+ 99000) 1of
= 5+ -
1T 5 > (- 99000) (s+ 2000) (5 + 99000) 103

108
.[-:-] — l1013 -00D ¥ __ 49006 ]
LS ¥ 2000) (s + 99000)_] ’ 103 e Jury

(10.163)

Comparando los dos términos de ja Ec. (10.162), teniendo en cuenta la
propiedad del desplazamiento temporal dada por la Ec. (10.26) y el resultado
hallado en [a Bc. (10.163}) resulta:

. o I 106 e 7 a _
(s + 2000) (5 +99000)
- [10,3 P @000 (r-T) 10,3 - p 9000 1-T) lu {t- 7} (10164)

Teniendo en cuenta fas Ecs. (10.163) y (10.164) resulta:

V\g (”I 10,3 [e—ZDl)Otd,enQ?DOﬂ rl H{U _

- 103 Ie—m“”“ T} — 799000 ”"”J ult-T)  (10.165)

v i1}

| Fig. 10.52

T e
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En la Fig. 10,52 s¢ ha representade aproximadamente la Ec. (10.165). Notese
que para e juego de valores del problema se tienen dos polos reales distintos para
V, {s) de modo que se estd en el régimen sobreamortiguado.

Sifueran Ry mayor y R4 menor, podria resultar:

RyR, CH+ I <4 (R, + R)OR| LC

v los polos serian complejos conjugados, entrando en el régimen sub-amortiguado.

10.11.5) Resolver 2l problems anterior aplicando el teorema de convolucion,
tomando como datos 1a excitacion,

Vit) = 10 uft) — 10 uft-T) (10.166)

¥ la funcidn operacional del circuito:

sy = 1 = 108 : (10.167)
YT V) (s + 2000) (s + 99000) . ‘

Antitrasformando ta Ec. (101.167) mediante una tabla de pares de trasformadas
obtendremos la respuesta indicativa:

hit)= D' H{s)] = (-- 206 107 £7?29%07 4 102 10° e-”‘m““‘) wit)
(10.168)

La Ec. (1091) puede escribirse, en este caso, tenfendo en cuenta la Ec.
(10.75):

,
Vsit) = ki) v(t} = fohfr-z} viz) d ¢ (10.169)

Reemplazando en {a Ee. (13.169) los valorcs de hftlyr (r) dados por las Ecs.
{10.168) v (10.66) resulta:

~F . ¥
vg it ::J [_ 2,06 107 o 2000 (¢ - S 1,02 10° 8-99999 t
0

P10 ufz) — W0u(g-T)]d ¢ (10.170)
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La Ec. (10.170) es vilida para £ > Q.

Desarroliando el producto y calculando los integrales se obtiene:

r
(_r):—f 2.06 10° e—ZODOre+2000£u(ZJdZ+
o

t
4+ 1,02 106 6—99000 t e+99900 [4 H(EJ d 7+
Q

t
+f 2,06 104 e—ZOﬂD 4 e+2000 4 H{Z" T,J d7—
o
o~ t
_j 1,02 ]066"99000394-99000 4 ”{Z'T)d 7=
a .

t
=— 206 10° e“m“"‘fo e yfz)d T+

1
+ 1,02 10° g?0000 {e 0T ) d T+
hn-

+206 10 o000 /;(’1°°0z£€(Z~T)dZ—

Bl H
t

- 102 108 e9%000¢ fewooo ufr-Tide =
9

. .
= 10,3 ¢7000¢ [ew"" ‘l wit)+103 ??000¢ [e””“” “I uft) +
0

_ ¢
+103 2000+ ‘ezunn z} uft-T) — 103 o900 [999000 z] wft-T)
T

Finzlmente, desarrollando. simplificando y ordenando se llega a:
Velt) = 10,3 [e—mon P 99000 r] w(t)—

- 10,3 |e--'2000 ft = T) _ e F90U0 (r-.?")'l wit-T) (101?1)

que coincide con fa Ec. (10.165) antes detallada.

10.11.6) Haltar y graficar ¥, (¢} y v (1t} para ¢l circuito de la Fig. (10.43),
con condiciones iniciales nulas. Cuando se lo excita con una tension rampa.

vie) = 120 pi} (1047
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Utilizar las integrales de Duhamel, partiendo del conocimiento de las respuestas
al escaldn unitario.

Vo, lt) = (0,2764 e™827 + 10,7236 ¢2618 *‘)_ uit)  (10.173)

v, (1) = (-—0,1708 e 82T 4 1,171(“"“) w(t) (10.174)

Segin la Ec. (10.172) es:
vio} =
y ¥t = 120 (10.475)

En consecuencia, se adopta la Ec. (10.117) por ser la que permite obtenel el
resultado mas facilmente:

rief= e fo) ryft) * ] exf(t-1)r, (T)dz (10.117)

Reemplazando las Ecs. {10.373) vy {10.175) en la Ec. (10.117), 3¢ obtiene:

velt)=0 +]; 120(0,2764 e 32T 1 07236 e 20618 i) wl{Z)d ¢
R

¢
vp(r)———-{ — 868 107 -382 z] 332 107 72018 zLE w(t)

0
resultando,

veft) = [—86,8 {e'm ! 1) —33.2 (e-“““ 1” 107 ufs)

y operando:
ypit) = [120-—86,8 e73827 339 e"“’m] 107" uft)  (10.176)

Reemplazando las Ecs. (10.174) y (10.175) en 12 Ec_ (1 DAIII7), resuita:

"

-1 \ '
v smsz 120(——0,1703 e 32T 4 1171 e'“"“) wizjd T
1}

Loysft)= [53,? 10~ (6'3”2’—})—53,? 1073 (e*""“—- 1” wrt)
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¥ finalmente,

Vsft) =537 1w (e‘m b g8 *) ult) QU

L ENNL
IIm PR

B

40 - -
T vp(1)=120-868.8 "0 _33p o7 26191

Aard

ey

I [ms)

P04 0p L2 18 2 2028

ool P

-,

-ao - &g, B IB2T

-

100]
Fig. 10.53

rv,H?[mUJ

aged

53T

-4 537 .5

08 08 K218 2

S3BEt

53,7 20!

S Gage-EsiE

7

Fig. 10.54
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La Ec. (10.176) ha sido representada en la Fig. 10,53 y la Ec. (10.177) en la
Fig. 10.54, incluyende las compoenentes respectivas,

Notese que v, (#) tiende a un valor constante igual a 120 mV'y vy (1) 2 cero.

Esto es debido a que al alcanzar el régimen forzado, Ye, {t} crece linealmente,
lo que implica la circulacidn de una cordente constante €Y.

Esta corriente pasa integramente por R, pues al hacerse Y, ft} constante, la
rama R, €, se comporta igual que en la activacién de un circuito B — C serie,
Esto es, una vez que {; se cargb a la tensién permanente v, (1) = 120 mV, no
circula mis corriente por R, resultando vy () = 0.

10.12  Problemas propuestos

' NN
L
11‘
wit IT R 2 i}
)..._...._‘—j

P e

Fig. 10.35

10.12.1)y Hallar las respuestas vo(r) del circuito de Ja Fig. 10.55, cuando sc 1o
excite con las tensiones siguientes.

R

a) v(t) = u(t) g) volt) = (t—e LT
Y} :
by v = 5 (1) Resultados

R R
k) vosft) = h(t}ZT e ()

10.12.2) Hatlar la respuesta V, () del circuito del problema 10.12.1, cuando
se lo excita con el pulso de la Fig. 10.50. Emplear el teorema de convolucion, en
base a la respuesta al impulso unitario.

Resultado:

'VS(I}:VII""e"f_:] uft} —Vli--- e‘i_ {(r-7) lur’r—T}
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10.12.3) Hallar ta respuesta s (¢} del circuito del problema 10.12.1, cuando
se lo excita con el pulso triangular de ka Fig. 10.56. Utilizar la integrat de Duhamel
de 12 Ee. (10.119) v 1a respuesta al escaldn unitario,

Resultado:
() V-( I )+ ¥ L R ]
eft)=1—(t-— IR - -~ ¢t -
g 7 R T R e~ u(t)
12 7 N VoL g
7 (t ) T R e =T Yuft-T)+
+ (r—2T ) -+ v R zi";] { ZIT)
_ Y S R .
T R L ¥

10.12.4) Para el circuito de la Fig. 10,57, hallar:

a) La tension trasformada Vg (s}

b) La respuesta temporal vg (),

R RZ

R1 =180 0
R2:=60G N
m% - ?\rslll C1s NBpF
L ! CZeQGpF
v 1071 =vgp 010
FARRRS-TRTR S 3 I

Fig. 10.57
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Regultadns:

4 . ]
a) Vgfs)= 5 16° !

= =)
4,5 107 1,5 107

' H ?
b) VS(r):[%—BS € 25 1o T45 .e“l*l';—,o—-?]u(r)

10.12.5) Para el circuito de la Fig. 10.58, caleular;

a} ia corriente trasformada f; s/
b} La corriente £, (t)

¢) La componente permanente i, ot

R1 R - DOMN

Li=L2: 1Hy

i10°) 31210 }-0
wit]=220%en 314t uiy)

Fig. 10.58

Resuitados:

6,91 - 10°
[s+ (314)2 } (£ +320) (s+ 227)

a) fafs) =

b) iy (1) = i*O,lS! sen (3147 + 0,63 rad) + 0,319 e 3307 —
—0,206 e"n“] u{ft) Amper

¢} iay (1) = — 0,181 - sen (3147 + 063 rad) Amper



capitulo 1 1

Analisis de las
funciones operacionales

de los circuitos
en base a las configuraciones

de polos y ceros

11.1) Introduccién: Ep el Cap. 10 se vio que un modelo circuital idealizado
puede ser totalmente caracterizado trabajando en el dominio de frecuencia
compleja mediante las funciones Operacionales H {5} de excitacién o de trasferen-
cia, para dipolos y cuadripolos, respectivamente.

En este capituio se muesira que toda la informacion sobm tas funciones H (s) y
R (s} esti contenida en los valores de los polos, {os ceros v la constante de escala
A ¢ de las mismas. Esta informacion serd presentada grificamente, en ias llamadas

- configuraciones o constelaciones de polos y ceros. Se estudiard a correlacidén entre
la ubicacion de los polos y ceros ¥ la forma de las componentes de la respuesta
temporal. Luego se introducird el método para el caleulo de los residuns en los
polos, midiendo sobre la configuracién de polos y ceros de R {5s) Se analizardn
ariterian pant datecmings b mgactancia el de, cada wddia 4 v casmgletasi el
estudio de la respuesta temporal con un andlisis general de 1a respuesta de sistemas
de primer y seguado orden.

Se mostrara luegoe la forma de obtener Jas respuestas de frecuencia de amplitud
y fase a partir de [a configuracion de polas v ceros, as{ como la correlacidn entre
algunas constelaciones tipicas y sus resprestas frecuenciales asociadas.

Finalmente, se introducirin [os graficos de Bode, para obtener las respuestas
asintoticas de frecuencia.

11.2} Configuraciones de polos y ceros: En este libro se analizan los modelos
circuitales de constantes concentradas, lineales e invarigntes en ¢l tiempo. Estos
circuitos estdn descriptos por funciones operacicnales # {s/ racicnales. Como las
excitaciones trasformadas £, {3/ también son, en general, cocientes de polinomios,

las respuestss irasformadas Rfs) zl igual que H{s) estin constituidas por
funcicnes de la forma:

5™ m-1 L, N 4
Flo)= 2l Tl * Fa st g (11.1)
b b, TP £ + b s+ by
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que puedc escribirse, sacando facior comin a,, en el numerador y &, en el
denominador, para que los términos de mayor grado tengan coeficiente unitario:

44 Fid &
a " 4 ﬂm‘:sm".{. ...... +.él_s+a_(’_
F:’s)=gﬂ- e 2 m (11.2)
" LU b b
St P g
n n n

d
o también, Jlamando —= = A, y expresando los polinomios como productos de
factores: "

. (s-2zy) (s~Zy}------ (s-zZy) ------ (s-2,,)
Fis)=A 113
(s}_ “As-py (s~pa) o {(s=p) - {s-p,) (1

Donde z, son los ceros de 1a funcién, p; los polos y A un factog de escala.
Para que 4, tenga el valor correcto, antes de haltur los polos y tos ceros (raices de
los polinomios del denominador vy el numerador, respectivamente) debe operarse
algebraicamente de modo que no existan términos con exponentes negativos para
s ¥ que los coeficientes de los términos de mayor grado sean unitarios.

Ejemplo: 45+ 24+ 32 —

Sea Ffsj=5 z (i1.4)
282+ 85+ 6

multiplicando numerador v denominador por s resulta:

452 + 245+ 32
287 +85+635

Ffs)=5 (11.5)

sacando factor 4en el numerador y 2 en el denominador se abtiene:

Fls o Sy 6st8 | (116
§) = 10— : 6
gt +4s+3s : i

[.as raices.del polinomio del numerador son 7| = — 2 y Z, = — 4 mientras que
las del denominador resultan p, = G, p; = - 1 y p3 = — 3, pudiendo escribirse:

fs+2) {s+4)

Fls)=10 ———u—’ 1.
fs)=1 Yy CORRECTO (11.7)
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Notese que si inadvertidamente se buscan las raices de fos polinomios en la Ec.
{11.5), se llega a la ecuacion errénea: -

s+ 2 s+ 4)
Figj= 3§ : INCGRRECTO {11.8)
s{s+ 1) {5+ 3)

Finalmente, si por error s¢ anularan los polinonios def numerador y denomi-
nador de la Ec. (11.4), tal como estdn, se Hegaria a:

Ppsj=s L F _4}
(s+ 1) s+ 3

- INCORRECTO (11.9)

Volviendo z la Ec. (11.3), puede apreciarse que, salvo el factor de escala 4,,
que afecta la amplitad, pero no la forma de la respuesta, toda la informacion sobre
F{s) estd contenida en los valores de los polos y los cercs de 1a funcién. Fsto
sugiere la conveniencia de representar dichos polos y ceros en el plano complejo
para facilitar el andlisis de la influencia que tienen sobre la respuesta. En la Fig.
11.1 se ha representado la configuracion o constelacion de polos y ceros de 1a Ec.
(11.7). Los ceros se representan con un citculo y los polos conuna x.

biw
j2
i!
T
B N " A e
-4 32 a
=il
-2
Fig, 11.1

Cuande dog polos o dos ceros de (2 Ec. (1 1.3) Lienen el mismo valor, s dice
que son polos o ceros dobles. Andlogamente se dice que son triples, cuadruples o
en general de orden de muftiplicidad g, si se repiten 3, 4 o g veces respectiva.
mente. Asi, una funcién como la dada por la Ec. (11.10), se representa como se
muestra en la Fig, 11.2: L '

Fs)=28 (s 4 17 | (11.10)
’ sST[sH (271 ][s+(241)] '
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Fig. 11.2

Ademas de los polos y ceros explicites ya definidos, si ¢l grade del polinomio
del numerador m, es mayor que el denominadar #, existirdn ceros implicitos en el
infinito. '

Si en cambio es m <{n, existirdn polos implicitos en el infinito. Si se consideran
los polos v ceros explicitos e implicitos, el mimero total de polos es igual al
nitmero total de ceros.

Ejemplo:

g+ 1
La funcioén F(s)=3 —————— tiene un cerosimple en 2, =— 1, un
=3 i v " ple e e '
polo doble en py; = — 2 y otro simple en p; = — 3. Ademas posee un cero de
orden 2 en el infinito, ya que: '
) . +1 § . 1
lim Fisj=lim 3 -————— = |im = fim —
§ > o0 3 o {s+2)2 {(s%3) s> g2y 5o g

Segiin se vio en el Cap. 10.
Ris) = His) Ex(s) SEN(TRTY

Pe modo que la configuracién de poles v ceros de la respuesta trasformada
R{(s) queda constituida en base a las contribuciones de las constelaciones de la
funcidn operacicnal del circuito A (s/ v la excitacion trasformada E {8}, como s¢
muestraen la Fig. 11.3.

Puede apreciarse que el palo doble en el origen de la excitacion, se convierte én
un polo simple, pues §7 (sf posee un cero en el origen que lo canecela parciabmente.
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e o w
¥ Ip ¥—ip
| |

T
—_“'_T_. —“‘&Tie_i —w‘¢——-*-£
' ) . |
N e Bl *— —-ip
@Pou.os Y CERGS » JROLOS ¥ CERDE POLOS ¥ CEROE
D His} DE Exis} OE RIa)
Fig. 113

Existen ciertas restricciones respecto de las ubicaciones de los polos v ceres de
la funcidon circuital H (s} que serin estudiadas en pnmer término para las
immitancias de excitacion,

a) Las funciones Z{s) ¢ ¥ (s} son de la forma expresada porla Ec (11.1), con
todos sus coeficientes reales y positivos, por ser combinacicnes de los
pardmeLros circuiiales.

Una funcién de vadable compleja que es real cuando la variable independiente
s loes, se denomina fincion real. Para estas funciones se cumple que:

Fis® = F*[s) (11.11)

Esto es, si para un valor s Ia funcion vale F(s/, para el valor conjugado s*la
funcién toma el valor conjugado F*(s). Debido a esta propiedad, los polos ¥ los
cercs de las immitancias, de excitacién, son reales o aparecen de a pares
conjugados.

b) Los modelos circuitales constituidos por elementos pasivos, excitados por
una sefial de amplitud finita deben dar respuestas acotadas. En consecuen-
cia, no pueden poseer polos con parte real positiva. Como los polos de Z{s/
son los ceros de ¥Ys) y viceversa, se deduce que las immitancias de
excitacion tienen todos sus polos y ceros con componentes real negativa.
Esto es, ubicados én el semiplano izquierdo o como limite sobre el eje / w.

En el paragrafu 11.3 se verd que los polos con componentes real neganva 'dan
_ Iespuestas crecientes con ¢l tiempo. :

¢) Para gue la respuesta tenga acotadas las ordenadas, en el caso de existir
polos y ceros sobre el eje / w, éstos deben ser simples. En efecto, los polos
de orden superior a uno, ubicados sobre el eje / w dan lugar 4 respuestas cre-
cientes con el tiempo,
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En efecto, la funcidn trasformada:

’ b b
- - = 4 e
F (S} AO [rS +j ﬁ}g (S "'!',3}2 0 [32 N 62_]2

da lugar 2 la siguiente funcién temporal:
fle)= 2% ¢ sen
(= = sen It
28

cuya amplitug crece linealmente con el tiempo.

d) Los polos y ceros en el infinito, implicitos en las inmitancias de excitacion,
solo pueden ser simples. Esto se deduee def comportamiento de los dipolos
pasivas para frecuencias muy altas y muy bajas. En efecto, cusndo la

) frecuencia tiende ainfinito en la Ec. (11.1), resulta:

a - el a
fim Ffs] = im ———— = {im M gm-n (11.12)
§ = oo § = oo ! _ )

Sim-—n=+11a Ec. (11.12) queda:

: a
im Fisj=km - ¢
§ > = § > oo
"
que corresponde a una impedancia en la que la componente inductiva es
preponderante Z {5/ = L, s o una admitancia en la que la componente capacitiva
es la mds importante ¥ (s) = C, s

Sim—p=—1laEc. (11.12) queda:

Iim Fis)= tim
§ - oo For e by,

: 41

5
L&)

que corresponde. @ una impedancia en la'que es pfeponderante Ia componeiite

1
capacitivga Zfs) = Cs o Una admitancia en la que la componente inductiva
. e §
es la mis importante ¥(s) = ——

ed
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Finalmente, sim—n =0, la Ec. (11.12) queda:

Ia'm Fi{s)= lim
5> s> = b
que corresponde 2 una inmitancia resistiva en la que las componentes reac-
tivas no existen o han sido cortocircuitadas por capacitores conectados en
paralelos o dejadas a circuito abierto por inductores conectados en serie
Zis} = R, o Y{s) = G,.

BEn resumen, los grados del numerador  y del denominador #, deben ser
iguales o deferir en una unidad. Esto implica que no existan polos o ceros
implicitos en el infinito {m —n = 0) o que exista un cero simple en el infi-
pito /m —n = 1}, o un polo simple en el infinite fm —n = —1),

Anélogamente, cuando la frecuencia tiende a cero, ta Ec. (11.1) se reduce &

a5+ ag
m  Fifs) =lim ——— (11.13)
$= 0 s~ o bystbg

En 1a Ec. (11.13) pueden darse las siguientes alternativas:
. ' .
«Siae =0 2 lim Fis)=lim — s
) $=+0 s>0 by

que corresponde a: Z(sf=L,s 6 Y {s)=C,s

+Sibo =0 - lim F(s) lim A

§*o0 by
2
g
) |
que corresponde a1 Zfs) = b ¥Yis)=
Co8 a8
bot 0 lim Flsj= l %o
si gg¥ O :m LY —
: ¢ ¥ oo 0 50 bg

que corresponde a:Z (s} = R, d Y(s)=

Pa_ra el caso de las funciones de trasferencia Zy.(s), Y (s} A, (s} ¥
A; (3), las resiricciones son las siguientes:

@& 2) Las funciones de trasferencia son de la forma dada por ja Ee. (F1.1), con
todos los coeficientes positivos. En consecuencia son funciones réales. Los
polos y ceros son reales o aparecen a pares conjugados.

b) Para que Ja respuesta esté acotada, los polos deben tener la componente real |
negativa o, como caso limite, nula, Esto es, deben encontrarse en el
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semiplano izquierdo o.en el eje f w. Los peros pu_cdan ancemtrarse en todo el
planc complejo, pues la reciproca de la fumcitn de trasferenciz newes una
funcidn circuital. como en el caso de las immitancias.
Cuando His) tiene todos los ceros en el semiplano izquierdo, se deno-
minn funcién de fase 'winima, por las razones que se verin en e} partd-
grafo 119,

¢) Para que latespuesta tenga:sus ordenadas acotadag, en caso de existir polos
sobre el ejef w, éstos deben-ser simples.
No hay restricciones wrespecto de la multiplicidad de los ceros.

d) Para las irasmitancias de tension y corriente, el grado del polinomio del
numerador debe ser menor o.igual al del denominador:

m s on

¢) Paza las immitancias de trasferencia, el grado de polinomic del numerador
debe ser igual o menor al del denominador mas uno.

m<san + 1

11.3 Configuraciones tipicas de poles y ceros de R {5/ y
respuestas temporales aseciadas

En esta seccidn se analizardn configuraciones elementales de polos y ceros,
hallando sus respuestas temporales correspondientes, con el fin de logwr una
familiarizacién con el tema, que permita predecir el comportamiento de un
circuito por simple inspeccion de su constelacion de polos y ceros de [a respuesta
trasformada R [s).

11.3.1) Polo doble en el origen: En la Fig, 11.4.2) se muestra la configu-
racién de polos y ceros. La respuesta trasformada que comesponde a dicha
configuracion, es obviamente:

1 . i
Ris) = A, R _ (11.14)
Donde el valor de Ay no €3 conocido, pues no queda consignado en el grifico
de polos y ceros. No obstante, su valor no afecta la forma de ia respuesta, por

tratarse de una constante. De acuerdo a la tabla de 1a Fig, 10.13, resulta que:

1
rit}= UR(s)I =4 L7 IST]= Ao pf1) (11.15)
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Iw it}

D : O

Fig. 11 4

Resulta entonces que, a2 un polo doble en el origen, Ie corresponde una rampa
de pendiente Ay en el dominio del tiempo, como se muestra en la Fig. 11.4.b). En
este caso existe un polo doble scbre el eje j w, pues se trata de R (s}, ya que como
se vio, H{s} sélo puede tener polos simples scbre dicho eje para los circuitos
. pasives,

11.3.2) Polo simple en el origen: La conﬁgumc:on de polos y ceros es la
mostrada en la Fig, 11.5.a) y la respuesta trasformada resulta:

1
Risj= Ay — (11.16)
hy
Cuya antitrasformada es:
1
Corft)= LTV [Rfs)] = Ap £7! I#] = Ag uft} (11.17)
., 5
hiw . Tty
. .
-4 L .
i
@ O

Fig. 11.5
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En consecuencia, a un polo simple en el origen, le comesponde un escalén de
amptlitud 4, como el mostrado en la Fig. 11.5.b).

11.3.3} No existen polos ni ceros: En este caso la respuesta trasformadaes:

Ris} = Ag (11.18)

y la respuesta temporal:
rit)= L7V [Rs})]=Aq L' [1] = Ay 8(1) (11.19)

De modo gue la respuesta temporal que corresponde a una configuracidn sin
polos ni ceros es un impulso de fuerza 4, como se muestra en la Fig. 11.6.
Nétese que cada reduccion en el orden de multiplicidad del polo equivale a una
derivacion temporal.

§iw h {1}

Fig. 116

11.3.4) Polo real negativo: La configuracién de polos ¥ ceros es la mostrada
en la Fig. 11.7.a). La respuesta trasformadaes:

i . ’
R(s) = Ay ~—— | {11.20)

Antitrasformando se obtiene [a respuesta temporal dada por Ia Ec. (1 l 213, que
se encuentra represent ada en la Fig. 11.7.h).

)
P = OV (R(s)] = 4g £ S—J:]"—"AQ et yie) (1120)
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jw drin ' P
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@ O
Fig. 11.7 Fig.11.8

3
Comparando el factor e™* ¥ de 1a Ec. (11.21) con e~ puede inferirse que la
constanie de tiempo @ de la respuesta es la reciproca de la distancia del polo al
origen. Esto es:
- I
- o= — _ (11.22)
\ &

En consecuencia, cuanto mis cerca del origen estd ¢l polo, mis lentamente cae
fa respuesta.

En el limite, cuando el polo llega al origen, la constante de tiempo se hace
infinita, resultando el escalon de la Fig. 11.5.b).

Notese que un polo real positivo daria lugar a una cxpenencial creciente
como 1z de la Ec. (11.23) que se halla representada en la Fig. 11.8:

rit) = Ay e* " uft) (11.23)

En este caso, la respuesta crece indefinidamente. En consecuencia, podria
tenerse respuesta sin excitacién. Cuando esto se produce se dice que el circuito es
ingstable,

Los circuitos pasivos no pueden presentar este’ comportamiento, En consecuen-
cia, no pueden poseer polos con parte real positiva,

11.3.3) Polos imaginarios conjugados: La configuracién de polos y ceros es
la mostrada en la Fig. §1.9.a).
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 j© yrit;
Yo N N

el

i1

i P SO N
Fig. 11.9 Kig. 11.10
La respuesta trasformada resulta:
t
Ris) = A, {11.24)

(s 4B} (s~if)
que puede escribirse:

1 Ap B
Ris) = Ag eanpe: = 3 Ky {11.25)

Antitrasformando la Ec. (11.25) se obtiene:

Ao

_ - B 1 _ 4e
rit)= L [s“rﬂ’_l_ ; sen Bt uft) (11.26)

que se enctientra representada en la Fig. 11.9.b). donde fa amplitud vale A'Tﬁa yla

pulsacién «» = . En consecuencia, cuanto mds cercanas af origen estdn fos polos,

mis baja es la frecuencia de la senoide. En el limite, cuando los dos polos
conjugados se encuentran en el origen, el periodo se hace infinito ¥ el polo doble
da lugar a una rampa, como se vic en la Fig. 11.4, .

8i ademis de los polus imaginarios conjugados existe un cero en el origen,
como se ve en la Fig. 11.10.a), la respuesta trasformada resulta:

§

?—I—E;“ (11.27)

Ris} = Ag
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v la tespuesta temporal:

8

s+ §

Comparando las Bcs. (11.26) y (11.28), se ve que la inclusidn del cero afecta la
amplitud y la fase, pero no la forma de la sefial. Si se hacen tender los polos al
origen, al llegar a él, uno de los polos se cancela eon el cero, quedande un polo
simple que da lugar a un escaldn como ¢l mostrade en 12 Fig, 11.5. Por lo tanto, el
coseno decrece cada vez menos hasta que en el limite da lugar a un escalon.

rt)= Ap L7 [ ]= 4o cos B1 uft) (11.28)

11.3.6) Folos compiejos conjugados con parte real negativa: En la Fig. 11.11
se muestra una configuracion de polos y ceros con dos polos complejos
conjugados con su componente real negativa (—a) y up cero en (— o). La
respuesta trasformada esulta;

R(s)= Ag rao (11.29)
W Y B s+ (et 0] ‘

4w rit)
¥ k3T
|
|
¥

que puede escribirse;

s+ a)
® s+ af + B

Ris)= 4 (11.30)

cuya antitrasformada es:

rit) = Ay e%F cos B 1 uft) (1131)



108 T ' _ Andlisis de Modelos Circuitoles

La Be. (11.31) es una oscilacién cosencidal, cuya amplitud Ay e~ %7 decrece
exponencialmente con una constante de amortiguamiento absoluta ¢ ‘

[+ 303

Las oscilaciones tienen por envolventesat 4y, e “° y por pseudo periodo a:

siendo la pulsacién de las mismas o = .

La Ec. £11.31) se encuentra representada en la Fig, 15.11.b).

Si no existiera el cero de la Fig, 11.11.a}, 1a respuesta tendria la forma de:

rit) = —43—0— e ®! senm Birouft) (11.32)

La Ec. (11.31) y la Fig. {1.11 muestiran que la amplitud de las oscilaciones se
amortigua tanto més lentamente cuanto mas cercanos al eje j <o se encuentran los
polos. En el limite, si estos quedan sobre dicho eje, se tienen las oscilaciones de
amplitud constante de la Fig. 11.10. La frecuencia de las oscilacionss aumenta con
la distancia de los poles af eje real. _

Naotese que esta respuesta corresponde al régimen sub-amortiguado estudiado
enel Cap. 5.

Trul

Fig. 11.12
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Sila parte yeal de los polos fuera positiva la Ec. (11.31) resultaria:

rit) = Ag €*®* cos Bt uft) (11.33)

y las oscilaciones serian de amplitud creciente indifenidamente, como se muestra

en la Fig. 11.12. Ya se aclard anteriormente que este ¢aso no puede darss cuando
los circuitos son pasivos.

11.3.7) Polo doble negativo: Ll diagrama de polos y ceros es el representado
en la Fig. 11.13.a). La respuesta trasformada resulta:

1
RiS) = do (11.34)

y la respuesta temporal, obtenida antitrasformando la Ec. (11.34):

rr'rJ:'Ac. Lot Iw] =Ay e % pft) (11.33)

La Ec. (11.35) se encuentra representada en lz Fig. 11.13.b). y comresponde al
régimen de amortiguamientio critico estudiado en el Cap. 5.

i rivt /‘ AG?“" b it rit)

T
\ ‘ . "“091“';“] _f_ P

A .r'
NS ‘f/
___{T,(i;_____.{.r, 5 — 3 o —

o

| 1 ‘. -

@ @ @ ®
Fig. 11.13 Fig. 11.14

11.3.8) Un polo real nagativo y otro en el origen: La configuracion de polos
y ceros se muestra en la Fig. 11.14.2) y la respuesta trasformada en 1a Ec. {11.36):

: .
Ris) = Ag —

36
o (11.36)
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antitrasformando se obtiene:

r;(t}= Ao [1-e2%) uft)
&

que se representa en la Fig. 11.14.b) y corresponde a la Earga de un capacitor y
otras respuestas andlogas estudiadas en el Cap.4. Noitese que este caso es
equivalente a la superposicion de los desarrollados en los puntos 11.3.2y 11.3.4.

Fsto es, se trata de la suma algebraica de un escalon debido al poloen et origen y
una exponencial decreciente debido al polo real negativo.

11.39) Dos polos reales negatives: En la Fig. 11.15.a) se muestra la
configuracion de polos v ceros y en la Bc. (11.37) la respuesta trasformada.

1

R = A 37
(= Ao (e (5 + o) asn

Antitrasformando se obtiene:

A
Pl)= —== (&' — gnal)
&g — X i

cuya representacion grifica se encuentra en la Fig. 11.15.b). Notese que se trata
de la respuesta tipica correspondiente al régimen sobreamortiguado estudiado en
el Cap. 5. '

jiw priv}
o |
?ﬁ\/ rr)
Sl
R H— " e \
‘“2 ~ol, //-’\ ]
: \ L
__to | . b0 g et b
gy olarat; :
2y Fig. 11.15

Esto resulta razonable si se recuerda que, como se mostré en el patdgrafo 10.8,
los polos de # (3/ son las rafces de la ecuacion caracteristica,

Obsérvese que 12 configuracion estudiada en el apartado 11.3.8 es un caso
particular de la estudiada en éste, para el limite en que o, =0. En estas
condiciones la exponencial superior se convierte en un escalén v ¢l maximo es
alcanzado para ¢ -» o . Esto se ve claramente comparando las Figs. 11.14 y 11.15.
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1£.3.10) Andlisis cualitativo de confignraciones de polos y ceros mis am-
plias: Cuando se tiene una configuracion de polos y ceros mds general, la
respuesta estd constituida por la superposicion de las respuestas correspondientes a
cada una de las configuraciones elementales estudiadas en los apartados 11.3.1 a
11.3.7, como se vio en 11.3.8 y 11.3.9. As{ por ejemplo, para Ja constelacion de la
_Fig. 11.16, puede afimarse que la respuesta temporal estard constituida por la
suma algebraica de un escalén, dos sefiales cosenoidales de pulsaciones wj = fz y

w3 = 3, una exponencial decreciente con constante de tiempo T, = — ¥
2

i 27:
una oscilacion amortigeada con 7, =—- y pseudo periodo T, e
o 1

La imporwncia relativa de cada componente dependerd del valor del residuo en
cada polo, €l que es funcién de la ubicacion de todos los polos v Jos ceros. Estos
ittimos no dan lugar a la aparicién de componenties, pero contribuyen a definir las
amplitudes y las fases de las mismas.
jw
i3
ipz
iM

~if
Fig.11.16.

11.4 Obtencibén de 1a respuesta temporal a partir
de 1a configwracion de polos y ceros de R (35)

Sea una respuesta trasformada:

Ris)= H{s) Ey (3)

constituida por un cocients de polinomios del tipo de la Ec. (11.3), en Ia cual
todos los poles y ceros son simples. . '

(s~2Zy){s-2Zy) -~ {fs-Zptevrvn (s_zm)
fs-~pils-pa)-v-eor fs=pg) vor s (s~ p,}

R(.T)z}io
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La Ec. (11.38) puede ser expandida en fracciones simples. Si n-3> m resulta:
k

. . K
Ris)= Z
i=L oS-

(11.39)

donde K, es el residuo de R (5/ calculado en el polo pp.
La respuesta temporal se obtiene antitrasformando Iz Ec. (11.39). Segun ¢ vio
en el Cap. 10 resulta:

rit] = % K; e?it u{t) (10.36)

=1

Los valores de las constantes K se calculan mediante la Ee. (10.51):

K, = Res [R(s)], _ o, =lim {(s-p} Ris}] (10.51)
) i 5+ p.

i
Sustituyendo 1a Bc. (11.38)} en la Ec. (10.51) resulta:

fs-z,}is-23})--- .- (sﬁzk}.,..,(s_zml
’ (s-pilfs-p2) - - {s-pi}--- {s-p,/

K, =lm [(s-pij 4
§ =y

Simplificando y llevando al limite queda:

(Pi=2yd {Pi=2) - {9;‘1;¢}""‘fp,“1m5

K;=d
FTT piep) Bimp) (i = Pul

{(11.40)

En Ia Fig. 11.17 puede verse que los factores (p; —~ 2z, ) del numerador, son
los fasores dirigidos desde cada cero al poloen el cual se calculd el residuo.

I ' rjw
P
{Pi~Tk Zk 1Pi~Pn \
\ AN
B — g L Rt g

Fig. 11.17 Fig. 11.18
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Andlogamente, la Fig. 11.18 muestra que los factores (p; ~ p, J del denomina-
dor son los fasores dirigidos desde «cada polo a aguél en el cual se calcula el
residuo.

En consecuencia,?léi Ec. {11.40) puede ser expresada:

Il fasores dirigidos desde cada cero at polo g;
k=1

(11.41)

n
{T fasores dirigidos desde cad polo hasta p;
i=1 L

. cabe destacer que s no existen ceros, el numerador vale 1. Los polos y ceros en el
infinito no se computan especialmente, pues ya estin implicitamente en la Ec.

(11.41).
Ejempio:

Hallar la respuesta temporal del circuito cuye constelacion de polos v ceros de
1a respuesta trasformada R s/ se representa en 1a Fig. 11.19.a).

i 1w . b jw N
Fa¥_ ________ i
|
PR
-2 -1 ey
i
93*—— —f-ji
2
Fig. 11,19
La configuracion incluye los siguientes:
CEID8 uno en Zy =—72
polos: tres en Py =0
Py =—1+j1.
Py =—f1

En consecuencia hay un cero doble en el infinito.
£i caleulo de los residuos en los polos es el signients:
de acuerdo a la Fig. 11.19.0), y laEc. (11.41), el residuo ¢n p,; vale:

1 2 gl?
K= Ay == = 4, = Ao (11.42)

5 NS NE IR
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Segiin la Fig 11.19.c) y Ia Ec. (11.41), el residuo en p, es:

Ky =4 D \/ EA _ Ap ol 180° . Ao
LN E I RSP WL 2 2
: (11.43)

En base aJa Fig. 11.19.d) y la Ec. (11.41), el residuo en pj3 resuita:

=4 G =A V2 e - Ao iwe =
Ky =do 577 ~ A0 F TS g o0 2 2
(11.44)

‘Finalmente, reemplazando los vaiores de los polos y los residuos en la Ec.
(10.36), se obtiene la respuesta temporal buscada:

2 2
que puede escribirse:
e.n + e_jt
Pl = Ao uft) = Ao o —T—) u ()
o tambign:
r{t)= Ap uft)—-Aqg et cos 1 uf1) (11.45)

que incluye un escaldn debido al pole en el origen ¥ una oscilacidn cosencidal de
pulsacién w =1 vy constante absoluta de amortiguamiento = 1.

Nétese si al caleular Ky se hubieran tomado todos los argumentos de los fasores
en sentido pesitivo el resultado final hubiera sido el mismeo. En efecto si:

P G iy V2 eldts® _ Ao s Aq
S N W N E I e.. " 9

11.5 Influencia de la ubicacion de los polos y los ceros
sobre el valor de los residuos
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11.5.1) Polos compleios conjugados: Considérese una respuesta trasformada
Rs} como la de 1z Be. (11.46), que incluye un par de poles complejos
conjugados: ) -

; N (s) N fs)
R(s) =~ = _ - (11.46)
D {s) Dyfs) Is-fat j8)) [s+fa-jh);
El residuo en ¢l polo py =« +/ § vale:
K, =lim Ls—fa+ j§] ks
= i’ ——
Y s (et g6 ! D, (s){s—fa+ B s ~fa-JB]
Simplificando y llevando al Hmite: "
' N j .
Ky = ot 78 (11.47)

Oyfa+jpl 728
Aniglogamente, el residuo en el polo conjugado pp = a— j resulta:

Ns)
Dyfs)ls-fat jBI]ls~fa-]jB)]

Ky=lim, o dls—(a=i))

LJ

operando queda:

K, = Nia-i6) (11.48)
Dyfu-jB) (-728) '

Comparando las Ecs. (11.47) y {1 1.48) se concluye que 1os residuos en dos polos
complejos conjugados, tienen valores conjugados.

11.5.2) 'Pola préximo a un cero: En la Fig. 11.20 se muestra una configura-
cién de polos y ceros, en la que existe un cero z, proximo al polop; en el que se
estd calculando el residuo, K; resultard, de acuerdo ala Be. (11.41):

P A Producto fasotes dirigidos de los ceros restantes al Polo p;,
i 0

Producto fasores dirigidos de los Polos a
" {11.49)
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Puesto que A tendrd un modulo pequedio debido a la proximidad de Zy ¥ Py,
puede afirmarse que el residuo en un polo proximo a un cero tiene un valor
pequeiio, En el limite, cuando el cero y el polo se superpenen, se cancelan
mutuamente.

11.5.3) Polo proximo a otro polo: En la Fig. 11.21 se muestra la configuracion
yen la Ec. (11.50) el residuo en p,.

K = 4 Producto de los fasores dirigidos desde cada cero al Polo p;

B Prodicto de los fasores dirigidos desde los Polos restantes a p;
(11.50)

f e

:
IFURASION
ogfPoLO8 1

CERQS

Fig. 11.20

Como ¢l fasor B tiene un madulo pequedio y se encuentra en e} denominader,
el valor del residuo serd elevado. No debe extrapolarse esta conclusion al caso de
polos dobles, para los cuales no es aplicable esta metodologia.

Es interesante destacar que si se calcula el residuo en el polo p, como los
restantes fasores casi no se alteran, debido a la proximidad de p; y p,, mientras
que (" =—8 resuita que los residuos en dos polos muy proximos entre sf son de
valor absoluto aproximadamente igual y signo opuesto. Esto es, segin la Ec.
(11.50),1a Fig. 11.21 y la Fig. 11.22:

K, =— K,

I
11.5.4) Polo alejado del resto de la configumcion: En la Fig. 11.23 se
muestra una configuracion de polos y ceros en Ix cual existe un polo p; alejado del

resto de la constelacion. El residuo en dicho polo resulta, para el ejemplo
considerado:

o |

K = AO-T'::-—"——-—

4

Ty
B wy
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b:-.

Fig. 1123

Como todos los fasores tienen modulos de valor elevado, debido a la lejania de
p; resulta que si el grado det polinomio del denominador es mayor que el del
numerador, el residuo en un polo alejado del resto de l1a configuracion, tiene un
valor pequeiio.

Estd claro que si v > m y el polo p; estd préximo al msto de la configumeion,
K; tendrd un valor importante,

11.6 Respuestas indicativas tipicas de los sistemas de primer y segundo orden

En el parigrafo 10.9.5, se introdujo la respuesta indicativa y se menciend que
ella describe las componentes libres de la respuesta transitoria. En efecto,

hit)= L7 {H{s)]

es la respuesta del circuito s un impuiso unitaric v depende solamente de la
configuracién circuital,
En este apartado se estudiardn las respuestas indicativas tipicas de primer y
segunde orden. Esto es, jos que tienen el polinomio del denominador de # (s} de
. primer ¥ segundo grado, respectivamente,

11.6.1) Sistemas de primer orden: En este caso, el grudo de denominador es
n =1 En el pardgrafo 11.2 se vio que para las xmmjtanczas de excitacidn {m — n/
s0lo puede tomar los valores — 1, 06 + L.

En consecuencia, siendo r = 1, m sdlo puede valer 0,1 a2

Para 1as trasmitancias de tension o corriente debe ser m<n Comon =1,
resulta que 7 puede tomar los valores 0 ¢ 1.

Por uitimo, para fas immitancias de f¢rasferencias, debe cumplirse que
msa + 1, de modo que m puede valer 0,1 0 2.
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En consecuencia, H {5} puede tomar alguna de las formas siguientes:

1
param =0  H{s)j=Ay — (11.51)
F-D1
s~ Zy
param =1 His)=4y ——— (i1.52)
R |
{(s-21){s-24)

param = 2 His)= A, (11.53)
. §-m

Stendo py un polo simple, debe ser necesariamente real y por corresponder a
un circuito pasivo, negativo. Bsto es:

Py = — @ (11.54)

Antitrasformando ls Ec. (11.51) y teniendo en cuenta ta Ec. (11.54), resulta:

Aft)=L ' {H(s}] = Age “ uft) o (11.85)
Antitrasformando la Ec. {£1.52) y recordando Ia (11.54) se obtiene: |
hit)= LV [Hfs)]=~ fa+ 2 ) Ay e %% uft)  {(11.56)

Zy debe ser real. Si es una immitancia de excitacion serd negativa, resultando
Z1 =0 yen consecuencia:

hit)= fog-a) Ay e %' uft) {(11.57)

El signo & (t] depende de los valores relativos ; y & y del signo de 4.
Finalmente, antitrasformade ka Ec. (11.53) y tomando en consideracion 1a Ec.
(11.54) se lega a:

Bit)=L ' [H{s)] = Agfa-zy)f{at z5) e®" uft) (11.58)

S zy=— @@ ¥y Z;=—a resulta

B(t)= Ay (a-a)(a-ay) e uft) (11.59)
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Sizy=—oy + ff y 2y=—a —jf queda:
Hit)=A44 [{a-oaf* + B} 7 ufy) (11.60)

Las Ecs. {11.54) a (11.60), pueden ser expresadas como muestra Ja Ec. {11.61},
que resume la forma de la componente libre de todos los sistemas de primer
orden:

roft)= K e ufy (11.61)

Donde K ¢s una constante cuyo valor depende de 4g, o v los ceros existentes.

La Ec. (11.61) tiene una constante de tiempo L=- oY puede ser normalizada
como indica la Ec. {11.62):

Fanltn) = ¢™ paratn > 0 (11.62)

expresion esia que fue detalladamente estudiada en el Cap. 4.

11.6.2) Sistemas de segundo orden: En este caso, ¢l polinomio del denomi-
nador es de 2de. grado. Fsto es, 2 = 2. Un andlisis similar al efectuado para los
sisternas de primer orden, muestra que m puede vaier 0, 1, 2 o 3. No obstante,
sepun se vio, los cerus afectan el valor y el signo de los residuos pero no 1 forma
de las componentes. En consecuencia, para un andlisis general, no es necesario
explicitarlos, bastando con escribir:

His) = Ag S L (11.63)
(s~ py (s~ ps}

Por tratarse de un circuito pasivo, p, y p estardn en el semiplano izquierdo, o
bien, si no hay elementos disipativos sobre el gje § w.

Existen tres casos posibies para los valares de lgs polos:

a} py ¥ P2 son compiejos conjupados.

b) py ¥ Py son reales e iguales.

¢) Py ¥ P2 son reales y distintos.

Puesto que los polos son las raices de 1a ecuacién caracteristica, estos casos se
corresponden con los estudiados en ef Cap. 5. En lo que sigue se resumen las
caracteristicas sobresalientes de cada uno.
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11.6.2.1) Régimen sub-ambrﬁguado: Si py v p2 son complejos conjugados,
puede escribirse:
pr =—at [

po=—a-ib

La Ec. (11.63) queda entonces:
N{s)

L1.64
[s + fa-7 B8 ][+ (et ji)] (1169

H{s)=Aq

ta Ec. (11.64) conduce a una respuesta temporal del tipo:
Bty =] Ky e -1800 o g o (et iBIt Yy (1165)

Donde K v K5 son constantes cuyos valores dependen de los polos y'1os ceres.
La Ec. (11.65) puede ser expresada:

ralti=hi{tj=K e*" sen(Bt+ y uft) (11.66)

"Donde se aprecia claramente la forma de oscilaciones amortiguadas de f[a
componente libre correspondiente al caso en estudio.
La Fig. 11.11 muestra el caso particular en el que existe unsolo ceroenf— o}

»
vy ¢ resulta igual a—. la pulsacion de las oscilaciones libres con amorti-

fuamiento vale, como se vio en €l Cap. 5 para v < L.

W =f=wo Vi-F (11.67)

donde: wg s 1a pulsacidn de las oscilaciones libres sin amortiguamiento,

x . - . s R
¥= oo es la constante de amortiguamiento relativa o normalizada.
0

y « es 12 constante de amortignamiento absoluta, siendo su inversa la constante de

tiempo de la envolvente de las oscilaciones.
El cambio del niimero o la ubicacion de los ceros, modifica fa amplitud X y fa

fase ¢ de la respuesta, Para ¢+ = 0 la Ec, (11.66) se reduce a:

rpfe)= K sen ¢
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11.6.2.2) Régimen de amomguarmento critico: Log polos son reales e
iguales. Esto es:

D1 = Pp=— & (11.68)
Reemplazando (11.68) en (11.63) queda:

N
His)= dg ——(s—-:r—(%z——— (11.69)

La Ec. (11.69) conduce 2 una respuesta temporal del tipo:
Faft)= Bi{t)= K1 e ™ +Kyt %'} uft) (11.70)

donde K; y K, son constantes cuyos valores dependen de los polos y tos ceros
incluidos en la configuraciim.

La Ec. {11.70) “corresponde al caso de amortignamiento critico estudiada en
ei Cap. 5 para vy = L.

bepin

K1 orte
P .

. [§m>o‘
/* L lKa‘:OJ

k2 Fig. 11.24

La forma de la curva de r, (¢} depende de los valores particulares de K y
&3, 851 Ky y K son de distinto signo, la curva corta el eje de tiermnpos y posee un
punto extremal, como muestra fa Fig. 11.24. 8i K y K> tienen el mismo signo, la
curva no costa al eje de tiempos y puede o no tener un punto extremal, segln se
ve en las Figs. 11.25 v 11.26.

Finalmente, si Ky = 0, la curva parte de cero y presenia un puntto extremal,
" como se aprecia en la Fig. 11,13, En efecto, anulando la Ec. (11.70) se obtiene el
tiempo #p para el cual la corva corta el eje horizontal:

Ky
Ky

fo's - (11.?])
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R1Z0

e .
e K2 K2 30
'y : 15K
\ /~- kzre ™ o k2
. e
oK e Bhy g gy ot

Kl

S,
-

Fig. 1126

La Ec. (11.71) muestra que si K; = 0, la curva parte de cero y para que 7o >0
deben tener K v X, signos opuestos,

Si se deriva la Ec. (11.70) y se iguala a cero el resultado, se obtiene el tiempo
t,, bara el cual se produce el punto extremal:

1 X,
fyy = e 11.72
m=TT T (11.72)

La Ec. (11.72) muestra que si X; =0 o si K, y K, tienen signos opuestos,
siempre existe punto extremat. 8i en cambic Ky v K, tienen el mismo signo, solo

K1

1
existird un punto extremal §i — > ——
44 K 2

11.6.2.3) Regimen sobreamortiguado: En este caso, siendo p, y p, reales,
negativos y distintos, podemos escribir:

FPi1 =—& | Py =" &
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de modo gue la B¢, (11.64) queda:

His)= A N1s) (11.73)
by .
® st o) (s ag)

La Ec. {11.73) conduce a una respuesta temporal del tipo:
reff)=hi{t)=[K; " + K, e®'] uft) (11,78

donde K, y K, son constantes cuyos valores dependen de {os polos y los ceros
incluidos en 1a configuracion.

La Ec. {11.74) corresponde al végimen sobreamortignado que se estudio en el
Cap. 5 para¥ > L,

La forma de la curva de rp, /1) depende de los valores relativos de K| y Ky o y
5. Para determinar si la curva corta el eje de los tiempos, anulamos ia Ec. {11.74),
resultando: '

Kl e—aif{) 4. KZ e~%2fn = 0
K
...___"_]__ = e(ﬂ‘i—ﬂg.jfo

K,

Tomando logaritmos naturales y despejando el tiempo, se abtiene:

o[-5
fp = —— 2 i {11.75)
y — ey

K1 '
En consecuencia, si ;Yw >0, la curva no corta el eje £,
2

-

Ky :
Si por el contrario PR <0, la Ec. (11.75) puede escribirse:
2 .

. n| Kil—inj K, | (11.76)
= - s baf
¢ oy it B I

Segin la cual la curva coria el eje de tiempos, pata ¢ > O siempre que
Kt > Kyl y @y >y 0o ambas desigualdades 2 o wiversa.
Interesa saber ademds si # , /2/ presenta algln punto oxtremal. Fara lavussigar
lo, se deriva ta Ec. {11.69) ¥ se anula el resultado,
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dy !t}

=""C!l K] e"“'fm Oy Kz e'“* 'm = 0
dt
a; K
___.!...._.....-—"I'..-—.-= el’“;—ﬂc;)rm

a; Kj

Tomando Logaritmos naturales y despejando el tiempe se obtiene:

l [ 1 l
o Kl } (11.77)

a; ¥y & son ambos positivos, pues ya se contempld su signo por separado.

Ky
En consecuencia, si—~— 2> 0 no existe punto extremal. Si en cambio,

K 2
es E—l- < 0, la Ec. {11.77) puede escribirse:
2

Intoa, Ky | — Injos Ky | a o+ In | Ky/ Kzl — In g

Oy — Xy o) — @y

(11.78)

Ly =

Segrin la Ec. (11.78), para que exista un punto extremal en la curvade v, ¢/
debe cumplirse simultineamente que: '

r r
heytin|l— > Ina Inoy, + Inj—1 < in oy
2 2
{ 9
\ : L
Ky
Finalmente, si — = — 1 siempre s¢ presenta un punto extremal.

1
En las Figs. 11.27 a 11.29 inclusive, se muestran los tres casos tipicos

correspondientes al migimen sobreamortiguado. En lz Fig. 11.27 existe un punto
extremal ¥ la curva no corta al eje ¢. En Ia Fig. 11.28 no existe punto extremal ni
se coria al eje £, En la Fig. 11.29, existe punto extremal y la curva cambia de signo
en fy- _

En las tres figuras precitadas puede verse gue si los valores de a; v &3 no son
muy proximos, a partir del momento en que se extingue la componente de menor
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rRit]

Y] eonnttl

- constante de tiempo (mayor &), la respuesta nataral r, (¢} se hace coincidente

con la otra componente y el sistema se comporta como si fuera de primer orden.

Finaimente, en la Fig. 11.15 se¢ muestra el caso de una configuracién que no
incluye ceros y que por tener K| = — K, da lugar a una curva que parte del orige

{ts = 0). .
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11,7 Obtencién de 1a respussta frecuencial a partix
de 1a configumcién de polos y ceros de H('s)

En este parigrafo se utilizard la configuracidn de polos y ceros de H (s} para
estudiar las modificaciones que experimenta la respuesta de un circuito excitado
por una sefial senoidal, en régimen permanente, cuando varia la frecuencia de la
excitacion, manteniendo constante su amplitud v su fase.

Considérese una funcidn operacional H[s) constituida por un coclente de
polinomios ¢omo el mostrado en la Bc. (11.3]. Esto es:

{S'Zl)l{suzz} """ rs—zk} lllll (-""’Zm} -
Hfs)=A 11.79
(3= 4o {s-pi)fs-pz}-- - =g (s =Py) (1)

En régimen senoidal permanente, 1a Ec. (11.79) se convierte en:

(Jw-Zy}{jw=2o) ffw-Z, ) (fw-z
(far-p1)(fw=pof - (fw~pgl - lfw-p,/

Hfjw)= gmﬂli(s) = A, (11 80)

Los fasores complejos eficaces de la excitacién y la respuesta, estdn vinculados
a través de la expresion:

Rjw) = Hfjwl E fiw) : (11.81)

Por tratarse de una igualdad de funciones de variable compleja, la Fc. (11.81)
puede ser desdoblada en dos igualdades reales, una para el médulo y otra para la
fase, Esto es:

Rfw =H{w) E () o (11.82)

y wrg R {jw}) = arg Hijw) + arg E, (jw) (11.83)

Las Bgs, (11.82) y (11.83) muestran que si varia la frecuencia de |3 excitacion,
manteniendo su amplitud £, fw/ y su fase arg £, (] w) constantes, las formas de
las curvas de respuesta de amplitud R (o) v de fase arg. R (i w), serin respecti-
vamente lus de H#{w/ y arg. H{j w). En consecuencia, bastard con estudiar las
variaciones del modulo y el arpumento de fa Ec. (11.80) con la frecuencia

La Fig. 11.3(La) muestra que los factores de la forma (fw — 2., son los
fasores dirigidos desde cero genéricu Z4 al punta dej eje [ o correspondiente a la
pulsacion o considerada.
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Fig. 11.30

Anélogamente, en ka Fig. 11.30.b) se observa que los factores de la forma
f & - pi) son los fasores dirigidos desde el polo gendrico p; g punto del ejej w
considerado, En copsecuencia la Fc. {11.80) puede ser expresad;

1 Fasores dirigidos desde cada cero

k=1 hasia el punto del eje fw consider,go

k)

11 Fasores dirigidos desde cada Polo
=1 hasta el punto del eje j ¢ considergdg

Hijw) = Ay

(11.84)

Finalmente, dexdoblando 1a Eec. (11.84), se obtienen las eXpresiones (11.85) y
(11.86) para 1z determinacién de las respuestas de frecuencias de amplitud v fase,
respectivamente, a pariir de la configuracion de polos y ceros.

n modulos de los fasores dirgidos desdg

Hiw) =4, _¥=1  cada cero hasta el punto f w considergdo
ﬁ madulos de los fasores dirigidos desda

i=1 c¢adapolo hasta el punto j w considerydo

(11.85)

argumentos de los fasores dirigidos desde

Bfw)=dArg Hijey = 3 :
(o) & Hffw) EZ_E cada cero hasta el punto/ w copsiderado

=1

H argumentos de los fasores dirigides desde

1= cada polo hasta e] puntoj w ¢ongiderado (11.86)

Si no existen ceros, ¢l numerador de la Ec. (11.85) vale 1. Log polos v los ceros
en el infinitc no ge conputan pues ya estin implicitos en {as ecuaciones. El
sentido positivo para el computo de los dngulos es el mostrado ey, Ja Fig. 11.31.
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i

S

Iy - T

il

Fig. 11.31

Efemplo 1.

La Fig. 11.32.b) es la configuracion de polos y ceros de la trasmitancia de
tensiones, del circuito de Ia Fig, 11.32.a), siendo 44 = 1.

Caloular los valores de las respuestas de amplitud y fase para w = 0;0,5;1;2;
5¢ oo. Con los valores obtenidos representar grificamente las curvae de respuesta de
frecuencia de amplitugd y fase, :

Se wtilizan las expresiones 11.85 v 11.86. Para «w = 0, Ja Fig. 11.32.c)
muestra los fasores intervinientes. Resulta:

14| -
H{o) =Ay —— = 0 yaque |A| = 0 por existir un cero en w =0
|5
810)= 64~ 6= 90°— 0° = 90°
Notese que para w = Oes 8, = 90°. En efecto, la Fig. 11.32.4) muestra
que, para todo «w > 0 es G, = 3 En consccuencia, en el limite, cuando

w 0, 8, = 90°. Ademds se observan los fasores intervinientes para w = 0,5,
Aplicando fas Ecs. (11.85) ¥ (11.86) se obtiene:

H"fﬁ.i): A@

y 0(0,5)= 0, — 0= 90° —45° = 45°

En forma similar se procede pam w =2y w= %, midiendo sobre la grifica de
polos y ceroslos médutos y los dngulos de los fasores involucrados. Los valores se
encuentran en el cuadro de la Fig. 11.33.a).
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4]

jl

Finalmente, para w - o, la Fig. 11.32.e) muestra que los modulos de AvB
son infinitos del mismo orden, de modo que:

Hi{=j=A4 'ZL=A = i
1] IEI Q
Y Ofoof = 8, — B = 90° —90° = 0°

Representande grificamente los valores de Afw/ v 8/w/ se obtiensn las
respuestas de frecuencia de amplitud v fase de las Figs. 11.33.b}y 11.33.0).

Hlep

b)
~0.) !
e

o2 w

) 0 0,5 l 2 5 oo TE T 4 5 5 7
8{w)

Hfwp)y 0 [0707 10894 0970 10,995 1 1,00} wo . o
B0

#fw) | BO° | 45° 26,6°| 14° 5,7° 0° 20 w

Fig. 11.33
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Efemplo 2:

La Fig. 11.34.b) es la configuracion de los polos y ceros de la admitancia de
excitacién del circuito de la Fig. 11.34.3). Sabiendo que 4o = 0,38 determinar
las compaonentes polares de la admitancia para w = 0;1000 e infinito. Analizar
detalladamente las distintas formas en que se pueden medir los argumentes de los
fasores. Comparar los resultados con los reales obtenidos a través de un andlisis
cualitativo para w = Qe infinito.

—_— O,
T A .
C'G,E)uF
JRL= 13760
ot
a‘z § R2= 20000 j
L= 1,72 Hy
r
LI jw Hw e
' .
k.\ . 1000 [lslels] P 1000
LR
|
|
| B
. -
! L g
T —
[iv's]s] /.BA o i-qoo 4
't
|
® e
H C
- 1000 -1 =100 o b L

Fig. 11.34

Para calcular las respuestas de amplitud y fases w = 0, introducimos los

fasores de Ja Fig. 11.34.c) en las expresiones 11.85 y 11.86. Para el modulo
resulta:

Yio)= Hio) =4,

————Ile = 0,58 1000 497 1078
1Bi IC| "7 1080 1080 :

Para la fase se puede escribir:

ey (0} =8(5)=0, — (B4 + 8) = 0—(292° + 68°) = —360°
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pero si en lugar de medirse el argumento de B en sentido positivo, se toma 65,
resulta: .

¢ y(13) =0 () =0~ (= 68° + 68°) = 7

Cabe entonces preguatarse: jcudl de log dos resultados es el correcto? La
respuesta es: matemdticamenie ambos, pues el argumento de H/f/w/ es una
funcion multiforme que se encuentra sobre una superficie de Riemann. Esto es:

Blw) =0, {w)+ K 2;Tcon!&'=0,1,2,.,.

En consecuencia, como los argumentos haflados difieren en 360°, estin
definiendo el mismo punto, pero considerado en dos hojas del plano miltiple de
Riemann. Cabe entonces formularse una nueva pregunta: ;jcon qué criterio elegir
el valor? Sise trata de un circuito particular, un andlisis cuslitativo para o = Go
w = % puede dar la respuesta. Por ejemplo, para el circuito de la Fig. 11.34.a),
cuando w —~0, X, = ° y se convierte en un circuito abierto, mientras que
X; -»0resultando un cortocircuito, En consecuencia, ¥ (Q) = - IR y por lo

1 2

tanto fisicamente debe ser vy (0/= 0.

Si se trata en cambio de un desarrollo general, al no tratar con un circuito

" especifico que permita el andlisis cualitativo es conveniente usar el resultado que

simplifique el desarrollo. As{ por ejemplo, algunos teoremas se simplifican

notablemente si se elige una superficie de Riemann de manera que ef argumento de
H{{ v/} sca una funcién impar. Esto es:

Bf{—w} = ()

El cilculo para o = 1000 se efectia reemplazando los valores de los fasores
de 1a Fig, 11.34.d) en 1as exprestones 11.85 v 11.86. Resuttando:

-3

4] V2 1600
Y(1000) = H(1000) = dg ————— =058 -~
\B| {C| 400 2040

Para el argumento puede escribirse:

¢y (1000) = 0 (1000) = 8, — (0 + Bo) = 45° — (369" +79°) = — 394°
o hien:

oy (1000) = (1000 = 8, —(B'y + 6} = 45° —(0° + 797y = — 34°
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Si tenemos en cuenta que el argumento de una admitancia de excitacidn puede
T T '
variar entre + 5‘ y — -i-,'resmlta clato que el valor adecuade, desde i punto de

vista circuiial es el segundo, Comparando las Figs. 11.34.c) y 11.34.d), se ve que
en ambos casos 85 se ha computado con un criterio de continuidad del
argumento al variar «, lo que equivale a mantenerse sobre Ja misma hoja de la
superficie de Riemann.

Finalmente, para o = = de zcuerdo ala Fig. 11.34.¢) resulta para el médule:
Y{wj=Hfj=4 EL =0
* {BLIC]

En efecto, como existen dos polos y un cero, existe vn cero simple implicito en
el infinito.

Parz la fase puede escrbirse:

Py (o) =0fo0)=10, — (8 + O)=90° — (450° + 90°) = — 450°
o bien:

Py (o) = 0f) =04 — (0% + 80/ =90° — (90° + 90°) =~ 90
0 también:

Pyfee)=0(o)=8, — (0" + 0} =90° (- 270° + 90%) = 270°
donde las diferencias entre los tres argumentos son miltiplos enteros de 360°,,

Bl analisis cualitative de] circuito de la Fig. 11.34.a) muestra que paraw — 0
X =0, cortocircuitando a Ry, mientras que X; — o« de modo que la

. . . . s .
admitancia es inductiva pura y por lo tanto @Y(W) = — . Es interesante

destacar que si no existen polos o ceros sobre el eje 7 w, el arpumento de H {7 w)
no puede presentar discontinuidades. En consecueticia, una vez elegido el vaior
adecuado del argumento para un cierto valor de frecuencia, basta con efectuar el
cOmputo de los dngulos para ios restantes valores de s, de modo que no aparezcan
discontinuidades en la curva del argumento de & (f «). Esto es lo que resulta
adoptando €' en las Figs. 11.34.c, d y e. '



Andlisis de funciones mediante polos y ceros . 133

11.8 Influencia de la ubicacion de los palos v los ceros sobre
Ins curvas de respuesia de frecuencia de amplitud ¥ fase

En lo que sigue se analizard la forma en que afecta a las cupvas de respuesta de
amplitud vy fase, Ia proximidad de los polos y los ceros, en un entorno de su Zona
de influencia

11.8.1) Cero sobre el gje feor La Fig. 11.35 muestra una configuracion de
polos v ceros que inlcuye un cerosobre el eje f w. Fn la Fig. 11.35.2) se muestran
los fasores que intervienen para la determinacidn de las respuestas de frecuencia
de amplitud y fase para una pulsacion genérica w, < § mientras que la Fig.
11.35b) muestra los mismos fasores para w, > f. Si se toma un entomo
suficientemente pequerio de w alrededor de §, ¢l dnico fasor que experimenta
modificaciones importantes es el A, ya que los resiantes mantienen sus madulos y
argume ntos sin alteraciongs de consideracion. La Ec. 11.85 queda:

— | Producte de los modulos de los fasores desde

o) = 4 - | los restantes ceros al punto j w considerado [ (11.87
w) = .
° n mddulos de los fasores dirigidos desde )

i=1 los polos al punto j w considerado

} RO | B / ,._."
E (N 2z |I
5 iR o v &l
R - S8
- 2/ |
- B - )
RESTO DE LAY RESTO DE La™ |
CONFIGURACION Y, i CONFIGURACION Y g
' !

=3
poLOS ¥/
CERCS

Fig. 11.35 -

Por las razones precitadas, en un entorno alrededor de o = §, las variaciones
de H{w) son producidas por las modificaciones de | 4 [, €l que llega a anularse
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cuando w = f y crece ripidamente para valores menores o mayores de c, dando
lugar a Ia curva de la Fig. 11.36.a).

La Ec¢. (11.86) resulta:

Blew)=0,+ £ [ argumentos de los restantes fasores dirigidos -
1 de los ceros al puntoj w considerado

_ % argumentos fasores dirigidos desde cada ]
i= 1 polo al punto f e considerado f

(11.88)

donde las variaciones de £ (w/ dependen fundamentalmente de lus modificaciones
de ¢, . Este altimo dngulo vale -90° para todo w << By + 90° para todo
w > B

En consecuencia, la curva det argumento & (w)

presenta una discontinui-
dad de primer orden, con un salto de + 180° para w = B, como s¢ ve en la Fig.
11.36.6).

4 noun

G

Biftig} i b

LB 4180

SR Y

Fig. 11.36

11.8.2) Polo sobre ¢} efe j . La Fi. 44.37 muesun una configiracion du
polos y ceros que incluye un polo sebre el eje f w, para « == B, Razonando como
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ent el caso anterior ss encuentra que las variaciones de las mspuestas de amplitud y
fase estin gobemadas por &l fasor M. en efecto:

j médulos de los fasores ditigidos desde
' x = 1 cada cero al puntoJ w considerado
H{w = Aq (11.89)
— | producto de los modulos de los restantes fasores
dirigidos desde cada polo al puntof w considerado.

Hia
o
| =
|
it I
Sp i
_ _,JeN
A - jw | )
1
o I +
RESIO O
LA CGNFlGU/ & aan *ﬁ
o i (’;
R.QCICI/N--DE _610),5-—-—--- _,| \.‘)
POLOS Y i {
CERUS / | 80100
Bt} Pt Y
I
] -
w
X5
Fig. 11.37 Fig. 1138

Cuando w = §, | N | = 0y por lo tanto A {w) se hace infinitamente grande.
Para w > 6 w < §,|N | aumenta ripidamente, dando lugar a la curva de la Fig.
11.38.a).

En cuanto a la fase, resulta:

argumentos fasores dirigidos desde cada
1 cero al punto j w considerado

| M3

'erw:k

(11.90)

g+ sima argumentos fasores restantes dirigidos
desde cada Polo al punto w considerado
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. . T, _
Para w; < fesd = '-*g-ypara todo w; > Presultady = +-5-,demodo

que 8 fey) presenta un salto de — 180° debido al signo menor que afecta a 8,

11.8.3) Cero préximo al eje j «w con compouente real negativa: La Fig, 11.39
muestra una configuracion de polos ¥ cercs que incluye un cero con parte real
negativa, proximo al gje / w.

L& CanFIgA.
RACION * DE
PGLOS T

Fig. 11.39

Comparando con la Fig. 11.35, se observa que existe una gran sinilitud. En
efecto, las variaciones del modulo v la fase de 7 (f w/ dependen fundamental-
mente del fasor A, siendo vilidas las expresiones 11.87y 11.88. Como el médulo
de A se hace minimo para w = 8, pero no llega a nularse, la curva de Hfw)
presenta un minimo, como se puede ver en la Fig. 11.40.2). En cuanto a Ja fase,
sufte una variacion muy rdpida en las proximidades de w = §, pero sin Hegar «
presentéir una discontinudiad, como muestra la Fig. 11.40.b). Coanto mis
préximo a j w se encuentra el cero, mas abruptas son las variaciones de las curvas,

H{w) ) .®

&1 : o
{ b
Ny

| L8 —++ 1807

]

Fig. 11.40
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b o)
I A=+ HBOR
ot CAECIEMTE |
S |
| ~ Fig. 1141
e )

En efecto la Fig. 11.41 rnuestira el efecto de o sobre 0 {w/). En el limite,
cuando el cero queda sobre el eje 7o, las curvas presentan las discontinuida-
des de la Fig. 11.36. El computo de 640} v 0,4 (oo} puede hacerse de dis-
tinta forma, como se ve en la Fig. 11.42, resultando:

Agm :-OI(WJHQIXO’EOA f‘”}"fh (0; = 90° — (_900) = 18¢°

o

obien AB, =0(=) =0 (0)= 8", (o) — 8'4(0) =450° — 270" = 180

Es importante mantenerse sobre la misma hoja de la superficie de Riemann
para los dos valores, de modo que la curva no presente discontinuidades, pues no
tiene polos ni ceros sobre el eje / w pama w = f.

pw W —rm e
. B
satoparee
. [ &y fead = 90"
N U
i & — 1{5
N .
| 8y (01250 ! Oalml 4500
: |
1 I
. |
' !
! f
' T
weo ) -
[} [ -l 5
/,D s
L O,

Fig. 1142

11.%8.4) Polo préximo al eje jw con componente real negativa: Un ang-
lisis simifar al efectuade para los casos anteriores, muestra que para una con-
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figuracién como la de la Fig. 11.43, se obtienen respuestss de amplitud y
fase en un entomo de @ = @, como las rostradas en fa [Fig. 11.44. :

H @

et
- g

RS E—
€

RESTD DE LA i gt [, P

ﬂ__mcvo_usleuﬁnv; 0..‘1 I ) T
OF POLAS T
L. .
|’5_ ]
Fig. 11.43 Fig. 1144

11.9 Configuraciones particulares de polos y ceros y
respuestas de frecuenciz  asociadas

En el apartado anterior se vio que la presencia de polos y ceros proximos
al eje fw producen variaciones bruscas de lus mspuestus de amplitud y fase.
Si por el contrario, se tienen pelos y ceros con componentes reales mayores
que jas fmaginarias, [as curvas presentan variacioncs mis suaves. Ademds fos
polos producen elevaciones de la curva de respuesta de amplitud y descensos
de la de fase, mientras que los ceros producen un efecto contrario. la ana-
logia de la membrana elastica, que se introducird en lo que sigue, ayuda a
imaginar el tipe de respuesta que coresponde a cada configuracion, Con estos
métodos y elementos de analisis, se estudiardn las respuestas de algunos cir-
cuitos v configuraciones tipicas de polos v ceros.

11.9.1) Analogia de la membrana elistica: Siendo $= o+ jw una varia.
ble compleja, para representar ff{5) se necesitan tres ejes, resultando una
superficie en el espacio tridimensional. Si se toma la configuracion de polos.y
ceros de la Fig. 11.45, la representacion de A (s) resulta una superficie como
la mostrada parcialmente en la Fig 11.46. Para s = 0, A (s/ tiene un cero y
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por lo tanto se anula. Para s=— a+ j3, H{s) tiene un polo y en conse-
cuencia su ordenada se hace infinitamente grande. La superficie ha sido repre-
sentada para vaiores de o compiendides entre g4 ¥ —~0, yjw > 0. La Fig.
11.46 muestra también que la interseccidn de la superficie de H(s) con el
planc ¢ = 0y = cte determina una linea H fo, + j w).

b iw
|x\- i|'~‘
{
|
!
ﬁai ;
|
|
X ol
Fig. 11 45

La Fig. 11.47 muestra la misma superficie de la Fig. 11.46, pero poniendo
en evidencia fa interseccion de A /s con el plano o = 0, cuyas ordenadas,
medidas verticalmente desde el eje jo, corresponden a la respuesta de fre-
cuenciz de amplitud, como se la representa en la Fig. 11.48 en el plano
g = 0

La descripcidn efectuada supiere la utilizacién del siguiente modelo analé-
gico, de caricter cualitativo, para imaginar la influencia de Ios polos y los
ceros sobre la respuesta de frecuencia.

Se dispone una membrana eldstica estirada sobre la superficie de un table-
ro de dibujo, manteniéndola tensada desde sus bordes. Luego s¢ marcan sobre
la membrana los ejes @ y fw con el origen en el centro de la misma. Se
trazan lineas paralelas al eje fw, marcindose. los polos y los ceros. Donde
hay un cero, se fija la membrana 2 la mesa con una chinche. Donde hay un
polo se levanta la membrana con uwna varilla fina. El resuliado serd {2 obten-
cibn de una superficie de forma aprosimada a la de H{s). la forma de la
linea correspondiente al eje jeo, referida 2l plano del tablero, nos dard, en
“forma cualitativa, el aspecto de la respuesta de frecuencia de amplitud.
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LINEAS DE NIVEL

LINEAS DE Tacte

¥ W (G0 + )

INTERSECCION DE
His) CON EL PLANO
TsTacxcte

Fig. 11.46

T
BLAND ji=0

LINEAS DE MivEL

LINEAS DE 0 - ¢1e

“~JMTEASECCION DE H (s}
CoN EL PLANQ T =0

P
T PLAND GG

Fig. 11.47

PLAND jwr:0
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Fig. 1148

11.9.2) Cero en el origen: El diagram: de los polos y ceros estd repre-
sentado en ia Fig. 11.49.a), pudiendo corresponder, por ejemplo a la impe-
danciz de excitacion de un inductor Zfs)= sl

Para w = 0, resul_tg H{p} = 0 pues existe un cerc en el origen. Para
todo valor de w >0, | A | crece linealmente y con el lo hace H fw/ = Adg | 4 |,
dando lupgar a la curva de la Fig. 11.49.b).

ki
En cuanto al argumento, ea la Fig. 11.49.a) se ve que val_e-l———-z— para

todo w > O, dando lugar a la respuesta de la Fig. 11.4%.¢).

w
i)
+ M2
«,
Fig. 11.49 o)

11.9.3) Polo en e} origen: Estz configuracién puede corresponder, por

. 1 :
ejemplo, a la impedancia de un capacitor Z{s) = — y se la muestra “¢n Ja
Fig. 11.50.3). Puesto que: s ¢
1

Hiw) = Ay —=
feo] ° a4
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o {2
jm
E1
By ' @
\ o
hind .
e} - L my
~Tir? .
Fig. 11.50 )

Al crecer w y por lo tanto | 4| lineaimente, H {w/ decrece hiperbdlica-
mente, segin se ve en la Fig. 11.50.b), donde el polo en el origen hace que

la respuesta sea infinita para w = 0. En cuanto a la fase, resulta:
w

8w = 0—104 ='~—2—-= cte

como muestra la Fig. 11.50.¢)."
11.9.4) No existen polos ni ceros: Esta trasferencia corresponde a un cir

cujto resistivo puro, siendo:

Hi{w) = Ay = cte
8fw) =0—-0=0
Segun se ve en la Fig. 11.5]
D
L \P
Hta
— > W
amf . @
Bl =D
w

Fig. 11,51
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11.9.5) Polo real megativo:, Esta configuracién puede corresponder al cir-
cuito de la Fig. 11.528), para el cual la trasmitancia de tensiones vale:
1 R

L

En o Fig. 11.52.b) se aprecia Iz configuracién y eb fasor A cotrespon-
diente a una pulsacion w genérica. Como |4 | toma su minimo valor para
= { y crece mondionamente con &3 mesulia guel

1
=-A p——
Hiw) ° 17

Ao

parte del valor - tiénde a cero al aumentar w, como muestra la Fig.

min
11.52.¢). -
Fn cuanto a la fase, 84 aumenta de O a w;;cuanclo' w lo hace de cero a

A

infinito hasta que:
Brw) = 0—8,

resulta ¢l grifico de la Fig, 11.52.d). Notese que esta configuracion corres-
ponde a un filtro pasabajos.

e ST ——— R 1152
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11.9.6) Cero en el origen v polo real negativo: Este caso s desarrolld en
el ejemplo 1 del pardgrafo 11.7 y se¢ muestra en las Figs. 11.32 y 11.33,
Corresponde a un filtro pasaaltos.

11.0.7) (ero en el origen y par de polos complejos conjugpdoes: Esta con-
figuracion puede comresponder, por ejemplo a la trasmitancia de tensiones del
circuito de la Fig. 11.53.a). En efecto:

R 32 1
donde si {~2—L] < EE‘ en el denominador aparecen dos polos complejos

conjugados, resultando la configuracion de la Fig. 11.53.b).

0 ol

st
2t ——— —

i w
Il .
T2 e e e

Fig. 11.53

Hfw/) se anula para «w =0 pues existe un cero en el origen y pam
w-> o pues hay un cera implicito en el infimito (existen éos polos y un
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cero). Ademas presenta un rudximo parz w = § pues existe un polo proximo
al eje jw. La curva de H(w/ se muestra en la Fig. 11.53.¢) y corresponde a
un filtro pasabanda como el estudiado al introducir la anzlogia de Ja mermbra-
na eldstica en las Figs, 11.45 a 11.48 inclusive.

En cuanto a s respuesta de fase, para w = Q es:

0f0)= 8, (04 +8)=90" —f—p t )= 90°

Y pata w -» w1
0(w) = 8= (64 +85) = 90° —~ (90 + 90) =—0°
Para w =~ §,8 {w/ se anula dando fugar a la curva de la Fig. 11,53.4).

11.9.8) Par de polos complejos conjugados: Esta configuracion, mostrada
en la Fig. 11.54.b), puede corresponder por ejemplo, a la trasmitancia de ten-
siones del circuito de 1a Fig, 11.54.a). En efecto:

1
His) = Ay fy) = —— 1 1
¥ = vlf:"'"‘f‘—"‘-“"___'-—""—..__——-'-""
e Lrc a2, R
- R+SL+§C s+ 2 s+ ic
K 2< : da ] lej jugad
ue para | — ~——- da dos polos complejos conjugados.
que p (EL) L C r pi€y jug
Para w = 0, la curva de A (w/ parte del valor de:
1 i Ao

0/ ° |4 | B ° \/32 + g2 \/a'z + 32 ot + B'l

Para w préximo a 8 pasa por un miximo debido al polo proximo al eje
jw. Finalmente, para w— = la curva tiende a cero pues existe un cero im-
plicito de 2do. orden en el punto impropio. La Fig. 11.54.c) muestra la foi-
-ma de & few). La fase vale, para w =10,

(o) =— 4+ 8g)=—(=¢ te¢/=10

Para w = oo e

2 2
En la Fig. 11.54.d} se muestra la curva de & {w).

n Fid
9 (w}:— I(9_4 +198):—'(‘—“+ -‘):—- m
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e )
amwt i
; @
|
|
I
b S Fig 1154

o

11.9.9) Pares de polos complejosconjugados y ceros imaginarios conju-
gados: Esta configuracién, mostrada en ia Fig. 11.55.b), puede corresponder,
por ejemplo a la trasmitancia de tensiones del circuito de la Fig. 11.35.a) ya

que:
sL+——

]
sC i
His)= A,(s)= - = —% .
. RN KoL
RTSL'FSC £+ IR C
(R | x |
con: | - < -
2L LC

Ia curva de Afw/ es mostrada en la Fig. 11.55.¢). Presenta un cero para
w = Bz y un maximo en las proximidades de o = By

Para w >, H foe) ~+ Ay =1 pues no existen poles .ni ceros implicitos.

La curva d= § (w), presenta una discontinuidad de primer orden para
w = Pz debido al cero sobre el eje fw y una variacién continua répida para
w maximo & §,, debida al polo préximo al eje jw. Para w > = es:

8fo)= (64 T 8p)— (8 + 8y)= 90+ 90—(90+ 90} = O
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y para w = 0

8fp) = (—90+90) —~ {(—p+y = 0

La curva ¢s la mostrada en I Fig 11.55.4).
©

elant - |

11.9.10) Cero en el origen y par de polos reales negativos: En la Fig. .
1£.56.b) se muestra la configuracion de polos y ceros que puede corresponder
a upr amplificador con acoplamiento R -C o al circuite de la Fig. 11.56.a).:
En efecto, la trasmitancia de tensiones de este es:

Wy £y () 1
H(S}ZAV{S)= = = = 0
. Ve(s} Jem Zyfsht Zg(s) L+ Zy(s) ¥q(s)
- - i
~Hfs) = i i -
R - L [ R S
[ bsG [R 2)
1 8
_R C‘; 2z 1 . 1 . 1 _;_.,_._.__._.,._1__...,._“_..
s F(Rlc'l‘fm:;*‘felcz ST RO R G
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que p-ara—L (-——l-— + —-I—~ + : ) > ‘--—1—— tiene dos polos
4ARICG R G RG RiGR G

reales negativos,

© Pars w = 0 es H{0) = 0 pues hay un cero en el origen. Para w - o es

H (=} = 0 pues hay wn ¢ero implicito de primer orden en el punto im-

propio. La respuesta es una combinacién de las mostradas en las Figs.

11.33.b} ¥ 11.52.¢) v estd representada en la Fig. 11.56.c).

ia fase es, para w = O

010} =04 — {65+ 8c) = 90° —(0+ 0} = 9O°

¥ para w> =
B fo0) = 04 — (85 + ) = 90° —(90° + 90°) = — 90°
| Para algunos valores intermedios de w cs:
(B F D¢} = 4

ia curva de @ {w/ es lu representada en fa Fig. 11.56.d). Es una combi-
nacién de las correspondientes a las Figs. 11.33.¢) y 11.52.d),

aiu
+Tr2 7

o @

w

Mg —-——

Fig 11.56
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11.9.11) Funciones de amplitud constante: Son fas funciones en las cua-
les fos ceros son la imagen especular de los polos, respecto del eje f o, como
la configuracién mostrada en la Fig. 11.57.a). Estas configuraciones deben
corresponder a funcions de trasferencia para que sus ceros puedan estar en el
semiplano derecho. Los potos estardn en el semiplano izquierdo si el circuito
es pasivo. En la figura precitada puede verse que los fasores dirigidos desde
los ceros al punto fw considerado, tienen mddulos gue se corresponden con
los de los fasores dirigidos desde los polos al punto fw considerado. En con-
secuencia, la aplicacidn de 1a Ec. {11.83) dard el valor:

Hfwj = 4,

para todo w como se muestra en ta Fig. 11.57.b. De ahi su denominacion de
funcion de amplitud constante ¢ pasatodo. Cabe destacar que la respuesta de
fase presenta variaciones importantes a pesar de ser constanie {a de amplitud.
Esta propiedad permite usar configuraciones de amplitud constante para efec
tuar correcciones de fase, sin alterar la respuesta de amplitud.

H (tah)

Fig. 1157

11.9.12} Funciones de fase minima: Sepin se ha visto, las funciones de
trasferencia pueden 0 no temer ceros en el semiplano derecho. Si se observan
las configuraciones de la Fig. 11.58, se aprecia que para un cierto valor de
o, las sespuestas de ambas son iguales, ya que:

5

o= 14

|

|

E-l
It

Y
Il
al
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Sin embargo, no ocurre los mismo con las respuestas de fase. Asi pues,
una respuesta de armplitud, puede tener- vaiias respuestas de fase asociadas. Se
denomina funcién de fase minima a la que tiene todos los ceros en el semi-
plano izquierdo o sobre el eje je, como la configuracién de fa Fig 11.58.a.
Las funciones que poseen por lo menos un cerc en el semiplano derecho,
como 1a de ia Fig. 11.58.b, se denominan de fase no-minima.

I
Fig. 11.58
fw ‘iw Xiw
X X
s] X ] & o
e ~ %16 ¢/ O <
: v
6] X ; w] ,‘,vm o
s POLOS T
¥ Q . '\D _ : CERDS gm. ¥ "D
: : CELABOS :
Fig. 11.59

Las funciones de fase minima son muy importantes, pues en ellas existe
una relacion univoca entre las respuestas de amplitud y de fase, permitiendo
la determinacidn de la segunda cuando se conoce la primera. Las funciones
de fase no-minima pueden ser consideradas como el productc de una funcidn
de Tase minima y una pasatodo. de amplitud unitaria, Esto se mwuestra en la
Fig. 11.5% y aclara 13 posibilidad de efectuar correcciones de fase sin modifi-
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car la respuesta de amplitud, empleando funciones pasatodo. En las Figs,
11.60 v 11.61 se muestra upa funcidn de fase minima y una de fase no-mi-
mma y sus respuestas de frecuencia, suponiendo que los dngulos de los
fasores se miden de modo que € {w/ resulte una funcién irmpar. Es intere-
sante destacar que la configuracion de polos y ceros comrespondiente a la fun-
cion de fase no-minima tiene una fase algebraicamente menor que fa de fase
minima. la inconsistencia de la denominacidn se debe a que fue introducida
por Bode para una funcién de ftrasferencia definida inversamente @ ic que se
acostumbra actualmente. Esto es:

V, (s
His] = e(s) ]“N {BODE)

Vs (8)
en fugar de:
Vyfs)
His) =-— (ACTUAL)
Vefs) | cin
$iw L jw
X X
o o
(=) 2 ) -
o] Q
X X
#iw) b MW}
O )
@ )
B(w) o
a
® -
- 3609

Fig. 11.60 Fig. 1161
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Sin embargo, esto ne tiene importancia algpuna, pues lo fundamental no
reside en que la fase sea v no minima, sino ea la posibilidad de determinar
la respuesta de fase en funcién de la amplitud, en forma univoca, para las
funciones sin ceros en el semiplano derecho.

Si la funcion de trasferencia es de fase minima, el midduio de la variacion
total del arpumento, cuando w varia de cero a infinito, resulta menor que
para la furnicién de fase no-minima correspondiente.

11.9.13) Aproximaciones de Butterworth y Chebychef a la respuesta del
filtro ideal; La Fig. $1.62 muestra la respuesta de amplitud normalizada de
un filiro pasabajos ideal. En ella existe una banda pasante comprendida entse
w = 0 y ia pulsacién de corte superior w,. Dentro de la banda pasante, las
sefiales de todas las frecuencias sufren la misma atenuacién. Fuera de ella, las
sefiales son suprimidas, impidiendo su paso.

Los filtros reales, tienen diferentes formas de respuesta de amplitud, segin
el criterio de aproximacion a la curva ideal seguido. Dos criterios muy difun-
didos son:

a) De maxima planicidad en la banda pasanie, o de Butterworth.

b) De igual ondulacion en ia banda pasante, o de Chebychef (Tcheby- -
¢heff).

1a aproximacion de Butterworth surge de la expresion:

Ag

- (11.91)
ET

Wi

Hiw) =

donde Ay es un factor de escala, «w es la pulsacién considerada, w, la pul-
saciom de corte superior ¥ 7 un nimero entero, Cuanto mds elevada es el
valor de » mejor resulta la aproximacion,

En la Ec. (11.91), para w = w, es, independientemente del valor de n:

A o
H{w) = —~—— = 0,707 A, (11.92)

En la Fig. 11.63 se muestra la forma de la respuesta de amplitud para la
aproximacién de méxima planicidad.

Puede demostrarse que la configuracion de poles y ceros de H (s) no inclu-
ye cerot y tiene todos sus polos dispuestos en el semiplano izquierdo, equi-



Andlisis de funciones medianie polos y ceros 153

espaciados sobre una circunferencia de radio unitario, como se muestra en la
Fig. 11.65.a, para n = 4.

La aproximacion de Chebychef, se obtiene a partir de Ia expresion:

donde:

Hfwl =

Ap es una constante de escala.

Ay
\/1 + & Cy (“"—i)
W

(11.93)

€ es un factor que define la amplitud pico a pico de la ondulacion dentro

de la band_a pasante.

Cy (f—) es el polinomio de Chebychef de orden n, donde n es un nlimero
¢

entern. Cuanto mayor es el valor de # mejor es la aproximacion.

En 1z Fig. 11.64 se muostra la respuesta de amplitnd de dna aproximacion

de Chebychef.

H W) i
T ho Ao kg
| [ttty — | g S ——
: N ke et \_,ﬂ
- n= 4
: 0,707 b — o e o N Vg 'll\\j
' N’ N
| PN [N
R A i ‘-.:'xb
S A
e i e = ek | n=% ~
1 o 1 w ; P
‘Bnnon el Pr:gso" we o - u
Fig. 11.63 Fig. 11,64
Fig. 11.62
(45
jiw JNE
gl /)( M
* a / PN
7 : ; .
E . 4‘%. .l,f B , \
¥ apmt T X y
¥ . S ! 1 .
e Ty LI ; ]
E e S - “ogE] Tose
: S ! |
X7 4s iy |8 /P( ) ;
. w \ ,/
n=dq \X N __,..}f/ x\ :"
Y Fig. 11.65 ~7
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Nétese que el niimero de puntos exiremales de la ondulacitn es igual a n.
H(s) de Chebychef no tiene ceros y sus polos se encuentran en el semiplano
izquierdo, sobre una e]jpsé cuyos focos estdn en +j, como se ve en la Fig.
11.63.b, para h = 4.

11.10 Grificos logaritmicos asintStices de Bode

11.10.1) Planteo General: Este método se busa en que el legaritmo na-
tural de una variable compleja A {fw/ =4 e /R separa el médulo del argu-
mento y conduce a grificos loparitmicos en os que las componentes debidas
a los polos y Jos ceros se sumarn, en lugar de multiplicarse. En efecto:

mAfjw) = IndAfw)+i8g fw) (1£,94)

donde In A{w} = Ajw)|y es el méduio de la transmitancia expresada en
nepers v Oy fw/ es el argumento expresado en radianes. El neper no resulta
practico como unidad, razdn por la cual se emplea en su Jugar el decibel, que
se define en base al lagacitmo decimal, como:
Afwllgg = 20loeA({w)=20logelnAfw/ =868 InAdfw =
=868 Afw/lx (11.95)

Andlogamente, suele expresarse el argumento en grados. Esto es

arado
Bfeof= 57,3 _ 6p () radianes (i1,96)
HeS
En los graficos de Bode se representan:
Ayfwllas = i oz wl - ' {11.97)
y 8w =r(lgw . . (11.98)

introduciendo algunas aproximaciones para-simplificar la construccion..
Considérese una funcién trasferencia:

(s —Zy) {5 — 23} f5s-Lx). - s Zn)
Hisj= A 11,99
’ (s—pi)fs-pa---fs-pi} - {5-pn) ( )
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que para régimen sencidal permanente se convierte en:

(jow - 21/ (I'w¥Zz)----(fwhzx)'---ffw—zm)
Hijw)=4d, =
ffw-p) fw—py) Fo—p }--ffor—py ]
(11.100)

Los factores del tipo (jw — Zg} y i @ ~ p;J que intervienen en el nume-
rador y el dencminador de Ta Ec. (11.100), pueden tomar alguna de las for-
tnas sipuientes:

—Polo o cero real negative simple:
’ Fy fjw) = fjw + af =0-'(1 'F/'i;“) (11.101)
—Polo o cero real negativo de orden #:
. Cwly
Fpffw v ot = o Y1 +] -4 : {11.102)

.

—Par de polos complejos coﬁjugados con componente real negativa;
Ky (i) = jeo + fo-jBi[Jw + et JY} == wf vilaw (el + )

Liamando 2 o® + f* = ws? v definiensdn la constante de amortigua-

: . . &
miento relativa comuo en el Cap. 5, v = s resulti:
[H]
{’\ 2 P
f“j (jw}:- LO:" : ;:7(‘}00\) . w“z NI ll.__( J—)i 127 _:f:l.l

= Par de potos imaginanos conjugados:
es um caso particular del antedor, para ¥ = 0

Falico) = (jw + 6] (jo 16} = wo? [1 - (‘i)z ]

W

Considérese ahora un caso de ta Ec. (11.100) que incluys todos los tipos
de factores posibles, dejando los polos mldgnmnos conjugados como un caso
particulur de los complejos conjugados:

(oo + ) fjeo + %)™ {jea + (g — i3] [eo + (@ + jBa]]
(i ¥ @) (oot asf (e * (e — B [+ g + )]
11.104)

Hijwl= 4,
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la Ec. (11.104) puede escribirse de acuerdo a las Ecs. (11. 101) a (11 103)

inclusive: )
g W R < e ¥
- — ==y +
. Aﬂﬁ'l aim wg:“ (l-ijal)(llhlaz) I A(wo;;)
Hijw) = n 2 w win w \?
Oy Oy Woe 1 +}_ l_l._]‘ _ [] e | —— +
g s Wos
. W
]2, wos ]_
. W
Frlvyve 7 l
Wy g ) {11105}

Resultando una nueva constante de escala K modificada por cada uno de
los polos ¥ ceros. de.distinta manera, segin las caracteristicas de estos. En
efecto:

N m 2
" L G777 Wos
K=Ap ——eg
Xy Gg (g

{11.106)

De acuerdo a la Ec. (11.95) y teniendo en cuenta las Ecs. (11.105) y
(11,106}, 1a respuesta de amplitud, expresada en decibeles es:

H{w}l .—.2010g|!\’|+ 2()1(;gl1 +f EI F 20 m ,!ogl] + j-—t-“i|.1.
dB @) &2
w Y2 R W g
+ 200z |1 — ™2 —-—--l- I[ F *--’-— 11.107
ogl (woa) P, PO 20 log J o, ( )

- 2onzog|1+1‘f|—20fog|1—(_§)’ Fi2 _w_|
LR 06

Was

donde puede verse que los factores debidos s los polos sdlo difieren de los
correspondientes a los ceros del mismo tipo, en que estin multiplicados por
{ -1}

La respuesta de fase resulta:

Or {w) = bk +Arg(i+f3)+m Arg(1+i£)+'
a, J. . @, .
L 2 R [N . . ) .W)
+ 1—F— o W1 (7% )= 11,
Arg[ _(wna) e wo;] Arg ( p (11.108)

- Lie) fw N, w
nArg(l }as) Arg[l (moé) +72% wm,]

donde g = 0 & K es positiva v % = 7 5i K es negativa.
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También en este caso resulta que los argumentos de los factores corres
pondientes a los polos son iguales y de signo opuesto que los de los ceros de
igual tipo. Si se quieren expresar los dngulos en grados, basta recordar la Ee.
{11.96).

Como todos los términos quedan muliiplicados pur el factor de conversion,
resulia indistinto expresar en la Eo. (11.108) todos los dngulos en grados ©
en radianes.

Para encontrar la forma de construir los grificos de Bode, bastard con
analizar por separade la influencia de cada uno de los términos de las Ees.
(13107} ¥ {11.108) ¥ luego sumar los resultados para cada grifico. El and-
lisis serd hecho en cada caso primero para el méduio y luegoe para el argu-
mento.

11.10.2) Término constante: E! primer término de la Ee. (11.107) es, de
acnerdo 4 la Be. (11106}

Q 113 ) B
2ezog|K§ = 2 og | Ag ~——r—g {(11.109}

La Ec. (11.109) muestra que el 1érmino constante es la expresién en deci-
‘beles del factor de escala A, multiplicudo por las constantes de awenuacidén
de todos los ceros reales negativos elevados al orden de los mismos y los
cuadrados de las pulsaciones naturales correspondientes en 1os ceros complejos
conjugados, estando dividido por los mismos factores, debidos a los polos. Si se
desarrolla, 1a Ec. (11.109) queda:

L‘Dio_g"K! 22020g|f10 | + 2010g|a1 | v 20m!r_rg|az| k
(11.110)
+4029g|w03Iu‘ZOiogIa,;t*—ZlOn e’ug{aslmélofoglwoﬁl

gque permite expresar lo anterior de otra forma, ya que las contribuciones de

los ceros son la adicion de:

20 m log|@ i para cetos reales negativos de orden m.

40 lor 1 we . para pares de ceros complejos conjugados.

En el caso de los polos, los términos son iguales pero de signu opuesto. '
En cuanto a 8, como ya se dijo, serd igual a 0 o 180°, segin que su
valor sea positivo o negativy, respectlvarnente



158 : Andlisis de Modelos Circuitales

En la Fig. 11.66 se representan grificamente las compbncn-_teé de las rES
puestas de amplitud y fase debidas a este término. :

(= @
K]laB= 20 1ag IKI - giun

B0 -180° (KO}

— —— p—

log () Ll =0 (K>0)
| mo 2 log

11.10.3) Cero real negativo simple: Para hallar la componente de la res-
puesta de amplitud debida a un cero real negative simple, hay que considerar
el segundo facior de la Ee {11.107). :

LW ; f )} 2
o f e | e TR Wl —
1 v/ all 20008 1 (a )
2
=10 fugi i --ri‘ﬁ-} )

Se suele utilizar una aproximacion asintética para dibujar la curva. Ella
surge de analizar Ja Ec. (11,111} para w tendiendo a cero e infinito.

£y fw) ]a‘ u =20 for

(111D

2
Parza o> 0 as | >{;{) , fesultindo en fa Ec.{11.111)
; .
Fifwllgg = 10zl =0 L (11.112)
w0 :

1

Para co—+ g5 | <€ {;ﬁ )2, por lo que la Ee. (1].11'1)- QUeda:

] w
F f’w}lds =10 log (a)l =201loz g— =—20lza, +20bgw
. a2 . L | i (11.113}
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La Ec. {11.113) corresponde a una recta del tipo ¥y = ¥, + M x, donde:

y=Fy(wllig

¥o =— Wl o,
M= 20

x= log w

La pendiente de la asintdtica dada por la Ec. (11.113} es:

_dF {w)]lgs [
dlogw T digw

20 log f] = 20 (11.114)
1

La Beo (11.114) dice que a un. incremento unitario A log w le corresponde
un aumento de 20°d B. Como:

. o
Alogw=Logw; ~kgw, =g SLA
. wl .

(S )] ' .
equivale a una’ relacion —- = 10, llamada década, resuita que la pendiente
puede expresarse: w;

dB
M=20 —
década
iy et -
También suele usarse una relacion — = 2, lamads octava, para la cual

es: !

Wz
Alogew= oz = Joz 2=0,3

Wy

Tratindose de una recta, pam un incremento- A Jog w = {,3, en lugar de
.1 resultard:

AF, (w)] = A (w)] - .03=204d8 03=6dB
Alog w2 =0,3 Alog w=1 o
Luego, la pendiente de ia asintota resulta:
dB a8
M= 120 =& _ - (11.11%)

década octava
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En la Fig. 11.67 se gpresenta la curva y sus asintotas. -

Correcclibn a - Correcclon a su-
PF}!M]]:IBQD.IogIMj%%I w {mar 815 aproxi- § mar a la sproxi-
e P yum——, —— tmatibn ssintoti- | mackan  asintoti-
AR . 4B i ca pars pasdr a | €8 para pesar B
[—{ ]} B0 e 9 "'"J.‘r _! “e la t!aurva ?‘eal de | la curva real en
0 j L I ampiitud en dB. | grados.
1 CURVA REAL[ ] ’.!F“ko‘u«adat
TP N - — N Q. | |+
L*TT ]L FT Yoal + o004 + 5.7
of—f- A 1. I APROXIMAGI DN
: L ASINTOTICA 0.5 + 1 - 49
. {-0D44R . LdB s H
RIERIERYE, < vl N 1 ¥ 3 )
w“OH‘*i wé:oq rtliog) g W i + 1 + 49
0 + 004 — 57
Fig. 11.67
. . . 2
La interseccion de las asintotas se produce pare 20 log — = 0, resul-
tando: x; .
we = o (11.116)

que se denomina entonces pulsacién de quebradura o ruptura.
El méximo apartamiento cntre la curva real y la aproximacién asintGtica se-
preduce pera w, = a;, resuliando, de acuerdo a la Ec. (11.111).

' ay \2
£y (we)dB = 101log ,1 £ (J—) ]-= 100032 = 3dB
. &,
Nogmalmente las asintotas para w igual a cero e infinito y el punto de ha

curva corrrespondiente a la pulsacién de quebradura w, = @, bastan para .
trazar la curva real con suficiente aproximacion. En caso contrario, se pueden

corregir los errores para otros puntos. Por ejemplo, para aﬁ = 0,5, ¢l esror
es: L
LV -2 ’ 4 .
e=10lg {1+ | — —0=100og | 1+ (0,5 }=099d8=1dB
&y . : L.

w
Andlogamente para — =

2, el error resulta;
oy .
= Jog [i + (

WY, w
—-—) ]—20!03(-—)=1010g[1+22]—
[+ 5] [L8} .

—~20Mg2 =099 dB = | dB
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del mismo modo se obtienen los errores para*ij— =01y f— = 10 que Te-
. 1 1 .
sultan de 0,04 J B,

En la Fig. 11.67 se indican los errores y la curva real de la respuesta de
amplitud,

Para’ completar el andlisis de este término, se estudiard la respuesta de fase
dada por el 2° factor de la Ec. (11.108). Esto es:

LW w
[ (w}=Arg(]~r;*—)=arcrg— {11.117}
oy & -

Ya aproximacion asintética es:
Para w— 0 es Uy(oj=arcte0=10
Para w -+ es U fw)=arctg = = + 90°
Para @ = @ es Oyfx)=arciz 1 ~——‘:f-

lLa Fig. 11.68 muestra la curva de fase y su aproximacién asintotica, coms-
pletada en la parte central con una recta.

Asimismo se indican las correcciones para ,31 =0,1;05:2y 10.
1

\9((!]} ﬂtg]li-l !
“l T
. - |}, I V. ]4
20~ - p 1
N Tl
" !
Ao} .. -5 q_]_ : - | |
A L APROKIMAGION |
s 0* T ASINTOTICA:
B Ny - | . . i I.f.
o* | | [
10w log W
Fig. 11.68

11.10.4)} Polo real negaiivo simple: El factor a considerar es el 5° de la .

Ec. (11.107):
.G ) w Y1
- e = — - = .
| }% | IOfog[l (oqj ] (11.118}

Fy ff.u)] =—20log
dB
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Comparando la e, (11, 118) con la Ec. (11. 111), 8 e que sélo chﬂeren

en el signo,
En consecuencia, fa frecuencia angular de quebraduras serd, en este caso:

L3p = g

y las asintotas serdn el eje horizontal ¥ una recta de pendiente negativa.
dB dB

décadas octava

que corta ¢l eje horzonta) parz w, = wy.
En la Fig. 11.69 s muestran k cumva vy la aproximacion asintdtica. And-
logamente, el argumento dado por el 5° término de la Ec. (11.108) es:

o) w
94(w}=-Arg(1+j-~ =-grety —
431 oy

que resulta de igual valor y signo opuesto al de fu Ec. (11.117). En conse-
cuencia, la respuesta de fase, serd la imapen especular respecto del eje hori-
zontal, de Iz representada en la Fig. 11.68, como se muestra en la Fig
11.70.

L}]
Fatwijusr2omg 14}

IR ¥'] W rot g WoR g log
g P B i
1 b H :
004?5 B
-1p) . | .Id:F.l _-_.i.'u
i cunvn REAL . APROXMATICN,
[ . INTOTICE
g _1 I { 04?6 |

6., (W)=~ Arg 1 :+}‘-a"-4|
W=Qlely e g Welloty log v

T
S LT
ame] ST curva 7T
RO — J. s +
_Bc.‘;.-ii.lu + -:_.-. Do ey oL L)
L F.H’“ir_. - J[—_L ,;; g Fig. 11.70
[0 I

epeb.
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11.10.5) Ceros y polos reales nepativos miiltipies: Para estudisr la res-
puesta de amplitud se deben analizar los términos 3° y 6° de la Ec.
{11.107). Eilos son: : : '

LW
Py

% (w}] =20 m log
dn 0y

= 10m zog[1 + (-5 )’ I (11.119)

oy

“4(m)]d8=-20nlogi1+;~—I"*lﬁn.fogili-( ]] (11.120)

La Ec. (11.119) es igual 2 la Ec. {11,111}, muoltiplicada por m, mientras
que la Ec. (11.120) es igual a # veces la Ec. (11.118). En consecuencia, las
respuestas de frecuencia de amplitud, serdn similares a ias representadas en las

dB
Figs. 11.67 y 11.69, pero con pendientes m 20 y 120 5/ res-
pectivamente.
Los errores también se incrementan en fas mismas proporciones, come se

muestra en las Figs. 11.71 y 11.72.

decada

fam]da= 20m lag

L]
.!+l'&"a‘

m30

" .
PEND!ENT]E = mzow m‘%?- .

m20r -

i Lo
GURVMREAL
'| H I
ol A o .F\P‘RMMAU‘ON
ulstees 14 ! ,!;—' nsmm‘nm
. \ maB. mdB ! .
+] - L
W=0lxy Weeely  welde, log W
Fig. 11.71
(R 5]
F4tw]}aan—2on|09]|u;5|
L wellsg  Gprelg =10 lag 4
o . . ——
i 3B
| I i N .
! [ ncB
-owab i l . { I<||- Th
[ I wnommcuoru
1 S B 'l. TASINTOTICA
-nE0 | PEN DIENTET i P
4B, . dBi
M= Fao_deoudu " wtovs
I LT I S T O R B VI

Fig. 11.72
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Los argumentos esfan dados por los términos 3° y 6° de la Ec. (11.108).
Son ellos: '

: w _ w
ﬁ;(w}zm.Arg(1+f—~—):mamrg— (11.121)
ey X2
W W '
B4 {w}:—-nArg(l -H—):—naretg"— (11.122)
(L5 Qg

Comparandeo la Ec, (11.121} con la Be. (11.117), resulta evidente que la
componente de la respuesta de fase debida a un cero real negativo de orden
m es igual a la de un cero real rtegdtwo simple, ron la misma pulsacidén w,
de ruptura, multiplicada pox m.

Andlogamente, lz componente de la respuesta de fase debida a un polo
real negative de orden n, se obtiene multiplicando por s la correspondiente a
un polo real negativo simple con la misma pulsacién de quebradura. Las cur-
vas se obtendrin multiplicando las ordenadas de las Figs. 11.68 y $1.70 por
m ¥y » respectivamente.

Si se trabajara con funciones de fase no minima, ei cerp podria estar a la
derecha del eje fw. En ese caso, el factor de la Ec. {11.102) se convierte en:

W .
ffos—a)™ = o™ (l*-i—a—)'" (11.123)

que conduce a la misma respuesta de amplitud que la Ec. (11.119):

W - Wy,
1~ :10m:og[1+ (w—] ]
44 . 44

En cuanto al argumento, resulta:

FYy r’w}] =20mlog
dR

¥
By =m Arz (1—-;’——} =m arcte [L-o]
@ o

que tiene igual valor y signo opuesto al de fa Ec. (11.121).

11.10.6) Par de ceros complejos conjugados: La componenté de la res-
puesta de amplitud se obtiene analizando el 4° témmino de la Ec. {11.107):

w
stw)] =20!0g|l-* —'—) Y i2y; "”_l
a8 W3

=wwu~<iarﬁ(zvs;ar}'
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La aproximacion asintotica es: -

W 2 ‘
Para ww>0es 1 » {—-w} S{w)] = 10lbg1=0

[{ENE w:—) 0
que coincide con el eje log .

N . o 4
Para wo—+ # es 1 €| —
®o 3

' w 4 2 7 )
IS(;‘J}]E.JB—’CD og[(ﬁ}u:i) P (WOJ}_ I
(o) 1) )
Wya Wos ;
[

2 2
¥y COmo {——") = 47, resulta:
. g3 :

=10z

Fs(w)‘] :10305‘( '——m)4:~~40£0gw03+40£ogw {11.125)
w ] Waoa

La Ec. (11.125} os del fipo:

y=ys *r Mix
de modo que en el par de ejes v = Fsfwfagp ,x = log w representa una
wu—rw
recta de pendiente M = 40 —==-, que corta el eje horizontal en una pulsa-
' décadu

cibn de quebraduras o ruptora,
4 L.
v g3 = \/ oF + 33

La correccibn a sumar a la ap_mxnmaa(m asintbtica para pasar. 4 la curva
real es para w < gy

o=l -r, rw] syl -

_..0

© 141 w1 (11.126)
=10 log [1~(——) ] (273 ) i
l o B oy
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Mientras gue, pam w > wy; €8

cr=rsfw)] -, @, =
di a8

L) =+ &= .
[#] 4]
=10fog-l[ 1- _)2}2 + [273 ——)*‘ -
[ o3 Wo3 (
%)
~40log — {11.127)
Co3 .

Las Ecs, 11.126) y (11.127) nos muestran que el error es funcién de la
constante de amortiguamiento relativa o normalizada.

@3 Q3

@os ol ¥ gt

En la Fig. 11.73 se representa la aproximacidn asintdtica y las curvas
reales de la respuesta de amplitud, para vy = 0;0,1; 0,3; 0,5; 0,707 y . En

el cuadro de la Fig. 11.74 se dan log errores para distintos valores de v y
4%

Lo

Yy ™

2
B ajegy B

Fo ) 1aE 1 37 [
T i) 148 1 B ey | l'_um! 3

40......=

: L LR TI T
il !

; © O APROOMACON SSINTOTICA -~ .. . . '

.: 1 ! e i )

201

Sp——
- lag wi

-1 I e B W SF B - {
=0, 143 . W=Wkg
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w Correceion a sumar a la sproxima- | Correceion a sumar 2 la spraxima-
— ¥ aibn asintotlea de amplitud para | clbdn asintotica de fase para abte-
g abtener la curva real, an dB. | ner la curva real en grados.
. — 25 : 4]
) 0.1 — 24 + 759
05 _....9'3 ~ 18 t+ 218
05 — 09 + 33,7
0,707 + 03 + 383
1 + 19 + 53,1
0 s a
01 — 14 0
: [ 03 - 44 0
0,5 [H] a
B,707 + 3 ¢
1 + 6 0
I} w28 Q
0.1 — 24 — 7589
2 0,3 — 1,8 ) — 21,8
05 - 03 — 337 ]
0,707 _ + 03 ~ 353
K R { — 53,1
Fig-11.74

La componente de fa sespucsta de fase surge de analizar el 4° término de
fa Be. (11,1083

[7%]
b} L
= s
. [ 78] oy
0 (w)=Arg [1-— (—]2 ©i2yy = | mare g —="02
- oy {dga 1— L
Woa

w Y, (11.128)
Para ww—= 0 es (—) <€ 1, de modo que;

Wy

43
Os(g)=tim  arctg 293 ~— =0
w0 Woa

Wiz
w e gs ( — # 1, resultando:
Wos

C 2yw
s (=)= 1rm arctg(——’y =2

Ly -

) = 180°
w

Para w = wy es:

2y o
Bsiwe)= arcty -—6-3~ = g
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En la Fig. 11.75 se muestran las curvas de la respuesta de Tase reales para
¥ =0, 0,1; 0,3: 0,5; 0,707 ¥y 1 y la aproximaciéon asintética con dos rectas
horizontales de Q0 y 180° y una vartical que pasa por w, = w,. En el cus.
dro de Ia Fig. 11.74, se dan los errores que s¢ cometen al recmpiazar fa cur-
va real por la aproximacidn asintdtica.

Biip)

]

i

L r H
' }
WO Wy Wi, W 10igy 10 W

Fig. 11,75

Notese que las respuestas de amplitud y fase para un par de ceros imagi-
narios conjugados se obtienen como case particelar para ¥ = 0, en las ecua.
ciones y los gréficos. Si se trabajara con funciones de fase no-minima los ce
ros podrian aparecer en el semiplano derecho, En el caso, el factor a consi-
derar en lugar del dade por Ia Ec. (11.103) seria:

3 ) WYy g L W
oo [i= (2} 2y 2
g 4%

Fs i

que conduce a las siguientes respuestas de amplitud y fase:
{ @Y ]
SEEE|
o Gl
2]
= 10Jog. [ ( ) ] {27 ) I (11.129)

£y (w}] = 20 log
_ dB
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| 5y X
w 3 [#%] 27 @
Bjsrw)x’q"gi]'”(_“_) ““fz'Y‘*’*]:frrcrg l—' o i
o g 1 — Wz
] “
(11.130)

Ea Ec (11.129) coincide con fa Ec. (11.124), mientras que la Ec.
{(11.130) sdlo difiere de la Ec. {i1.128) en ¢l signo.

-

11.10.7) Par de polos complejos conjugados: Lus respuestas de amplitud
y fase estin dadas, respectivamente por los dltimos términos de las Ecs.
(11.107) y (11.108):

@, . W
Fﬁ(w;l = 200z ll-— (———-} ri27, —«—-—I (11.131)
a8 [

Woe G
: ' L L “
O fea)=— Arg |1~ (w—) 2 w—“ (11.132)
: 06 06 )

Comparando la Ec. (11.131) con la Ee. (11.123) ¥ 1a Ec. (11.132) con la
Fe. {13.128) se ve que las componentes de las respuestas de frecuencia de
amplitud y fase debidas al polo complejo conjugado, son iguales en valor y
con el signo opueste a las del cero compleio conjugado de igual ¥ y wq, por
. lo que ne se jusiifica el andlisis y la representacién grifica,

También en este caso, para 7 = 0 s¢ obtienen las respuestas correspon-
dientes a un par e poles imaginarios conjugados.

11.10.8) Ceros y polos en el origen: Si hien parece razonable tomar un
cero o un polo en el origen como ¢l ¢aso particular para @ = 0 de un cero
o un polo real négativo, el énfoque con que se ha encarado el desarrollo de
los graficos de Bode no lo permite. En efecto, la Ec. (11.101):

L
Fliw) = (fw+a)t=a" (1 +f—}” (11.101}
a :

muestra que al tomar @ = 0 en el Gitimo miembro aparece una operacién no
permitida. Por lo tanto, los ceros y los polos en el origen deben ser anali-
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zados sin afectar el valor de la constante K, de las Ecs. (11.106) vy {(11.107),
empleando los dos primeros miembros de la Ec. (11.101} con « = 0. Esto

£33

Fliw) = (iw+a)® = (ju)” : {11.133)

Para el caso de un cero de orden m en el origen, las componentes de la
respitesta de amplitud resultan:

Fqfw) E = 20m19g|jw 'ﬁ 0mlog w (£1.134)
iaa
que es la ecuacién de una recta. En cfecto, si se denomina:
y=F; (wl}
[ £3]
M= 20m
x= log w

resulta ¥y = Mx

La tecta corta al eje horizontal para w = 1 y tiene una pendiente
dB d
M=20m = =0m —*g-, como s¢ muestra en la Fig. 11.76.
década octgra

§ Foltw) 1dB = 20miog @

vl IO T T

t M) 98 mg 98
M= m2d Getodn mi;

ochova

Z e AT
O |] S P
i 13,
iy - 1__{,,:.1., ; 1
mio Y| N
Fig. 11.76
En cuanto al argumento, su.expresién es:
04 (w= Arg (i) =m 90° = cte ' (11.135)

que $e representa en la Fig. 11.77.
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Para un polo en el origen de orden z es:

. _
Fsrw}] = W iog I_—:it"mnlog w (11.136)
dr Fld i

que sélo dificre de la Ec. {(11.134) en ¢ signo y:

G(wj= Arg = -n 90° = cte (11.137)

1
)"

que corresponde z la Eo. (11.135) con. el signo cambiado. En consecuencia,
los graficos serdn los de las Figs. 11.76 y 11.77 con el signo de las ordenadas
y la pendiente cambiados. '

o0} arg tjant™

e

w=0) et i g Fig. 11.77

En la Fig, 11.78 se resumen todos 1os casos elementales anatizados. .

11.10.9) - Construccién de los grificos asintoticos: Para construir fog gri-
ficos de las sespuestas de frecuenciz de amplitud y fase, se procede de In
sipuientz manera:

1) Se trazan log ejes.
2) Se identifican las pulsaciones de quebradusa en el ¢je horizontal.

3) Se calculan y representan en los grificos de amplitud y fase, log [ K| ¥
Arg K, respectivamente. Recordar que 81 K > 0 es Arg K = 0 y para
Arg K < 0es K = 180",

4) Se representan las asintotas de fas componentes correspondientes a los
ceros y los poles.

5) Se suman las compotientes.

6) Se agregan las correcciones v se trazan las curvas reales.

Nétese que los ceros producen quebraduras de la respuesta de amplitud en
las pulsaciones de ruptura ,, en sentido antitiorario, ¢on variaciones de la
dB ag

década " 6 octava .

donde # es el grden del cerc. En el

pendiente de » 20
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Fig. 11.78
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caso de polos compiejos conjugados o imaginarios conjugades debe tomarse
n = 2, '

Analogamente, los polos producen quebraduras en laz pulsaciones de
ruptura, en sentido horario, con variaciones de la pendicnte de:

4B\ _ 4B
[“ " 20 Geeada) = ("”6 oc:ava-)

Fn cvanto a la fase, 12 variacidn total por cada cero de orden n ubicado
en o semiplano jzgquierdo es de n 90° ¥ por cada polo {— n 967}

Ejemplo 1:

DPada la aproximacién asintdtica de amplitud de ta Fig. 11.79 y sabiendo
que es una funcidn de fase minima y no existen ceros ni polos conjugados,
haliar la trasmitancia A, {8/

En la Fig. 11.79 se han indicado Jos cambios de pendiente producidos en los
puntos de quebradura. En base al signo y el valor de !os cambios de pendien-
te, s&¢ han sefialado sobre el eje log w las ubicaciones y los ordenes de los
ceros y los polos. Teniendo en cuenta esa informacién, puede escribirse que:

s~ 02 fs+ 10%) (s + 10%) (s + 8 10°)?

Ay fs) = Ag TR 3 0P (11.138)

Para o = 0, la Ec. (11.138) queda:
ffw)® ffow + 107) (jw+ 10°] fjw + § 10>/
ffw + 107 fjw + 2 10°)°

Ay fjwi= Ay

cuyo mbduio es: _
w? V10% + w? VIO 4 o (VB 10 +w?)?

Ay fwl =M, 3
(W10t + WY (V4 105+ P )

{(11.139)

En la Fig. 11.79 se ve que para § = jt es 4, (J00)gg =0 . 4, (100} =1
Reemplazando estos valores de Ay y w en fa Ee. (11.139) resulta:

\ VITFT V10851 (Ves 10561 )
(VIOEF 1P (VA if 1)

1=‘A0

|A°[ = 1015 10'°
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A0) lee
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Fig, 11.79

En la Fig. 11.80 se muestra la configuracién de polos y ceros de A, (s}

piw
G K KO
s gz 2 F
Fig. 11 .80

Nétese que el conocimiento del module de la trasmitancia permite recons-
truir la funcién y por lo tanto obtener la fase.

. Ejemplo 2:
Hallar los gréficos de Bode correspondientes a fa sipuienite trasmitancia:

(s+2) (s+5 10°)

11,140
{s+ 20/ {5+ 103} ( )

His)=14
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En régimen sencidal permanente resultu:

fer + 2) fi+ 5 10%)
{fes + 20} (fw + 10%)

J (v 5%)
) (147 4%)

(11.141)
)

H{jwj=4

que puede escribirse:
- 103 (1 i

H{jw)=4 -
10 [1+;

8‘8 mle

LW Jw
( 3 {” 5109
.

|
EERN

La trasmitanciza dada por la Ec. {11.141) tiene una constante de escala va
modificada por los ceras ¥ ios polos de valor:

=2

b

o o . 5. 107
K2A012=42510=2
oy 0 20 - 10°

que contribuye a la respuesta de amplitud con un término constante:
K} = 2040z lK|= 20 log2 = 6 dB
as

Existen dos ceros reales negativos simples que introducen pulsaciones de que-

. rad _ 3 rad :
bradura w,, = 2 Ser Y Wea 510 eg’ 0 giros de
dB dB
+ 6 octava = decadn & la curva,

Ademds hay dos polos reales ne'gatwos simples que producirdn giros de

d8 dB rad
: (—6 ocrawr)“ [— 20 TFovad )pam las pulsaciones de ruptura wgg; = 20 seg

7i
Y Wea = 10° == seg

En la Fig. 11.81 se han representado las componentes y Ia aproximacion
asintdtica de la respuesta de amplitud total, asi como las correcciones y la
eurva real. Con igual criterio se han dibujado las componentes, la aproxima-
cién asintdtica y la curva real de la respuesta de fase en 1a Fig. 11.82. El
argumento de K se ha tomado igual a cero por ser K > 0.
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Ejemplo 3.

Hallar los graficos loparitmicos asintéticos de Bode para la funcidn de tras-
ferencia: :

2
i
Hs) = 900 _ (11.142)
s/ S+ 1P [s&(10—7995)] [s + 10+ /99.5)]
b
H {1y 198 -
R~
b ' ¢ APROXIMATION | @/' T H
I . i | asiHTOTICA 1. L e 1] |
| e P J | e
| ~ \ sl 'l
30} 6. 98 L T % o 1 tons A g I '—/_ betaud " ;
X oCrays o X | ! “"
- a } / 4’/19; A de H \ l'l‘l_f""ﬂ_' . E\JE@
ﬁo;&m 1. /.'. M aasaiqk:sw { _lr 4I.. = /-.yml" sy
| .\\. l | log w_—
| ....... \u..\ [ S, n—
] . =N tai‘ - * -
| e < | actava | |
I R I A l _ .‘_‘.. . | —|. l _[:._ _*_‘.,4
i b ) ; Al 4@7\'“&
_ _— S R I a6 {@4_( — L.} !
IR | R |
w10 w=10° ‘ ot
2 W, 20 Wy 0% wpe 503
Fig. 11 81
[ X )

La Ee. (11.140) puede escribirse:

52

(s 4 1 [s%+20 s+ 104)

3  H{s) = 900

y para régimen sencidal permanente:

Hjw) = 900 ties” =
ffor+ 1)? [—w? +F 20w+ 10%]
900 {iwf?

== — —— — (11.143)
ER N e
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La constante de escala ya modificada por los polos y los ceros es:
K=-——=9 102

104

v su contribucidn a Ia respuesta de amplitud:

K] =20log 9 10* =— 209 dB
dB .

bo twl ‘
1200y — - — T T (RO, ’> L
0 S VPR S 1
B e b —— s o —— s ] — e p— e — U '_"_'"_r""'.;f.m"
o - . -‘“.*\ I_._,_____., . ;
. - A N '-.:UWT REnIL /
6?.. [ G A e S ,t'\. . - | ‘ v ’
450 N _l o T LPROXIMACION "‘I
L e NI I i T R e ASINTOTICA 7
1000w -
av 'SP — - i - - - 0 L
& /
[»]
5 1 iy
@ (i) @ B ™ ' J—; Xl’i’ ag
-l - — . |- } .- B
Y N AT
i AL A a5 oty A e . e, G N, W S N R W 1 (U .
5= N —ﬁ I
L | i

-so‘
O

IO I > ——{ i . ®)
) _ :

-T;o- ..... < S B R ) By 0 ! 1
-tz 1 [ | ”’ S N 1_1
wa | w0 w102 | waip?
we =2 Wz 120 Wz 107 wigg <t
4} 4 X ]
Fig. 11.32

Notese que si el operador j no se saca del factor i «/* del numerador,-
como se ha hecho en el andlisis de los ceros y polos en el origen en el apar-
tado 11.10.8, msulta K > 0 y por lo tanto Arg K = 0.

Los 180° de /* aparecerin en Ia contribucion del cero dot'~ en el origen.
Dicho cero aporta a la respuesta de amplitud una recta de pendiente

+ 40 que corta el eje horizontal en w = 1-’-@1

década seg
El polo real negativo de 2° orden contribuye con una recta horizont ’
coincidente con el eje g w hasta w,; = 1 y a partir de esa pulsacion con
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una recta de pendiente ( 40 —— = 48 ) ¥ una variacién de (- 180°) en la
fase. ; écada

Finalmente, al par de polos complejos conjugados le corresponde una rec-
ta horizenta! caincidente con el eje log w hasta wea = 100 y luegoe una

recta de pendiente ~—40dt.ifda )que corta a] eje /og w en w = 100. La fase
-« 10 _
varia en (— 180"). Notese que v e =100 = 0,1

En las Figs. 11.83 y 11.84 se han representado las aproximaciones asinté-
ticas y las curvas reales correspondientes a las respuestas totales de amplitud
y fase respectivamente, asi como las componentes debidas a los polos y fos

CCTOs.
H{aH1al -

:: L _ /i@}’jr,;é%; _H i H LL A e

APROXIMACION ASINTOTICR (D)+ (Fre D+

, ®
byt lndimeal

N,

\ | e

._.7 ‘ \ '3 -
P I N W /- A Nl 2,958 \ - ] ]
R
4 ’Jf "\ h 13
0o, A i

-80 \l T N ) i
daf b -
/ 40 Hends décuﬁo i \ 40 ﬂedcanun T
-m S — —-——— .._:—l \ Jr I J
.70 - L | b A

wr ey wsI? w=10% w107
{Xig X
xx diw
¥ — =199,
[
|
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I
Fig. 11.33
e ] 99,6 8
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11.11 Problemas resueltos

11.11.1) Dadas las configuraciones de polos y ceros de la Fig. 11.85, in-
dicar cuales no satisfacen las condiciones que deben cumplir las immitancias -
de excitacién de cizcuitos constituidos por elementos pasivos,

Solucidn:
Cumgplen las condiciones las configuraciones de las Figs. 11.85.a v f.
No las satisfacen las de las figuras:

[1.85.h: Por tener un cero con la parte real positiva.

11.85.c: Por tener un polo doble sobre el eje /. B _ )

11.85.d: Por tener un polo imaginario que no esté acom;.)éﬁado' de sy con-
jugado.

11.85.e: Por tener un cero implicito dable en el infinito,

11.85.g: Por tener dos polos en el semiplano positivo.
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Fig. 11.85

1,112} Dadas las configuraciones de polos v ceros de la Fig. 11.85, in-
dicar cuales no satisfacen las condiciones que deben cumplir las inmitinciss y
trasmitancias de trasferencia de circuitos constituides por elemenios pasivos.
Solucion:

Sztisfacen las condiciones las configuraciones de las Figs. 11.85b, ¢ vy £

No las cumplen las de las figuras:

11.85.a; Por tener el grado del aumerador mayor que el del denominador
{No cumple la condicidn para las trasm:mruas de tensién v co-
reiente),

1i.85.¢: Portenerun polo doble sobre el LJc;w

tener un polo doble sobre el eje jm.

11.85d: Por tener un polo imaginario que no estd acompanado de su con-
jugado,

11.85.g: Por tener poles en el semiplano derecho,
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11.11.3} Para el divisor de tension de la Fig. 11.86, se pide:

a) Hallar la trasmitancia de tensiones:

) = 4 ,_l’g_f_s_f_]-
()= Avtsh = L0 e

b) Deducir la condicidon que debe cumplirse entre los pardmetros circuitales
para que el circuito se comporte como un atenuador ideal (NO debe alte-
rar la forma de onda).

¢} Calcular H (s} y representar su configuracién de polos y ceros para
C; =€y €y = 20 ¥y €7 = 0,5 C,. Donde Cy es el valor que satisface
la condicidon de compensacién hallada en punto b).

d} Supuesto que v &/ = 20 u{t), calcular R (s} y representar su configura-
¢ién de polos y ceros pam fos tres valores de Cs, adoptades en el punto
c).

¢y Hallar la respuesta temporal r{s) para las tres configuraciones de polos y
ceros del punio d), antitrasformando por cdleulo prifico de residuos. Re-
presentar las ires respuestas en un solo prifico.

Rl=SM0O
R2=1M0O

Ci=2,22pF

ce ‘[wm
L menss

Solucion:

a) Para el circuito de 1a Fig. 11.86 puede escribirse gue:

s Vsrs)] Y R
U Velsi Mo Zysi+ Zyds) o Zifs) | Zifs) Yafs)+
Zy(s} - S
(11.144)

1

, .
Donde: ¥, {s)= ' + 5Cy o 2y fs) = - {11.145)

1 —
Rl +SC1
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1 : o '
e Yafs) = T +3Cy {11.146)
R,
Reemplazando las Ecs. {11.143) y (11.146) en la Be. (11.144), resulta:

1
- 4+ SC]_
His)= 1 =R

]
— tsl,§ +1 - rs Y+ +sC
ié e [ 2} (Rz 2) (Rl 1)
1
que puede escribirse:

1 1
—— 43 §+ —
Rl N (:1 Rl C|

(G+a) +—1+-1—¢ G+ (~+s5c )+(—1—+sc )
FRe ] Ry, R; R, ’ R, I

His} =

(11.147)

I 1 1 C;
Namando: Cp=C; + Cp; = = = + —— . 4 = e d 11.148
Y Lr i 2 R, R, R, 0 C ¥ G ( }

queda: © H{s)= Aq (11.149)

b) Pue_sto que: Bfs}) = Hs} E, (s}

donde R (3] es la respuesta trasformada v E, {5} es 1a excitacion trasformada
Para que Ia forma de R (s/ sea igual a la de E, s}, a menos de una constan-
te de escala, debe hacerse igual a la unidad el factor que multiplica a 4, en
la Ec. {11.149), de modo gue sea:

i

Ris)= Ag Ey (5} = ~——— E. (s 11.150
)= Ao Bx(s) = "0 Bels)  (11150)

Para que ello ocurra, debe cumplirse en la Ee. (11.149) que:
Ry Cp = Ry &) (11.151})

Reemplazando R, vy C, por sus valores, resulta:

Ry Ry (C,+ C
(C vy = B (G F G
+_..1.... R1+R2
4
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y operando con los dos {ltimos términos:
R2 Crl.."‘ R-z Cg - _Rl Cl + R_z Cl
resultando la llamada condicidn de compensacitn:

R2 Cz = R‘ (:1 (]1.152)
¢) De la Ec. {11.152}, resulta:

R, 9 10° @

Oy=— (4= —————— 2722 1071} F=20pF=C
2 1 10° ? [+

Reemplazando los valores de R, (; Ry ¥y ()

= (g, en las Ecs. (11.148)
y {11.149) resulta:

(,'FIJ =Cy v Cp= 222pF+ 0pF=2220pF

B AR }0‘5'3—91059
R, R, R 910° 10° TR
_ Cl _ 2,22pF . 1
T o v 0y, 222pF+ 20pF
t
+
9 10° 2,22 1072
His}= 0, 1 =01  (11.153)

s+

9 10° 22,22 107'?

La configuracion de polos y ceros correspondiente a la Ec. (11.153), ez la
representada en la Fig. 11.87.a, donde se han representado el cero y el polo
superpuestos, los que, naturalmente se cancelan entre si.

i b |

L
RICT RpCp —ul iz garod - g0t -
fAplp ! Cp
= -5x1p% 1 I
|
+# < e——x P %o £
| s
/
- 5a104 .
R]CI R B 4 +
o~ - moy IR0 — Fig. 11 .87
[ | b\ \Ej
W2 .
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Tomando C; = 2 Cy == 40 pF en las Ecs. (11.148) ¥ (il.149), resulta:

Cp= Cp+ €y = 222pF + 40pF=4222pF

1 107§
—=—— 1R, =9 10° 0
R, ]
: « 2,22 pF
A0= = - - = 0,053
) 1
9 10° 2,22 10712
His)= 0,053 ] =
4+
9 10% 42,22 10°12
s+ 5 104
(11.154)

= (053 ————————m
s + 2,63 104

La configuracion de polos y ceros de fa Ec. (11.154), se representa en fa

Fig. 11.87.b.
Finalmente, para C; = 0,5 Cp = 10 pF, las Ecs. (10.148) y (11.149)
guedan:
Cp= C) Y Cy=2,22pF+ 10pF = 1222 pF
Rp=19 10° Q
C 2,22 pF
0= —mt— = - d = 0,18
¢+ G,y 2,22pF + 10 pF
s + 510 s+ 5 10°
His]= 0,18 = 0,1 ————— [11.155
fs/ 1 s + 9,1 10° ( )

g 10° 12,22 10°'*

En la Fig. 11.87.¢ se ha representado la configuracién de polos y ceros de
la Bc. (11.155), Nitese que en las Figs. 11.87.b y ¢, se han permutade las
posiciones relativas del polo vy el cero. Adviértase también que el caso de la
Fig. 11.87.a) es e} Hmite que separa a los de las Figs. 11.87b y c..

d) Si v, (¢f = 20 u (), la excitacidn trasformada resulta:
20

F

Ex (Sj = Ve {3) =
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y la respuesta trasformada:
Rfs) = H(s) Ex(s)

se convigrte, para los tres casos analizados, de acuerdo a las Ees. (11.153),
(11.154), y (11.158):
20 1
Ris}le,= 01 — = 2— (11.156)
s [}
s+ 5 10 20 s +5 100
s +2,63 10 s U sfs + 2,63 10%)

(11,157

R{s)]2 coy= 0,053

R“} 015 s+os0t 2 o s+ 50t (11158)
5 =018 - =36 — .
YOy s+9110% 5 5{s+9,1 10%) ‘

En las Figs. 11.88.4, b y ¢ se representan, respectivamente, las Ecs.
(11.156), (11.157) y (11.158).

Un andlisis cualitative nos indica que en la Fig. 11.88.a) sélo existird un
escalon en la respuesta, por haberse cancelado mmtuamente el polo v el cero
restantes. Para las comfiguraciones de las Fig, 11.88.b y ¢, existirdin un esca-
Ion v una exponencial que se combinardn de distinta manera, pues la permu-
tacion del polo y el cero hard cambiar el signo del residuo en el polo real
negativo.

| [ ki
4
- 2E3r0 a -saigt .

+ —e—X s
Bl a0t
5x19 sa0t g
C - : ‘ :
o O] O} Fig. 11.88

¢) El residuo en el polo en el origen de la Fig. 11.88.a, teniendo en cuenta
~que la constante de escala de la Ec. (11.136) vale 2, es: :

m S "
I1 Fasores dirigidos desde cada cero al polo considerado
kK =1
K, =2 = 2
f
Il  Fasores dirigidos desde cada polo al polo considerado

i=1
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ya que no hay otros poles ni ceros.

Al mismo resultado se hsbria arribade en caso de considerar el polo y el
cero cancelados, por tener Ios fasores correspondientes a ambos igual modulo
v argumento. En consecuencia, la respuesta temporal para Oy = Cp resulta:

=l = RI= £ K e ufy = 2% w159

Para Cp =2 (o, segin la Ec. (11,157) la constante de escala vale 1,06 y
los residuos en los dos polos valen, de acuerdo a los fasores dibujades en la
Fig. 11.89: '

K 106 A _ 5 10* el?
g 2,63 10° ef¢
c 2,37 10° &/° 4 180°
Ky= 106 B: = 106 ?‘?}—;m‘)o =096 ¢ . =— 096
Resultando:

. H : ‘.
veftj= X K; ePi uft)=2e% uftj- 096 ¢ 253 107 et (11.160)
=i

s biw
ama m;a” z : 2 5 &
) . IE' Igi‘. "“”“)k‘_‘-
! ‘.ﬂﬁhlf)‘ -aato® -2E3acA
55109
C o -
- & | pig.1189

Finalmente, para Cy '-=~§2—°*, segin la Ec. (11.158), la constante de escala

vale 3,6 v los residuos en los polos, calculados en base a los fasores de la
Fig. 11.90 son:

PN 10% ef? 5
9,1 10% e/ 0

4,1 10% o/ 180
Kp= 36— =36 T e = 16
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de modo que:

Ve (1] = £ KiePit uft)=2 e uft) + 16 et 191 ypy
F=
(11.161)

- i :
5 = T B
: \ i Y
sa0smt sxigt -glao? L sa0d
. S .
Lt Tu) Fig. 11.90

En Iz Fig. 1191 se hallan representadas las Ecs. (11.159) (11.160) ¥
(11.161), que corresponden, respectivamente, a los casos: compensado sub-
compensado y sobre-compensado.

pug{t) [velr]
Fig. 11.91
s Cgs Cl LOMPENSADD)
4 /
18 s 7 €z Cn/2 (SOBRECOMPENSADD
-
2 \ ?"":“—---..“:_ _______
\ e s I ARSHAN I EMRG W DAR
) [ i
o‘.g....-‘{/ | £pe 200ISUBLOMPENSADD) .
LD Ll BD BL hL vl ey
! |
Ny 38 ps

11.11.4) La configuracion de polos y ceros correspondiente a la admi-
tancia de trasferencia de un circuito es la mostrada en la Fig. 1192 y la
constante de escala es g = 4.

. TS
¥ | i200
|
|
o g
200 00 _'
i
|
¥—1-i20 g 11.92
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Peterminar grificamente el modulo y el argumento de dicha admltancxa de |
trasferencia para w = 0; 200 rud/seg, o infinito.

Solucion:
En las Figs. l

11.83. a, b y ¢ se muestran los fasores a tomar en cuenta
para los cdlculos. En base a ellos resulta:

- 200

-120

Fig. 11.93

Para jw = 0, segin la Fig. 11.93.a,

I Modulos de los fasores dirigidos desde cada cero al punio
k =1 jw considerado.
Yrfo) =4

Maédulos de los fasores dirigidos desde cada pole al punto
1 f wconsiderado.

[Al B8] 100 . 200
zAO — == 4 = 1,6
(C| 1D 223.6. 223.6

0(o)= . 2 1 Argumentos fasores dirigidos desde cada cere al punto jw considerado

4]

— X Argumentos fasores dirigidos desde .cada polo al punto j e considerado =
=1

=(f4 + 05} —(0c +0p) = (0+0/-(— 634"+ 634" =0
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Para w = 200 radfseg, segin la Fig. 11.93.b:

v 4 | Bl | F| 4 223,6.282,8 _ 3y
(200)= 4o (G AL 200.412,3 ’

8 (200) = {6 + 0) — (8 + O} = (634° + 45°) — (0 + 76%) = 324°

Para w = oo, de acuerdo a la Fig. 11.93.c

ITI ;ﬂ oo * oa .
Yiee) = Ay —— —= 4 = Indeterminado
1K) 1L we

Recordando que Ay = 4, a partir de la Fig. 11.92 puede escribirse:

” {s + 100} (s + 200) 3
[s+ (100 - 1200]] {5 + (100 +/200)]

() ()

100 -7 200 100 + 7 200
[1+ =2 e 2222

5

Yis)= 4

= 4

Y llevando al {ymite, para w —+ <o, se obtiene;

Yo = 4

va que todos los polos son del mismo orden y crecen con igual velocidad,

Bfeo)= {8+ 8y) - (Bx + 1) = (90° + 90°) - (90° + 90°) = O°

11.11.5} Dado el circuito de la Fig. 11.94.a, se pide:
Ve (s)

a) Hallar la expresion de la trasmitancia de tensiones H{s) A (s)=——
. Vels)desn
¥y representar su conﬁguramén de polos vy ceros,
b) En base a la informacion hallada en el punto g), hallar la expresién de la -~
frecuencia de corte superior, definida como aquéila para la cual se iguafan
las partes componentes real e imaginaria de # (fw).
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¢) Supuesto que ¥, (¢} = u (1), hallar la expresion de la respuesta trasformnada
y representar su configuracién de polos y ceros.

. d) En base a la informacion del punto c), hallar el tiempo de establecimiento
de ta respuesta tempeoral.

e) Hallar el producto del tiempo de establecimiento por la frecuencia de
corte supeior.

Solucion:

a) Para el circuito de la Fig. 11.94.a:

1 . 1
V, (s sC RC
His)= -L_’i% - , = 1
CIN
el R+ — 54—
: sC . RC
lamando @ = —— queda:
¥ RC q
) o
H{s} = (11.162)

5+ a

cuya configuracion de polos y ceros se representa grificamente en la Fig.
11.94.b.

b) Para régimen senoidal permanente, lu Ee. (11.162) queda:

. o afo - fu) al —jaw
Hijw)= - = - — = —— 3 {11.163)
jut+a fa ¥ Jw)} (&~ jw) at +ow
e b

=i

H
— i1l ® itk
e
' 45¢ ;
Wels) T Wels) s ¥
1 -5 -4,
| | e
Lg=] g |

O (& Fig1194

La BEe. (11.163) muestra que las componentes real e imaginaria de Hijw/
se igualan, cuando w,, = o. Esio es, el fasor dirigido del polo 4l eje fw
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debe formar un dngulo de 457, como se¢ muestra en la Fig. 11.94.b, En con-
secuencia la frecuencia de corle serd. :

Yes _, % - (11.164)

Jos = 2% B 2n
¢} Si ve ft) = u ft) resulta V, (8} = SL y
1
Ris}) = Viis) = H{s) Vo (5] = — (11.165)
£+ @ $

cuya configuracion de polos y ceros se muestra en la Fig. 11.94.c.

d) Calculando los residuos en Jos dos polos resulta:

Ki=a ———— =1
el

. 1

Ki=a —fir =1

¥ la respuesta temporal es:
"
vft)= £ K ePi® =1 e wupt) —t e* uft)= (1 ~e%) uft)
i=1 ]
(11.166}

La Ee. (11.166) ya fue estudiada en el Cap. 4, y para ella resuita un tiem-
po de establecimiento:
i
T,=22 &= 22 — (11.167)
@

¢) Multiplicando las Ecs. (11.166) y {11.167) se obtiene:

2,2 o« 2,2 .
Te fcs:T '2_; = _2_” = 0,35 (11.168)

Importante expresion que muestra la relacién existente entre los dominios
del tiempo y de la frecuencia. La Be. (11.168) muestra que para que un Cir-
cuito permita el establecimiento répido de un pulso (F. pequefio), se requiere
que posea un ancho de banda grande (f,; elevada).
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11.12. Problemas [ropuestos -

11.12.1) Dada la configuracién de polos y ceros de la Flg 11.95, corres-
pondiente a la regpuesta trasformada de un circuito, se pide:

2) Hallar la expresion de R {s).

b} Determinar cualitativamente qué iipes de componentes poseerd ks respuesta
temporal r{{).

Resultados:
fs+5) (s + 15/

O sfs+ 10} [s+ (5 jI10)] [s+(5+710) (11.169)

a) Ris)j=d4

b} Un escalon, una exponencial decreciente y una oscilacion amortiguada.

i
i

*. T 1l

Fig. 11.95
11.12.7) Dada la configuracion de polos y ceros de R(fs) de la Fig.
11.96, hallar fa respuesta temporal por cdlculo grifico de residucs.
Resultado:
i) =[—0,24 =" + 0125 e/ 16°p (3T 4 (125 18 e (3HT U 1y (g
(11.170)
11.12.3) Dada la configuracion de polos v ceros de H(s) representada en

a Fig. 11.97, dibujar en forma cualitativa Yo respuesta de frecuencia de am-
plitud.
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Resulrado:

Es el mostfado en la Fig. 11.98.

w
x— §4
i
f
|
. T
& 13 s
|
|
|
I S i
Fig. 11.96 Fig. 11 97 Fig. 11.98

11.12.4)

a} Hallar la expresion de la admitancia de excitacion ¥ (&) del circuito de la

Fig. 1199, y representar su configuracion de polos v ceros para los valoes:
dados.

Ry Rp Ay =180
Hoe 50
L= |mHy
b c CrauipF
] Fig. 11.99

b) Determinar que _ocurre en la configuracidn dibujada en a) cvando
Rp = Rg = % = 100 £, indicando como serian las respuestas de fre-

cuencia de amplitud y fase en ese caso.

Resultados: R o
+ R 1

e tRe L

a) Yis)= —— L Le .

s+ — s+
( L ]( Re O

- ' {11.171)
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y reemplazande los valores de la Fig. 11.99:

'Yk} 02 2+ 72 10° s+ 10'°
5/=0, B
s+ 1,5 10%) f¢+ 2 10%)

195

(1117

L

s+ 1,5 10%) {5 + 2 10%)

, [ (10" 79,95 10%] [5+ (10* +79,95 10°)]

En la Fig. 11.100 s¢ ha representado la configuracion de polos y ceros.

jw
& - {iasee’
VI T
Fa ray
-2xfof -imapd .06
@ | -1nsm00%
Fig. 11.100

: /L
b1&i Ky = Ee =~/ =, todos los polos y los ceros

(

l A .
= N e Y ose cancelan  entre si. En  efecto,
R), = Rp = V"«é—}z 100 £2, en la B¢ (11.171), queda:

- 2 i
$2 - A ———
VILC LC
Yis)= 02 —

se  ubican en

recmplazando
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En estas condiciones las mespuesias de amplitud y de fase son las de las
Figs. 11.101 a v b. Esto es, el circuito se comporta como resistivo puro a
todas las frecuencias.

b H{w 8 ()

Ag




capitulo 1 2

Resonancia
en circuitos simples

12,1} Introduccién: Previo al desarrollo de este capitulo puede realizarse un
resumen de 1o expuesto al presente. La metodologia empleada desde el Cap. 1 213
debe considerarse como una primera etapa, donde se estudid la solucidn de los
problemas en el dominio del tempo,

Puede considerarse una segunda etapa desde el Cap. 6 al 11, donde se
resolvieron los mismos problemas, y aun mas complicades, pero con nuevas
tecnicas, '

Bs propdsito de esta tercera y (ftima etapa que zhora comienza, la aplicacion
de las técrticas mencionadas anteriormente.

Fn este capitulo se estudiard la resonancia de circuitos simples. Pero, debe
recordarse que en el Cap. 7, referido al régimen senoidal permanente, se dieron las
ideas basicas sobre resonancia serie y paraielo. Ademds sobre este estado particutar
de ciertos circuitos eléciricos, ya se hizo también mencidn en problemas incluidos
en el Cap. B, sobre los lugares geométricos, ¥ en ¢l Cap. 9, referido al régimen
poliarménico permanente.

En el presente capitule se profundizasé el estudio sobre los circuitos resonan-
tes, comenzando con un andlisis cugnfitative y cualitativo clisico sobre la
resonancia de un circtdio R L C serie, excitado por un generador de fension.

Por aplicacion del principio de dualided se obtendran las principales conclu-
siones sobre el circuito resonante R L ¢ paralelo excitado por un generador de
corriente, que en realidad es el circuito resonante paralelo ideal. Luego se analizard
brevemente la curva universal de resonancia. ’

Posteriormente, se realizari un andlisis similar al efectuado en el circuito serie, .
" para un circuito resonante paralelo de dos ramas excifado por un generador de
tenision, que corresponde al circuito resonante paralelo real. Esto ¢s, surge de la
conexidn en paralelo de un inductor y un capacitor reales, que cuando se llevan al
modelo circuital idealizado deben tenerse em cuenta sus respectivas resistencias
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residuales o de pérdidas, que en el modelo circuital se suponen conectados en serie
cot cada uno de los elementos reactivos. -

fuego se darin fas ideas bdsicas sobre circuitos con resonancia moiltiple.
Posteriormente, se realizard un andlisis de 1a resonancia de un circuito serie en base
a su diggrama de polos y ceros. Este andlisis, realizado obviamente en el dominio
trasformado de Laplace, arriba a un método de gran capacidad operativa.

12.2) Resonancia en un circuito R L C serie

12.2.1) Analisis cualitstivo para pulsacidon variabie. Representacion de grafi-
cos de todas las variables en funcidn de la frecuencia: Considerese el circuito
R L C serie, ilusirado en la Fig. 12.1, en régimen senoidal permanente, excitado
por un generador de tension constante y frecuencia variable.

-Fig. 12.1

De acverdo a las nociones basicas sobre resonancia expuestas en el Cap. 7,
parigrafo 7.8) existen en dicho circuito tres variables que pueden Hevar el circuito
a resonanciz. De todas ellas, en este andlisis se elepird a la frecuencia, pues
interesa analizar el comportamiento del circuito como filtro. Se denominan filtros
eléctricos aquellos circuitos que bloguean o atenlan sefiales de ciertas frecuencias,
mientras que permiten sin dificultad el pasaje de sefiales de otras frecuencias.

A través de este andlisis cualitativo se determinardn ciertos parimetros que
luego conducirdn a un andlisis cuantitativo. _

El proposito inmediato es trazar en forma cualitativa las siguientes curvas:

a)R,'L,'C.’ XL,' XC".X'.ZY \02
WYL Vi Vi Vi Vey Ve
c} Pou Py Py

Notese que tanto para las impedancias, corrientes, tensiones y potencias se
representard la variacion de su modulo en funcidn de la pulsacién e.
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En ia Fig. 12.2 se representan las.variables indicadas en fa clasificacion a); con
la excepcibn de @z que se grafica en la Fig. 123 Dichas representaciones se
efectuaron teniendo en cuenta que: '

R = fi{w): es constante en funcidn de la frecuencia o pulsacidn, y cuya
.representacidn es una semirrects horizontal,

Por razones idénticas:

L = cte =f3fw)
C=cte = fafw)
Ademds,

Xy = wl = f {w);recta de pendiente L que pasa por el origen.
. i . e
Xe = _-E = [ {w/,; hipérbola equilatera.

)

X = Xj — Xp; por lo cual para realizar comodamente su grifico conviene
tazar — X '

X = fe{w};enla cud si;
w0 X X X — X

w=wo;XL=XC.'.X=0
W TH e ;XL}XC'.'X_}XL

Sobre ¢] mismo grifico se ha dibujado también el médulo de fa reactancia | X |
Ademis come la impedancia del circuito es:

— 1
Z =R +;‘(w£.-»—~-—)= R+jX
w(

it
It -
2

e
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\xcarbtw)
\\

v
\ \\— 7 5 Fpla
m\\ \\ Xy =fgle) Xefglwh
VNN
N\ . © #ytu
. _ L=ta e
L Bl lw)
I A — —_
“ e
& | H“"‘--..._,__‘H ®
— -
=
.-f"’df
Fig. 12.3

puede expresarse en modulo y fase como:

Z=VER + X7

¢ rr —
£ ¥ Tk
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&n consecuencia;

Z =R + x? :fﬁ(w);cxllacualsi,

w > 0;|x| =R E>IX]
W=y (X =0.Z=R
w e | X PR LZL=2I|X]

vz = arcilg re = f3 {w/; parala mismasi,

w0 X 7 — = L, > A2
cw = we s X =0 gy =0

wroe s X e g, - 7/2

En la Fig. 124 se representa la corriente’ indicada en la clasificacion b}, La-

misma resulta I = E = -*—--E—-—--"; y dado que el mddulo de la tensidn aplicada

Z O JR¥x
al circuito es constante en funcion de la frecuencia, se advierte que Ia repre-
sentacidn grafica de la cormente serd inversa g la de la impedancia. Esto puede

verificarse haciendo:

v .
I =ﬁ=fg(wj; enlamjsmasi,
w2, Z > L]0
. ¥
w:*,.wo;Z:R_'_[:*
R

W, L3 L[> ()

En la Fig, 12.5 se representan las tensiones indicadas en la clasificacion b).
Dichas representaciones se efectuaron teniendo en cuenta que:

V =cte = fp {w)
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1’
vi_ —
R .
|
|
| —= i tg{ua}
|
|
|
!
! Fig. 124
|
| w
‘ N ' ’3].\\_ OO
vermuoy I\ S et
7 ! [y,
/-J - __\;._._____ _
4 ! L | \""-
e | _"_%_\ : e
) I ; I \\ | . ¥z gl
| ] \N
f \ \
oL,
] o ‘\\ Fig.12.5
M AN wi
/jl | 1I | NN e !
/28 N R B NN
/4 A \\:\..
‘}’ | | | "‘"“-:::f :
We o wgow Y

Ve = R [ = fy {w); dado que R es constante, la curva de Ve seri
formalmente igual 4 la de /. Ademds, puede verificarse haciendo:

w=>0:7=0. ¥V, >0
4
w:wo;l-v—k—.‘. Vg =V

wFee  JT>00L Vg =0
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V, =w LI = fi3 {uw), que puede representarse como se indica en la Fig. 12.6
pensada come Ia resultante del producto de una funcion que crece linealmente,
w L, y otra que posee la forma de /. Como resultado del producto se encuentra que
el maximo de tensidn en el inductor se halia desplazado hacia la derecha respecto
al de la corriente, y se da para una pulsacidn que se indica como wy; . Ademds si:

w0, >0 =0
w e 105V, > Indeterminado,

esta indeterminacion puede salvarse, pensando que para w — oo la reactancia
del capacitor es despreciable; y comuo Xy 2 R toda la tensidn cae pricticamenie
sobre el inductor; en consecuencia,

W e V.L_) V

como se tustra en fa Fig. 12.5.

1 ' _ _
b = -—C- I'= fi3 {w)} puede representarse de acuerdo con la Fig. 12.7, como
o :

la resultante del producto de Ia curva de X~ y la de . Como consecuencia de
ello el maximo de tensidn sobre el capacitor se encuentra desplazado hacia la
izquierda respecto al de la corriente, y se daré para una pulsacion que se indica
como W e

. ]
L o
w we

|
|
L

e e iH

Fig. 12.6 Fig. 127
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Ademis si w = 0; f >0 .. V. > Indeterminado que puede salvarse pensando
que siw >0, X; > 0;y como X, ® R toda la tension del generador estd
aplicada sobee el capacitor, por lo cual:

w=ree  f >0V, >0
tal como se muestraen fa Fig. 12,5 '

Ademas, segin lo expuesto en el paragrafo 7.3, en resopancia w = wy;
X, = Xp . Vi = Vg, es decir que las curvas de Vi, v Vo deben intercep-
tarse sobre wyg.

Naturalmente, que el punto de interseccion elegido en la Fig. 12.5 ha sido
arbitranio, como asi también los valores méximos de tensidn sobre ambos
elementos reactivos. Luego, el analisis cuantitativo dard la informacidn necesaria,

Ademds, si se considera la tension en ef conjunto inductor-capacitor e tiene:

Yo

= fia fw)} Y enla misma,
w0 V>0l Y,V
w oo Vo> 0V, ¥

S w = uig, las tensiones en el inductor y capacitor, seghn se expresh en el -
pardgrafo 7.8) son iguales y opuestos en fase, por lo cual se anplan,; al igual que su
médulo; por 1o cual @ = wy; Vi = Oy dicha funcidn se grafica en la Fig. 12.8.

Yig® fia fwl

vasg —— — o -

De la observacidn de los grificos se concluye que el circuito en estudio, para la
Jrecuencia de resonancia, se presente con impedancia minima y resistiva pura;
factor de potencia unitario y corriente mixima,
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Fn la Fig. 12.9 se grafican las potencias indicadas en la clasificacidn c). Las
mismas se dibujaren feniendo en cuenta que:

P =VI=fis{w)

w=0;1->0.P >0

1%
GJ:wu;f“_‘T"-Ps: = Pgy

w=>w [0 P >0

3
i

Vicos vy

.
|

= Ps cos vz = f16 {eo)
w* 0, > Al P20 F>0
W T Wy Py T O;PS =‘—;2—“3-P=*—'—-_=Pm

W g, oWy P 20 P Q

Pg = Ry fwh

Fig. 12.9
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y dado que 0 < cos @y < 1,excepto en los puntos indicados la curva de la
potencia activa se encontrard por debajo de la de potencia aparente.
Por otra parte,

it

o Visen ¢z

P, =Py sen ¢y = fu(e)
w> 05 gy > Wy >0 P> 0
W= gy >0 g =—— P =0
R
W, 2l P >0 0P, =0

dado que la curva de Py pasa por tres ceros, poseerd en priacipio dos puntos
extremales. 8i w < wy, el circuito se comportara capacitivamente v £ resuitars
negativa. Si w > (g, €l circuito se comportard inductivamente y P sera posxtwa
Naturalmente que las amplitudes del méxime y del minimo se ehgmron arbi-
trariamente, al igual que tas pulsaciones para las que se producen. El anilisis
cuantitative determinard dichos valores.

12.2.2) Factor de selectividad. introduccion por induccién. Definicion: En la-

Fig. 12.10 se presentan una serie de circuitos excitados por un generador de
tensién senoidal y frecuencia variable, y la representacidn grifica del modulo de la
tension de salida en funcidn de la pulsaciom.

Se observa que los circuitos indicados en aj), b} v ¢) no son sefectivos en
Juncion de la frecuencia, es decir que no discriminan entre sefiales de distinta
frecuencia, permitiendo el pase & todas con igual facilidad, resultando una
respuesta de amplitud constante. A este primer grupo de tres circuitos se le asigna
el nombre de dircuitos pasatodo,

Por otra parte, los circuitos del grupo restante tienen en comin,; desde el
punto de vista de su comportamiento, el hecho de discrimmar sefiales de distinta
frecuencia, permitiendo que pasen mis ficilmente algunas que otras, es decir que
son seleciivos respecio de la frecuencia. Asi el circuito indicado en d) se comporta
como un filiro pasabgjos; el ¢} como un filtro pasagltos; el f} como un filtro
pasabanda y el g) comeo un filtro supresor de banda,

Desde el punto de vista circuital ka caracteristica comiin de los modelos del
ultimo grupo es la presencig de intercambios energéticos de distinto cardcter.

Contrariamenie, en el primer grupo de circuitos, la caracteristica comdin eg la-

presencia de un solo tipo de intercambic energético. Analizando una gran cantidad
de c¢asos, en forma detallada, se encuentra que cuanto mayor es la relacion entme la
energia reactiva y la activa maés selective es ¢l circuito, Todo esto induce a definir

:
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YRz
Ry v A2
T Ate 2 _
M I @ R @
w
1} O Yoz
ot . Ei
(4L i
1o e ®
—————

€9
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para los circuitos resonatites una cifra de mérito llamada factor de selectividad
como el cociente enire ka potencia reactiva de un signo y la activa calculadas ala
frecuencia de resonancia. ¥ se lo indica como (J4. En consecuencia

P | P T

gf. ¢ gCa
Qo = = 12.1
q..a P{) PQ ( )

Obsérvese que en la Ec. {12.1), existen dos posibilidades de calculo, ya que
puede considerarse o bien 2 la potencia reactiva inductiva o 2 la capacitiva, esta
{iltima en mbdulo, dado que por definicidn y es un nimero real positivo.

12.2.3) Diferencias entce ¢l factor de mérite ¥ e de selectividad: Debido a
que en la practica, a veces puede confundirse al factor de merito @ con el factor
de selectividad Qg, es conveniente resaltar sus diferencias.

El factor de mérito mide cudnto se aproxima un elemento de circuito reactivo
real al ideal correspondiente. El factor de selectividad mide Ia mayor o menor
capacidad de un circuito resonante para discriminar seftales de ciertas frecuencias
frente a las restanies.

- Por otra parte, el factor de mérito es vaviable con la frecuencia, segin se
expresd en el Cap. 7, pardgrafo 7.16), pues para ciertas frecuencias el elemento .
reactivo real se aproxima mas o menos ai ideal correspondiente. Contrariamente,
el factor de selectividad tiene un valor constante para un dado circuito indepen-
diente de la frecuencia a que opera el mismo, pues su valer caracteriza la
propiedad global del circuito para seleccionar sefiales de distinta frecuencia. .

Puede darse un ejemplo para poner en evidencia la causa por la cual a veces en
la prictica estos factores pueden confundirse. Es de prictica noomal formar un
circuito resonante paralelo conectando en esa disposicidn w. inductor rzal y un
capacitor real.

En la Fig. 12.11 se ha construido el modelo circuital idealizado, donde a dichos
elementos reactivos reales se los ha reemplazado por sus equivalentes ideales, y sus

C— ey
L ot 1 L
¢ o=
R A AL
Fig.12.11 Fig. 12.12

e o
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tesistencias pardsitas o de pérdidas conectadas en serie. Pero como en general la
resistencia de pérdidas R, del capacitor es despreciable frente a ta del inductor
R;.la misma podré eliminarse, y llegar al modelo circuital ilustrado en la Fig.
12.12. De acuerdo a la definicidn del @ dada por la Ec. (7.16) y del @y dada por
la Be. (12.1), es evidente que para este circuito €l factor de mérito del inductor
reqi calculado a la frecuencia de resonancia del circuito tiene el mismo valor
numérico que el factor de selectividad del circuito.

12.24) Distintas expresiones del factor de selectividad para el cireuwito R £ C
serie: Aplicando la Be. (12.1) al circuito de Ja Fig. 12.1, resultan las siguientes
expresiones;

faro 1> Xp, Ly ox L

= = = 12.2
Qo Po It R I,> R _ (122)
o L
0 = -2E (12.3)
| y I x o
R TR 124
QD S P - Iz R - I 2 R " ( ’ )
o o 0
1
Gy = e (12.5)
Wy C R
 Por otra parte, la Ec. (12.2) puede reescribirse como:
0p = Iy wy L _ VLu
T I, R Ve
B Vie .
Qo= — . - (12.6)

De manera similar, de la Ec. (22.4):

fy 1 _
Wy C v
Qo = _— - Teo
Io R ' VRO
VC‘

Qo'—"_ - ' | N (%)
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Ademas, operando con la Ec. (12.3)
L 1 L

“R T VIC R
SLE V’L 5 (12.8)
Qo = R ¢ .

y en el proximo pardgrafo se demostrard que:

Uy =

Wo
Qo = ——— (12,9}

Aw -
¥ se encontrard también que Aco es el llamado ancho de banda.

En consecuéncia, el factor de selectividad puede calcularse en base a seis
expresiones que son las Ecs. (12.3; 12.5; 12.6; 12.7; 12.8 v 12.9). Obsérvese que
su valor queda expresado en funcion de los pardmetros RL,CY wy.

Por otra parie, de las Bcs. (12.6 ¥ 12.7) surge que:

'VLU =gy V (12.10)

~
1l

cog = Q0 ¥ ' 12.11)

es decir que en resonancia §a caida de fensidén en los elementos reactivos es (3,
veces la tensidén provista por el generador, Debido a esto es que normalmente a la
rescnancia serie se la denomina también resonaicia de rensiones.

Ademas, como generalmente @y > 1, porlo cual Vi, = Vo > Vial Qoselo
lama también coeficiente de sobrefension.

Es evidente, ¢ue de acuerdo con lo anterior, las curvas ilustradas en la Fig. 12.5
corresponden para gy > 1.

1225} Andlisis cuantitativo para pulsacidn variable. Estudio de las curvas de
L VoV, £5, Py Pyi Se estudiardn las variables indicadas, ya que del andlisis
cualitativo se desprende que son las més importantes.

a) Curvadef

a. 1} Consideraciones sobre la forma de la curve

En el pardgrafo 12.2.1) se traz6 en forma cualitativa la curva de la corriente,
que se reproduce en la Fig. 12.13, Obsérvese que en la misma se tendrd igual
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valor de comiente para dos valores distintos de pulsacién, y de as infinitas

posibilidades existentes se han elegido wy v w2

. Como para el circuito analizado, ¢l modulo de la corriente resulta:

v

\/Rz + (wﬁ"’—‘i“‘)z VR (X, —Xp)?

Es evidente que w; ¥ w, surgen del hecho que hay dos valores de pulsacién para
los cuales la expresion | X; — X | tiene un {nico valor que corresponderd a

Xr > Xo ya Xo » Xp respectivamente.

Para encontrar qué tipo de simetria tiene la curva deben relacionarse wy, w,y
wy. Dado que existen dos valores de pulsacion para que | X | = cre debera

curaplirse que por encimg de resonancia:

1
Gy L — ——— = cte
Wy C
y por debajo de resonancia:
e — uyy L = cfe

w; C

igualando las Ecs. (1212 y 12.13),

sz_ =

{12.12)

{(12.13)
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1 A Y
operando resolta, L fw; + uwn) = " (,,(_; ¥ ” ) por lo cual:
: 1 2
b (o + w2) 1
L + 1 = e 03 g = —— 12.14)
{w Y C (s @) ' z L (

1

De acuerdo a 1o expuesto en el Cap. 7, pardgrafo 7.8, es E*l" = g ? por lo que la

B (12,14} queda:

wy = VW Wy (12.15)

La Ee. (12.15) indica que la curva sepresentativa de la corriente es geoméri-
camentte simétrica respecto de la pulsacion de resonancia. :

Por otra parte si wj Yy g SO CETANAS 8 Wy, la media geométrica se convierte
en la media aritmética, resultando gue:

i + L2
Wo = : (12.16)

Es de hacer notar que como generalmente la zona de interés de las curves'
es la cercana a la frecuencia de sesonancia, es innecesario representar las mis-
mas en una escala de frecuencias desde cero al infinita. Puede utilizarse én
principio una escala que tome solamente una parte del rango total de fre-
cuencias a cada lado de la de 1esonancia.

Pero cabe considerar que, cuando se trata c¢on funciones variables con la
frecuencia, s¢ toma escala logariimica para la frecuencia lo que permite tra-
bajar en un rango muy amplio, y presenta ademds una ventaja adicional.
Como indica la Ec. (12.15) la curva presenta semetria geométrics, por fo cual
al representarse grificamente en funcién de una escale logaritmice resultard
simétrica respecto del eje vertical que pasa por el médximo.

En cambio, representada en escala lineal para una amplia gama de frecuen-
cias resultard asimétrica. A veces, también a efectos de representar una amplia
gama de valores para el eje de ordenadas, se utiliza para ello una escala loga-
ritmica, lo que no afecta la simetria de la curva respecto del eje horizontal.

a.2) Ancho de banda Relacicn con el factor de selectividad

De todos los valores de pulsacidn que satisfacen la relacién dada por la Ec.
(12.15) existe un par de valores que adquiere especial significacion para el andlisis
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de las propiedades del circuito. El par de mencionados valores son aquellas
pulsaciones para [as coales:

X = R =cte S (1217

por la Ec. (12.17), por encima de resonancia serd:

i .
Wy L — - =R {12.18)
Lda C
y por debajo de resonancia.
i
- - wy L = R {(12.19)
by C

sumando miembro a miembro fas Ecs. (12.18 y 12.19)

: 1 ! 1
Liwy—w,) -*——(—*—*—-*-—-*) = 2 R porlocual
- 2y (g _
. 1 Wz — Wy N
Liwy —wy )+ — (~—~—— = 2 R (12.20)
c Wy g )

Er la Ec. (12.20) se desigha w; —w; = Aw y de la Be. (12.15) resulta
W, Wy = we” por lo cual reemplazando y operando resulta:

L Aw+

1
—— Aw=2R (12.21)
o C
. 2 1 .
COMmo €11 WSONANCId g™ = — ..
LC :

we® C

=7 (12.22)

reemplazande laEc. (12.22)en la Ec. (12.21):

LAw+L Aw= 2R .

L = : 12.23
R Aw (12.23)
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y como interesa refacionar el mencionado par de pulsaciones con el factor de
selectividad Qg, de una de las posibles expresiones del mismo; la Ec. (12.3),
resulta que: '

.Qo.

to. (12.24)
R g ' .
reemplazando la Ec. {12.24) en la Ec. (12.13) y operando surge:
) e o (12.25)
T Aw '

que naturalmente coincide con la Ec. (12.9) no demostrada en esa oportunidad.

La Be¢. (12.25) indica que el factor de selectividad residta el cociente entre la
pubsgcion de resonancia y Iz diferencia enive las pulsaciones para las cudles el
modulo de la reactencia total del circuito se hace igud a lg resistencia del mismo.

Con el objeto de caracterizar en forma més prdctica la condicién | X | = R, si
en la expresién del mdduio de 1a corriente:

V.
N o

se reemplaza dicha condicidn, resuitando:

I=

v

I]IXI=R :W

vV
1]””:1? = 0,707 3 = 0,707 I _(12.26).

por lo cual A w puede interpretasse como la diferencia entre las pulsaciones para -
las cuales la corriente se reduce a 0,707 * de su valor de resonancia, o sea de su
miximo valor. En consecuencia disponiendo de’la curva de la corriente, el
mencionado A o puede determinarse como se ilustra en ia Fig, 12.14,

Pero como se menciond en el parigrafo 12.2.2) la curva en andlisis corresponde
a la caracteristica de un filtro pasabanda real. En la Fig. 12.15 se han graficado las
caracteristicas de un filtro pasabanda ideal y uno real. Se entiende por filtro ideal
2 aquél que no produce atenuacion en lz banda pasante y atenda completamente

* Esta disminucién de la cornente corresponde a una cafda de 3 decibeles.
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Y
lo - — lo e __T— . '_1
! { ——r— | BEAL
00Ty = — - '—"i*'“— e o107 lgt — — _3_
] A
* | + i | l e RE £
o ' N
1 [ | - E — -
) Wy |wp w ‘-"lf Wy ]"”2 a
Bl o 1 BN
Fig. 12. 14 Fig. 12.15

la no pasante, De la comparacion de fas dos respuestas se observa que el llamado
encho de banda dgl filtro ideal estd claramente definido, no ocurriendo lo mismo
con el de un filiro real, cuyo anche de banda debe ser fijado por convencidn.

Por ser la condicion [ X| = R ficil de aplicar y contener significado
tecnologico como se verd mas adelante, se fija por convencidn el ancho de banda
de un filtro real como lp diferencig entre las pulsaciones para las cuales ia
respuesta se reduce al 70, 7 por ciento de su valor maximo, '

En base a lo antedicho, y tendendo en cuenta la Ec. (12.25), es cvidente que
cuanto mas selectivo sea un circuito, menor sera su ancho de banda.

8.3) {nfluencia del valoy de Qy sobre el aspecio de las curvas

De acuerdo a lo expuesto anteriormente se deduce que fijada la pulsacion de
resonancia, es evidenie que el aspecto de la curva de corriente dependerd del valor
de los elementos pasivos del circuito,

Se ensayarin a continuacion algunas de las posibilidades que se pueden dar
para el circuito resonante serie. Por ejemplo, para tres juegos de valores con
el objeto de observar la respuesta del mismo. Con el objeto de realizar el
analisis, deben recordarse ias expresiones de:

PR (12.27)
0 R ey
wo? = e | (12.28)
¢ LC ¥ :
O = wo £ (12.29)
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Las posibilidades a analizar son:

3'3'1) . Woy = Wo, = 0)03

En virtud de fas Ecs. (12.27; 12.28 y 12.29) resulta que:
G = G =

QO; < QO: < Q03

En la Fig. 12.16 s&¢ comienza trazando la curva para el Qg 5 que se toma como
referencia. La curva correspondiente a g, serd de menor amplitud y comparati-
vamente mas ancha debido al aumento de resistencia. La correspondiente a (o, $¢
traza con el mismo criterio. Las distintas cutvas no podran intersectarse pues al sey
L y C constantes y al cumplirse que R, > R, > Rz siempre resultarda que
L < I <I.

¥
‘o3t FE

g
4
e

gy tdpg *Ip3 w
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_ Néteée_ que al disminuir_ la resistencia aumenta la selectividad, |
23.2) ' Gp, = Wog T Woy |
Ry = Ry = Ry
Ly < Ly < Ly
Introduciendo estas condiciones en las Ecs. {12.27; 12.28 y 12.29) surge que:
Oy > Cy > Oy

Qﬂl < Q02 < Q{)3

;3 =!02 - Io

1 3

En la Fig. 12,17 se grafican {as curvas correspondientes, teniendo en cuenta que
todas tendrin el mismo valor maximo, ¥ que a medida que aumenta el factor de
selectividad las mismas se hacen comparativainente mas angostas.

3
s
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Obsérvese que al increrhentarse ta inductaricia aumenta la selectiviciad.
2.3.3) o - Wp, T Wy, = oy
R, > Ry, > R,
Ly <Ly <UL

Relacionando estas condiciones con las Ecs. (12.27; 12,28 y 12.29) resulta:

¢, > Co > Cy
Qoy < Dy, < oy

Toy <oy <1y,

Fn fa Fig. 12.18 se trazan las curvas correspondicnies considerando que a
medida que aumentan en valor maximo deben ser comparativamente mis angostas
dado que aumenta el factor de selectividad.

Ina*on

L .
Wy =gz sWoz

€1p'

Fig. 12.18.
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Es evidente, que al disminnir Ia resistencia e incrementarse la inductancia
auments la selectividad. : '

De los tres ejemplos dados se observa que, al modificarse el valor de fos
clementos reactivos sin alterar el resistivo, se varia el ancho de banda sin alterar el
valor maximo de Ias curvas. Pero cuande se varia el elemento resistivo ademas del
ancho de banda se modifican los valores maximos de las curvas.

b} Corvade V.

En el andlisis cualitativo realizado en el pardgrafo 12.2.1) se trazé la curva
de V. que se reproduce en la Fig. 12.19, acompafiada de la dc ¥V a efectos
meramente comparativos,

——
w

Fig. 12.19

£l objeto es encontrar las expresiones de fa pulsacion parala cual se produce el
maximo de tension sobre el capacitor, y de dicha tensidn méxima.
£1 médulo de la tensién sobre el capacitor es:

vV

V& (w2 )

- operando
w . pe
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c= " - como L C =
Vw! € R 4+{e? [ C~ 1)? Wp

NERr A
L

El yiximo de V. se dard cuando en la Ec. (12.30) la cantidad sub-radical sea
minima, paralo cual sereemplaza w = we ¥y se efectia;

-4t - Gt '
~—[mC’ c? R’—l—( CE —-1)EI=O
dw g

Wt 2w
2wp CF R2+2( < - 1) £ — 0 porlocual,

2

(12.30)

Adg o
2
) L R S
We Gty
. ,  wet R (P .
Wit = ot — “———‘-—é———“ én consecuencia:

2 2 2
we® R C

(-JC: = w02 (l— "“——5‘“‘**—-)

. . .
perode laEc. (12.5)es wy? RY C? = oo por lo tanto:
' i}

we* = wo’ (1_ 2 Qoz)

. .A " 1 3 . !
we=0up A1~ o (231

La Ec. (12.31) da la pulsacién correspondiente al maximo de tension sobre el
capacitor. Si ahora en la Ec. (12.30) se reempiaza w por la expresion de wp
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hallada recientemente s¢ encuentra ei méximo de tensidn sobre el capacitor, a
saber; o

VC’m -

: [ 2
) wtl) (1_ ; 2)
2 (1._. __.,..1__.) Cl R‘l_‘_ ZQG ‘—l
: wo®

y por la Ec. {12.5} resulta, operando;

78
Ve = \/___I__ (1“ 1 )Jr( 1 )2 por lo cual
0o* 200" 204"
Vv
Vem = Qo - 1 (12.32)
L4

La Ec. {12.32) da ef modulo de la mixima tensitn sobre el capacitor.

De las Bes.{12.31 ¥ 12.32) se observa que tanto w- como Vi, dependen del
factor de selectividad del circuito. Se¢ tomarin, por lo tanto, algunos valores
limites para el o con el objeto de observar ¢l aspecto de las curvas de V. En
atencién a las ecvaciones mencionadas, surge que si @y = %9 we > wy ¥
Vem — o s decit que of miximo infiaito para Ve se da para fa frecusncia de
resonancia g .

Naturalmente que esto sucede en un circuito resonante ideal sin resistencia. En
la Fig. 12,20.2) se ilustra la situacidn mencionada.

Nétese que no son necesarios valores de o muy elevados para que cop = wy.
Si por ejemplo Oy =707, wp = wWp ¥ Ve, = 1,07 V, con un error menor del
1 por ciento, el miximo para Vi se da para wgo tal como se grafica en Ia Fig.
12.20.b). Obsérvese que se verifica que para wy es Ve, = Ve, = Q0 V.

Si por otra parte g = \}i swe= 0y ch = } y en este caso el maximo
para ¥ se da para frecuencia nula, como se ifustra en ia Fig. 12.20.¢).
. . i L .
Finalmente, si Oy < \7—-2— 1w = Imaginaria ¥ 1a Ec. (12.32) no puede aplicarse

dado que no existird in miximo para V., es decir que para w» = 0 no existird una
tangente horizontal a la curva de ¥» como en el caso amnterior, dicha situacién se
muestra en la Fig. 12.20.d).
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¢} Curvade V.

£l anilisis a reatizar es similar al desarroflado para la curva de V.. En Ia Fig.
12.21 se grafica la curva de ¥V, acompafiada de lade Vp a efectos comparativos,

k
Vi T |t -
r
AR
VLthO'V :—— - —---I-— — - L J— -
Y/
v -———————t-— - l|—— _—— =
|
/A
| 'l — YR
1 |
L
| i :
Nl
|
[ .
Fig.12.21

El mbdule de la tensién subre el inductor resul ia;

vV

l 2
R2+(wL— —_—
-wC

Vy= X, I = wl operando,

= woz

V, = coma

i
‘/ &2 . 2 LC
w? L2 t (l'" o LC )

v, = : :
L \/Rz v (12.33)
Gt e




224 Andlisis de Modelos Circuitales

El maxitmo de ¥, se daci cuando en la Ec. {12.33) 1a cantidad sub-radical sea
minima,parala cual se reemplaza w por wy ¥ s efectua:

g R woz L § .
57 T 2 =0
de § wy” L Gy, _

2 R wo2} 2 we?
-~ + 2|1 — =0 por lo cual,

(‘)L3 L'Z wL (.&JL
R? 2w
L A I
L? wy,
T _ wo?
@i T R?
L= 2g? L2
perode la Ec. (12.3 K : o tants
rode la B, ) es: = or 10 fanto,
pe ) woﬂ L'J Q(’Z p
2z
w
™ 307
Wy

(12.34)

Wy = )
N

La Ec. (12.34) da la pulsacién correspondiente al mdximo de tensidn sobre el
inductor. De la comparacién de as Eos. (12.31) y 12.34) se desprende que wp ¥
w; son geométricamente simétricas respecto de la puisacion de resonapcia.

Si ahors en la Ec. {12.33) se reemplaza w por la expresién de w; hallada
recientemente, se encuentra el maximo ds tensién sobre el inductor, a saber:

S

we? L2

—

et |

]
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teniendo en cuenta la Ec. (12.3) y operando resutta finalmente que:

oy
Vim= Qo (12.35)

N

La Ec. (12.35) da el modulo de la mixima tensidn sobre el inductor. De Ia
comparacion de las Ecs. (12.32) y (12.35) se desprende que Vo, = Vi ..
Por otra parte, de las Ecs. (12.34) v (12.35), se desprende que w; 'y ¥, .,
- dependen de g, por lo cual se adoptardn valores particulares para el mismo, con
el objeto de estudiar el aspecto de ta curva de V.

Si Qo o : wy > WY Vi, — = queseilustraenlaFig. 12.22.a).
SiQp =707 ;wy = Wy, ¥ Vy,, =707 F como se muestra en la Fig, 12.22.b).
SiQo =

L. ; wy > oo y ¥y, =V situacién que se flustra en la Fig. 12.22.¢).

V2
Finalmente, si 0, < \/—.E ; W, = imaginaria y no existird-miximo para la

.tension sobre el inducter, como se grafica en la Fig. 12.22.d).

Concluido este andlisis para ¥ y ¥ es importante hacer notar que, comoen
electrénica la mayor parte de los circuitos resonantes poseen 0y = 7,07 sucede
que €R €3¢ CaS0 We = Wy = wy, es decir que los valores méximos para ¢l
modulo de Ja tensidn sobre el capacitor v el inductor se dau para la pulsacion de
resonancia, v resultan mayores que el méodulo de la tension gue impone el
generadar,

d) Curvasde Py;P vy Pq,

En el pardgrafo 12.2.1) se trazaron ¢n forma cuglitativa las curvas de potencia,
segn s ilustra en Iz Fig. 12.9. Bs proposito inmediato calcular lag abscisas y
puntos extremales para la potencia reactiva, como asi también los valores de fas
potencias aparente y activa para las puisaciones carrespondientes a los puntos
extrernales antes mencionados.

Come la potencia reactiva es: :

Py=Visenyp

podri escribirse como:

vV X '
Pp=V— e = P = PP 12.36
7 zZ Z Z? R* 4+ x? ( )
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v los puntos extremales resultaran de: .

R+ -2x°
0'”[““@—::‘;7*

yeomo V ¥ 0

[~ I~
By

RZ — XI
—e = ] ue se cumplira si:
(R + X%y a P

[ X =R {12.37)

la condicién de mdximo indicada por la Ec. (12.37), es la misma que la
uvtilizada al definir el ancho de banda, ¢ indicada en esa oportunidad por la Ec,
(12.17).

En la Fig. 12.23, se indica como wy | ¥ w,, @ las pulsaciones para las cuales se
producen los puntos extremales seffalades. Imponiendo la condicién indicada por
la Ee. {12.37} s¢ podrin determinar las pulsaciones mencionadas sabiendo que
pare pulsaciones mayores que wo deberd cumplirse que:

1

2 W, C

= R multiplicando por o, y operando,

2 R I —
W, 7 YT ] c =0
R
T — -
qu I qu Wy =

ecuacion de segundo grado que tiene por solucién;

-

_R Ry,
¥z T oy T \/(ﬁ) T o 23)
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Fig. 12.23

. R
Notese que como la cantidad subradical es mayor que P el signo negativo

para la raiz carece de sentido fisico, dado que implica una pulsacion negativa. En
virtud de lo antedicho, y operanda con la Ec. (12.38) se entiende:

R R 3 ‘
wq. = = T (@wp J( + 1
2 2L 2 Ly

pero por {2 Ec. (12.3) resulta,

R ) .
wW,, =—— + w 1+ ' 12,39
2 21 ° N 4 Qo* ¢ )

1

1
We, C
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y operando de manera similar al caso antegior, resulta que:

R ' 1
w = — — + w 1+ - 12.40
qi 2 L Q 4 Qog ( )

Las Ecs. (12.39) v (12.40} permiten calcular las pulsaciones para las cuales se
producen los puntos extremeles para P,. Adviértase que dichos puntos se
encuentran a fa misma distancia hacia uno y otro lado de la pulsacién de
resonancia. Ademas si (25 > 5 con un error menor del | por ciento, dichas
ecuaciones resultan:

R
(;qu = E—Z + Gk '(12.41)
R
= + Wy (12.42)
1 2L S

por lo cual sumando miembro a miembro y operando resulta que:

g1 T Wyg

2

%)
Wy =

que indica que para la condicidn impuesta respecto del valor del factor de
selectividad, wg resulta la media aritmética respecto de o, ¥ Wy, Bn efecto,

R
teniendo en cuenta que A = Aw,las Bcs. (12.41) y {12.42), pueden escribirse:

Aw
Wy, = Wo +

Aw
o1 = @0 =TT

Conclusion sinﬁiar se encontrd al estudiar la forma de la curva de corriente, en
la Ec. (12.16). La ordenada de P,, para los puntos exiremales, se hallan
reemplazando la condicion de méaximo dada por 1a Ec. (12.37) en 1a E¢, (12.38),

resultando; - o R b2

F
q,i)ﬂ:R 2 R? 2R

P,
quaxzp'qmr'n = -0
2 (12.43)
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v
Por otre lado la potencia aparente resulta Py = VI = ¥ >
V?
VR X1

que para la condicién dada por la Ec. (12.37) es:

Py =

-VI
P i = —— = 0,707 7 (12.44)
Slixi=r V2R Se
Finalmente, la potencia activa resulta:
2
P=Vieos g=V —
) Z VA
R
P = V2 - -
R* + x?
y para la condicidn dada porla Ec. {12.37) resulta:
2 Pso
= = 1245
{x[=r 2R 2 { )

Los valores indicados por las Ees. (1243, 12.44 y 12.45) se encuentran
indicados en {a Fig. 12.23.

De acuerdo a lo antertormentc expuesto es evidente que Wy, ¥ @y, Se
corresponden con las pulsaciones <« v sy introducidas al definir el ancho de
banda en el pardgrafo 12.2.5). A estas pulsaciones que verifican la condicién dada
por la Ec. (12.37) se las llama pulsacién de corte inferior y superior respectiva-
mente,

Pura estas pulsaciones se verifica que la corriente es 0,747 de su valor méximeo,
la potencia reactiva es maxima, la aparente es 0,707 de su valor maximo v que la
activa es a mitad de la maxima potencia que se obtiene de resonancia. Por esta
iltima razén es que a las mencionadas frecuencias de corte para las cuales
1 X1 = R se las Bama también frecuencias de media potencin.

12.2.6) Andlisis de la resonancis para 'y L come variables: FEn el andlisis
realizado anteriormente para el circuito resonante seric se impuso el mantener
copstante los pardmetros: del circuito, y considerar variabie Is frecuencia de 1z
tension impuesta por el generador. Pero segiin lo expuesto en el Cap. 7, parigrafo
7.8) es posible llevar el circuito a resonancia fijando la frecuencia jmpuesta por el
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generador ¥ modificando el valor de alguno de los elementos reactivos. A este
proceso que lleva el circuito a rescnancia se 1o fama sinronia.

Es proposite de este pardgrafo exponer un resumen del andlisis cualitativo de
dichos procesos.

@) Resonancia con capacitancia variable

El analisis 2 realizar es el ruismo que se efecind en el paragrafo 12.2.1), como
as{ también las ecuaciones a emplear, teniendoen cuenta que ahora la variable es .

En la Fig. 12.24 se grafica la variacidn de la impedancia y sus componentes,
teniendo en cuenta que:

R = ¢te K= wi o= cte
L = cte

-
0
t

i
—— hipérbola equilatera.
wdC

W= cte

! Fig. (224
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Para facilitar la construccion se traza — X .
X =X, — X¢ enlacualsic
C=+0: x> — Xo
C=0C:X=10

C>oo, X >X, = cte

Z=VR 4 (X, X)? = VR*+X* en la cud si:
C-> 0,2~ (XI
C=Ce¢Z =R
Crw 7+ R+ X% = e
En s Fig. 12.25 se traza la variacién de ¢, teniendo en cuenta que:
Yy = arclg R en la cual si:
C - 0; l‘az - - ﬂ'f{Q
C=0Coipz =10
Xy
C = oo @, ™ arctg —F =cle
R
En la Fig. 12.26 se traza la curva de corriente y las de las tensiones, teniendo en
cuenta que.
¥ = cre

I =

Y.

en la cual si

C> 0,2+ . J=>0

Vv
C=Co;Z=R.I=—

R ¥V
C_}"";Z"_""‘RET#E I ——mz(.'fe_

VR + X,
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Ve = R. I, por lo cual variard en la misma forma que J pero afectada por la
constante R.

V; = w LI, que variard en forma igual af pero afectada porla constante X, .
Fara la construccion se ha supuesto X; > R.
En fa misma, si:
C>0;I>0.V¥V, > =
4 wil
C=Col=—" V=V —=V
a R L R Co

y VX,

C— oo ] > s L V) == = e
. VR + X} VR + X, ?
l _ _
Ve = ——= [ en la cual, sic

wC :
C>0; X, ~> 0; Xe >R Vo=V

Vv 1 :
C=Cyp:l=— & Vom ——— Vo=Qy V
0 R €T WG R %o

Vv

VR + X2

C—+ ooyl Ve = 0
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Como se explico en el pardgrafo 12.2,1) ¢l maximo para V'~ se corre hacia la
izquierda y adoptard un valor, que en el grifico se indica como V., para un
dado valor de capacidad C,,,.

Notese que al ser € la varable, las amplitudes maximas para Vo y Fy son
distintas. Andlisis similar af efectuado en el pardgrafo 12.2.1) puede realizarse pars
las polencius,

Notese que al igeal que en el case de pulsacion variable, también shota cuando
¢ = Cp se logra impedancia minima y resistiva pura; maxima corriente y factor de
potencia unitario. Finalmente, se realizard un breve analisis cuantitativo 4 efectos
de observar la influencia del valor del factor de selectividad sobre la ubicacién del
maximo de tensién sobre el capacitor. El mddulo de la tension sobre el capacitor

[ - | v Xc
VR + (X, — Xc)?

Ve que tendrd un maximo cuando: (1245

dVe _ o IR+ (X ~Xgp)' 1"

dXC - R2+(XL - Xcvm):

Y XemIRY + (X, = Xo,) 217 % 2 (X, — Kop) (- 1)
R? + (XL - XCm) *

donde se elimind V por ser obviamente constante y distinta de cero. La Gltima
expresion se anulard cuando:

(X, ~ Xem)

2 )
[R +(XL—XC‘m)2] = XC
[Rz + (XL_XCm) z J %

)

R* + (X, —Xpp)? = X2 —Xp,, X, operndo:
RE+ X%+ Ko =2X, Xopy —Xop® + Xepy Xp =0 5

R+ X, — X X; = 0 por lo cual,

Ko = M de donde,
XL
1 - RP+ X
wC, B e L
L I
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perc en resenancia se cumple que: -

1 1
X, =wl =~ L= ——— 12.47
L o Co o Cy ( )

por lo cual multiplicando y dividiendo la Ec. {'12.46) por Cy y reemplazando el
valor de L dado pos la Ec. (12.47) resulta:

Co
; L
R ow gy’ [j + (Em)l!
R 7

y en virtud de las definiciones de Qp:

CR! =

"Q"i“i' (1 Q%)
C, = b {12.48)
1+ L
Qo?

La Ec. (12.48) da el valor de capacidad que hace mdxima la tension sobre el
capacitor. '

La condicidén dada por la Ec, (12.48) puede reemplazarse en la Ec. (12.45),
para hallar el maximo de ¥, previamente ordenada de la siguiente manera:

v Xem v Xem
R R
ch = = {12.49)
JI(L:{_E) JH(;&_{%)Q
_ R R R
eTo = ue por la Ee. (12.48
p R wC, R que por la Ec. ( )
¥ L+ o
1 2 ' . .
cn %° - g, (1 + 12) (1250
R w R CQ QO '
Ademais,
X X, ) o
AL fem ~ 1+ = — — (1251
e | - o 02
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Reemplazmdo las Ecs. (12.50) y {12.51) en la Ec. {12.49) surge que:

1 . i
V Qo (1 + —«C:);,_;) V(QD + -é—;)

Ve = =
C \/ R / T

Qy° | v G’

1 4 1 + 2
Voo = ¥ Qo - ] o

—— JTiar

0o N - 12 1t @y
1]
Vem =V V125 (12.52)

La Ec, (12.52) da la expresidn del maximo de tensién sobre el capacitor.
Analizando las Ecs. (12,48 y 12,52} se desprende que i

QU = lol;Cm :Cg}" VCm ‘N"QO ¥

y para valores de {y mas bajos se cumplird que C,,, < Cy como ¥, dada porla’
Ee. (12.52).

b} Resonancie con inductancia variable

El andlisis es similar al efectuado recientemente, teniendo en cuenta que ahora
Ya variable es L. '

\«"R?J-xg'

P Fig. 12.27

! _tEgrels

€1
mi
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¥: -

=

-—— Fig. 1228

A

X
utulu['—-g-‘ -
4 S
-5 I—_

e N M
c t N
v o "“—"—11“‘ R :*‘:__f._"::_';;; Fig. 12.29
VRE+ x§ 45 dm J

En la Fig. 12.27 se grafica la variacién de la impedancia y sus componentes, y

en la Fig. 12.28 la variacidn del dnpulo de fase de dicha impedancia.
En la Fig. 12.29 se trazan las curvas de corriente v las de tension.

E! modulo de 1a tensién en ¢l inductor es:
v X,

i VRY (X, _XCI) :

43

realizando procedimiento similar al anterior se lega a que:

) C1253)

Lm —_ -Lo (l"" Q02

¥ que:
' (12.54)

Vim=V VIFOgF

m
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Analizando las Ees. (12,53 y 1258 resultaquesi @y 2 102, =L oy Vy
= (g V, para velores mis bajos de Qg se cumplird que L,, > Lycon ¥, dada
por la Ec. (12.54). '

Andlisis similar al efectuado en el pardgrafo 12.2.1) puede realizarse para las
- potencias.

12.3 Resonancia en un circuito R L C paralelo

En el paragrafc 12.2) se analizé el comportamiento de un circuito R L C serie,
excitado por un generador de tension de modulo constante v frecuencia variable.
En la Fig. 12.30.a) se muestra dicho circuito al que se adjunta la expresion de
su impedancia para una pulsacién cualquiera. En la Fig. 12.30.b) se muestra el
circuito sesonante paraielo excitado por un generador de cordente de modulo
constante y frecuencia variable al que se ;adjunia la expresion dela admltmlcm
para una puisacion cualquiera.

La comparacitm de las ecuaciones que describen el comportamiento de ambos
circuitos demuestra que los mismos son duales. Por ejemplo, 1a impedancia del
circuito serie, se¢ comportard frente a las variaciones de Ia frecuencia de modo
idéntico que la admitancia del circuite paralelo. .

En consecuencia, en base al principio de dualidad podrin extenderse los
resultados hallados pare el circuito serie al circuito paralelo, realizando los
cambios adecuados en las variables que indica dicho principio, segin se expuso en
el Cap. 3, pardgrafo 3.7.3).

En viriud de lo anteriormente expuesto, en la Fig. 12.31.a) se gralican las
variaciones de la admitancia y sus componentes, ¥ el la Fig. 12.31.b) la variacién
de dngulo de fase. En la Fig. 12.32 se presentan las curvas de corrientes y en la
Fig. 12.33 las correspondientes a las potencias.

S—

BUALIDAD

3

()\

r
i
LAY

ES

il

H|

(43

AALS
l_

Fig. 12.30 " @ we
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Fig. 12.31

Segimn va se expuso en el Cap. 7, pardgrafo 7.9) se verifica que a la frecuencia

) 1
de resénancia wy = ——=——, ¢l circuito prestnta minima admitancia, conductiva

VL C

pura, y factor de potencia unitario. Toda la corriente provista por el generador
pasa por el resistor.

Notese que si a este citcuito resonarte paralelo se lo excita con un gererador de
tension, en resonancia la corriente total del circuito serfa minima y coincidiria
con la que circula por la resistencia. Para la situacidn indicadd por la Fig, 12.30
pueden extenderse algunos de los resultados del analisis cuantitativo. Por ejeruplo,
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W

Fig. 12.32

L

\

7

P e

Fig, 12.33
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las expresiones del fucror de selectividad para el circuito vesonante paralelo
resultan: .

0y = — (12.55)
0 Wy L ) '
Qo = wy CR ' (12.56)
i !
2 :—f;‘JL = -°~f (12.57)
Qo = R (12.58)
Qo = E% (12.59)

De la Ec. (12. 57) s¢ desprende que para resonancia: [ , = Icy = Qo {, por
lo que a veces se dice que en el circuito paralelo existe una resonancia de
corrientes, v que el factor de selectividad (Jo debe entenderse como un
coeficiente de sobrecormiente,

Alcanzado este punto, es interesante resaltar algunas particularidades de estos
. circuitos rescnantes, Segln ya se expresd, el circuito resonante serie alimentado
por un generador de tension resulta muy selectivo en funcion de la frecuencia. Si
en cambio, se lo excita con un generador de cormriente, al ser éste de mddulo
constante al igual que ta caida de tensién sobre el resistor, las caidas de tension
sobre el inductor y capacitor serfan proporcionales a sus respectivas impedancias,
por lo ¢ual el circuito no seria pasabanda. Es decir, que para que un circuito
resonartte sexie presente caracteristicas de filtro pasabanda debe ser excitado por
un generador de tensiém.

Pero es de hacer notar que la mayoria de los circuitos resonantes se encuentran
excitados por generadores de tensién constante, y resulta interesante analizar el
efecto de la impedancia del generador, que en la Fig. 12.34 e indicada como Rg
y 8¢ supone resistiva pura.
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De acuerde z los andlisis realizados para los circuitos resonantes seri€ ¥
paralelo, se desprende que si se dispone de un generador excitador de baja
impedancia interna serd conveniente utilizar un circuito resonante serie con el
objeto de lograr un alto valor de factor de selectividad. Contrariamente, 31 ¢l
generador posee alta impedancia interna, con el mismo fin-anterior sc utilizard un
circuito resonante paralelo,

Debido a que en las aplicaciones de la electronica la mayorfa de los generadores
excitadores empleados poseen alta impedancia intema, resulta que el circuito
resonante paralelo es mas empleado que el serie.

Pero es de hacer notar que el circuito paralelo ilustrado en ta Fig. 12,30.b) es
un eircuito ideal que se presenta en los usos comunes de modo aproximado. In
paragrafos posteriores se analizard el circuito resonanie paralelo como se presenta
eh Ja practica.

12.4  Curva universal de resonancia

Del analisis realizado en el pardgrafo 12.2.1) sobee la esonancia de un’ ciseuito
R L C serie que se ilustra en la Fig. 12.1, se desprende por ejemplo, que las curvas
de corriente, poseen todas la misma forma, difidendo s6lo en amplitud v factor de
selectividad. Esto es de esperar dade que las mismas responden a idéntica
expresion, que resuita:

- v , _
i = 1 (12.60)
R+j (

wl — ——
wC
Si se divide a la corriente por su valor de resonancia}_g ¥ a la pulsacion por su
valor de resonancia cg, las mencionadas cantidades resultardn adimensionales v se
podrd normalizar la Be. (12.60) que puede ser aplicada a todos los circuitos -
resontantes serie. Con ese fin se extrae factor comitn R en el denominador del
segundo término de 1a E¢. (12.60) resultando:

i v : ' 1.61)
- _ | (12.
R ywj Lt fwr - L -
R wd
dado que ry = I, sacando factor comdn L en el denominador del segundo

término y dividiendo y multiplicando por g resulta:
1

g ol (_w_ _ _____l__#)
R Ly wwel C

I =1, (12.62)
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wy L 1

T 1
- = " o lo que es lo mismo:
i 1+7 Qo (L————f)
o
! : (12.63)
e F)

Notese que en fa formudacion de la Ee. {12.63) se ha supuesto R constan-
te en la regibn de resonamcia, aunque en realidad en algunes casos R puede
depender de la frecuencia. Pero como el empleo del O, elimina a dicho pard-
metro de las ecuaciones, debe suponerse que ei factor de selectividad perma-
nece constante en fa regidn mencionada.

Expresando la Ec. (12.63) en modulo y fase:

1 R Qc.[i - A } (12.64)

T \X”[Qo (%__[fn)]’ fo S

0

en 1a cual el madulo de la relacion normalizada de corrienie resulia:

"'{“ = l Z (12.65)
* el )]
y la fase de dicha respuesta normalizada es: |
. @ = — arctg Up (");:;--— _’;’—) : | (12.6§) B

Come la Eec. (12.65) no es nada més que la expresion de la corrente
normalizada para un circuile resonante serie, representada grificamente en

funcién de — en escala logaritmica, resultard una curva geométricamente simé-
0
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trica, segln se expresd en el paragrafo 12.2.5). En la Fig. 12.35 se graifica fa
mencionada relacion para un determinado valor de Q. Es decir que la relacién

—~~ tiene el mismo valor para des frecuencias f; v £y tal que su media geométrica

0
es fp. Ademis el dngulo @ tieme parz ambas el mismo valor abscluto pere signos
contrarios. )

En cambio, sise la grafica en escala lineal, para el mismo valor de 2y como se
flustra en la Fig. 12.36, la curve se presentard asimétrica. Sin embargo, es
aproximadamente simétrica para frecuencias cercanas a la de resonancia, es decir

para una relacidn de frecuencias — =~ 1. Este hecho hace que puedan
. 0
desarrollarse a partir de fa Ec. {12.64), formulas aproximadas mds simples que dan

lgar a la curve wmiversal de resonancia, que podra utilizarse bajo ciertas
restricciones, que se explicardn més adelante.

l
1
|
|
|
|
f
|

L)
ESCALA LOGARITMICA fo FSCALA LINEAL "f'“o

Fig. 1235 - Fig. 12.36

Liamando desviacion relativa de frecuencia respecto de'la resonancia a.

' /= 1o

§=—— 12.67
fo ( )

operando con Ja Ec. (12,67} resulta: _

F— % ' f '

f+l=— 4+ 1 =" {12.68
fo fo ' )
de 1a cual también es = — ! {12.69)

d+1
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' en consecuencia, en base a las Ecs. {12.68 y 12.69) resulta que:

J " i B R R RS R U
e = § F o= =
fo f 6+ 1 _ 3+ 1
' Z 5+ 2
AN R L LR (12.70)

si se analiza la regidn cercana a la de resonancia de forma tal que se cumpla que
|81 € | se verificard en forma aproximada en la Ec, (12.70) que:

bajc este supuesto, la Bc. (12,63} resulta:
I 1 :
—= , (12.71)

de la cuai derivan mbdule y fase, a saber:

I I '
2o (12.72)
Jo VT +3(0 &

¢ =~ arctg 20 & (12.73)

0% e N
y o T
) qQ
[ Ve ] ____:\\_L\ e ; - ——08
-l_c .
g0 . A 08
A 4 \
—oge L . \ : 0.4
NN
~eo°__,’ . , S ‘\\ﬁ_ 0,2
[
O N B [ i .

3 7 o i 2 > Fig. 12.37

agh

Las Ees. (12.72 y 12.73) se representan en la Fig. 12.37 tomando como
variable a (3 & con ¢l objeto de independizarse del factor de selectividad.
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Nétese que la relacion de corriente resulta la unidad para Ia frecusncia de
resonancia, ¢ lo que es lo mismo para & = 0. Dado que -y es el dnguloentre 7
eTo, 9 = 0 se da para resonancia, donde la tensién impuesta. por el gene-
rador y la corriente estdn en fase.

Si ¢ es positivo, indica que Ja corriente adelanta respects a la tensidn total, es
decir, que el circuito se comporta capacitivamente, que resultard para valores.de
& negativos pues s dan para la regién anterior a la resonancia.

St ¢ es negativo, indica que la corriente atrasa respecto de la tension total, es
decir que el circuito se comporta inductivamente, que resultard para valores de
Oy © positivos pues se dan para la region posterior a la resonancia.

Ceneralmente, las curvas universales se expresan en términos de admitancia
normalizada, lo que puede derivarse a partir de Ja Ec. (12.71). Comno se excita con
un generador de tension de modulo constante se cumple que:

I = VY

Iy = V Yo = V G porlocual,

T ¥ _
? = {12.74)
o
Y B0} e - — X
aos /I \\ o ¢
607 \‘ \ X
a0 \ o7

L1 \
o ' / \ \\ | 04
/ \

\\/

gom - \
/
/

- 40" > 03
~ 60 . e _ \\\ 02
R
LY o e —
-1 t: | - I R— i I
-2 -5 - 05 a &5 1 15 ’ 3 F]g' 12'38
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y la Ec. (12.74) dice que la curva cerrespondiente 2 la admitancia normalizada
serd la misma que la de la corriente -normalizada. En 1a Fig. 12.38 se grafican
nuevamente la curva universal en médulo vy fase, llevando en ordenadas por un

Y
lado el modulo de la admitancia normalizada fG— , ¥ por otro lado el dngulo de

fase y correspondiente a la admitancia de el circhito resonante serie.
Mds adelante, se ilustrard sobre la utilizacién de esta curva en la resolucién de
problemas. '
Puede mostrarse, que la curva universal recientemente hallada es vilida también
pata un circuito resonante paralelo, que después de tado no es nada mas que el
dual del serie. Pero en este caso la caracteristica de modulo represeniard los

Z Z
vafores normalizados de la impedancia '“;- = -y |a caracteristica de fase

‘o

corresponderd al dngulo de fase de la unpedancia. Naturalmente gue la curva

universal es aplicable para los circuitos resonantes seric y paralelo, con la

precaucion de calcular en forma adecuada para cada caso el factor de selectividad.

Es propdsito final de este pardgrafo mencionar las restricciones en la utitizacién de

la curva universal. La Ec. (12.63) puede considerarse exacta bajo la condicion que

el @p sea constante en la regidn de resonancia, que se cumple en circuitos de
- elevado {g. Se supone ademis trabajar en una zona de frecuencias para la cuat R

g5 constante,

Para encontrar Ja forma aproximada se supuso que:

|&] €1
lo que implica de acuerdo a la Ec. (12.67) que:

Ffo € fo

Ay . 1
5 < fo y como Qo='gqf

deberd cumplirse que (3, > 1. Se encuentra qué si Jp = 20 el error cometido
en la-determinacién de ¥ no excede del 1 por ciento de . '

12.5 Resonancia en un circuito paralelo de dos ramas

12.5.1) Agalisia cualitative para pulsacion variable. Representacion de gra-
ficos de las variables en funcion de la frecuencia, En el parigrafo 12.3 se analizd
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ia resonancia de un circuito R L C paralelo aplicando el principio de dualidad.
Pero en la prictica un circuito resonante paralelo se forma conectando un
inductor v un capacitor reales, Al construir el modelo circuital idealizado deberdn
tenerse en cuenta los parimetros residuales de los elementos reactivos, En
¢onsecuencia se analizari el circuito ilustrado en la Fig. 12.39, en regimen senoidal
permanente, excitado por un generadot de tensidn constante y frecuencia variable.
En el mismo, en serie con ¢ada uno de los elementos reactivos se consideran las
resistencias de pérdidas correspmc_lientes R; y Rg, para ¢l inductor y el
capacitor respectivamente.

' Fig. 12.39

El proposito inmediato es trazar en forma cualitativa Jas siguientes curvas:

Ry Xy 2y D Z: oy
BYRe; Xes Ze Vil doi T
UREEE CHE § ) AP P,

Nétese que tanto para las inmitancias, tensiones, corrientes y potencias se
representa la variacion de su madulo en funcion de w.

En la Fig. 12.40.a) se representan las vartables indicadas en la chasificacion a).
Dichas representaciones se efectiian teniendo en cuenta que: '

cte = f1{w

3
=
i

e
t

w L = ffe); rectaque pasa porel origen, de pendien*ee L
Z, = VR, 2+ X,? = fy{cy); en la cual §
w=0,; X, €Kk . 2, + R,

w> o, X, ¥R LZ > X
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I 0, |
| ®

et - Teefgtun
[l
R =ty )
- Rg: f4 fun
XL =g (wh =TT

1)

Fig. 12.40

(xcz feiw) w

En la Fig. 12.40.b) se grafican, las variables indicadas en la clasificacién b.)
teniendo en cuénta que:

Ro = cte = fafw)

| ‘ .
X, = o = fsfw). hipérbola equilitera.

L Zp = \}RCZ +Xe® = felw);en la cual si:

w0 Ko > Ro o Ze = X

w"* o XC “g RC‘ . Z(: - RC

En la Fig. 12.41.a) se representan las variables indicadas en la clasificacion c),
teniendo en cuenta que:

|
Y = — = fa{w}; en 1a cual si;
Zy
1
w—>0;ZL—>RL YL—y.__
Ry
W ®Z, e L Y, >0
Yo = — = fafw);en la cual si:
ZC\
W 0, Za> = L ¥or 0
1
w_}m;ZC_*RC,‘_ Ych).___.-
Re

Y = fy{w}; dado que el mbdulo de I2 suma de las admitancias ¥, e Yo no es
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la suma de los modulos, para encoatrar los valores exiremales para ¥ debe
pensarse en su valor complejo eficaz. -

Y =Y, + Yo enla cual si
w0, Y, €¥ ;¥ > Y .Y > YR

W Yo ¥, V> Y. ¥ YR

Como se analiza un circuito paralelo, entre Tos valores extremales hallados la
admitancia tendrd un minimo, que no debe estar necesariamente en ¥, = Y,
pero 81 cercano, y que en el grifico se indica como pulsacion de minima
admitancia ;. Para encontrar la expresion de la pulsacion para la cual se
tiene minima admitancia, debera calcularse la expresion de la admitancia del
circuito, hallar su” médulo, derivarlo respecto de ¢, igualar a cero y de alli
despejar ;. Es decir, que hallada la admitancia, se puede sintetizar como una
parte real & misuna imaginaria B.

Se caleulasu modulo Y = +/G? + B? ., ‘5—5 =0 = Wy

Por otra parte, segin se observd en los problemas de aplicacion del Cap. 8, no
- necesariamente para G, €l circuito es resistivo puro, es decir que la pulsacion
de. resonancia de factor de potencia unitario wy no coincidird con ¢4, ,,, pero
estard cercano a ¢l Ademds, al ubicar en forma cualitativa g en &l grifico, debe
cuidarse que no esté determinada para ¥y = Yo; pues we se define para
B; = Be. Es decir que, calculada la expresion’ de la admitancia:

Y =G+ /A
se iguala la parte imaginaria 2 cero y de alli se despeja wg, a saber:
B =0 = w

En la figura 1241 b} y ¢) representan las variables indicadas en la clasificacién
d) teniendo en cuenia que:

1
Z =—§-— = fio fw/); en la cual si:

o
w >0, > —— . Z"‘)RL

Ry
W= Wy Y= minimo [ Zo = mdximo
R Y

&
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= Are [*}] en ].3 Cual S]‘:
(o * D, Z . R[ S tpz ? 0 (IBSiStiVQ puro)

w > W Z > Re o9, > 0 (resistivo pura)

W= Wy Z > resistiva pura Lo, = 0

Ademds para:

) <y el circuito es inductivo S @z = +

w > twy;el circuilo es capacitivo . @, = —

En la Fig. 12.41.d) se grafican las variables indicadas en la clasificacion e),
teniendo en cuenta que:
Vo= cte fig {w)
lLas curvas de corriente tendrin el mismo aspecto que las de admitancia dado

que ¥V = ere

I, =V Y, =fa(w;en lacual s,

v
w — 0 Y.L — 1/RL 5 '{L - ——
. Ry
(',J-—)*oo;YL-)O_“]L -+ {)
Io =V Yo = fla{w); en la cual si:
w > Q0; Yo 0 fo > 0
' 1 14
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=V ¥= fisfew!, en la cudl si:

; ¥
w0, Y >r—

Ry, R
e, Y e e —

R R

3= Gy, > ¥ esminima [ serd minima.

En la Fig. 12.41.d) se representan las variables indicadas en Ia clasificacion /),
tepiendo en cuenta que:

Py = VI = fig(w/; que tendri el mismo aspecto que la curva de co-
riente, puesto que ¥V = cte: Por lo tanto si:

v %
w = 03+ — . Py —
Ry

A
- 2
w > e o — PS > ——
W= g, ;{ ¢s minima . P serd minima

P = F cos ¢ = fy7 (w/; de aspecto similar a la curva de £, peroestard por
debajo de ella debido a que se multiplica por cos @, y coincidirin Py P, para
las signientes pulsaciones:

w;PO;c'()s‘p“* 1L P P

W w0 > 1LP > P

W= Wy coe p= 1 L P= P,
P, =P seﬁ v = [fig (@) ; en la cual sit

W > Oiseny -0 2 F 20

W > ezt 0L F >0

w = wg sen @ =0. F =0

Para w < wyg, P, scrd positiva pues el cirenito se comporta como inductive;
vt w > wy; P, serd negativa pues el circuito se composta capacitivamente.
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12.5.2) Andlisis cuantitativo para pulsacién variable: Considérese el circuito
ilustrado en la Fig. 12.39. En el mismo se planteardn las ecuaciones de equilibrio y
se obtendrin los circuitos equivalentes que resulten, encontrandose la condicién
de resonancia de factor de potencia unitaro. Luego se analizard un estado
particular del mencionado circuito, el cual estd en resomancia de factor de
potencia unitatio para todas las frecuencias. Finalmente, se mencionard una
simplificacién posible que puede realizarse para el anilisis del circuito en cuestién.

a) Ecuaciones, circuitos equivalentes y andlisis de la resonancia
Para el circuito en andlisis, la admitancia de la rama inductiva resulta:
3 1 1 _ R; . wl

Y, o = - . ~ G —1R
Z, Ry tiwl R+ L? !RL’-i-w‘L’ LTIE
¥ para la rama capacitiva: . (12.75)
- 1 1 Re wC '
YC:—:—-: = ¢ 0 M =GC+jBC
Z RT_‘.H_L_ R?_I__I R1+_,_.._1.._H_
C w c ot Ot ¢ o O (2 76)
por lo que la admitancia total resulta: .
e — ‘RL (A Y
Lote [RL2+w’“ 2 TR twiL )
R : 1 _ (12.77
+ c 1 +7 wC 1
‘RC:a + (-'J?' CQ RC2 + w? CZ
L — f R R
o bien: Y = — L — ¢ +
! \RL + ) L R 2 to— I .
. < wz o2
r S ' . o (12.78)
ny w C‘1 . wh :
Ry 4

teniendo en cuenta la nomenclatura empleada en las Ecs, (12.75.y 12.76}, las Ecs.
(12,77 y 12.78) pueden sintetizarse respectivamente como:

Y= (G, —jB,)+ (Go+7Bs) ' (12.79)

Y=(G, +Gp) +] (Be — By) (12.80)
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Las Ecs. (12.79y {12.80) dan fugar a los circuitos equivalentes que se muestran
en la Fig. 12.42.a} y b) respectivamente. Obsérvese gue, como se excita con un
generador de tensién, multiplicando las ecuaciones mencionadas por la tensibn
impuesta por el generador, las mismas se trasforman en ecuaciones de equilibrio en

funcién se corrientes. .

Se tratard ahora de interpretar el estado genérico de los circuitos equivalentes
haliados mediante un diagrama fasorial. Para facilitar su construccidn considérese
previamente el circuito original de la Fig, 12.39. Puesto que la tension impuesta
por el generador es la misma para cada rama del circuito, parz cada una de eilas
pueden construirse los diagramas fasoriales en la Fig. 12.43 En la misma, el
diagrama a) corresponde a la rama inductiva y el b)alacapacitativa, y dado que
corresporiden a un estado genérico ¢, ¥ ¢ . Ambos diagramas se {razaron
sobre circunferencias auxiliares cuyos didmetros corresponden al modulo de la
tension impuesta por el generador. De esta manera superponiendo ambos diagra-
mas, haciendo coincidir los fasores tension, por ejemplo sobre un eje horizontal,se
Hega al correspondiente 3 todo el circuito segin se ilustra en la Fig. 12.44. Dicho
diagrama se completé obteniendo 1z corriente total como:

I =1, +Jg
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apareciendo un desfasaje entre tension y corriente p que depende de los valores
adoptados para ¢; ¥ 9.
© Ademis, tato la corfiente 7, IC e I, se han descompuesto en sus
componentes conductivas y susceptivas que corresponden.
En dicho diagrama se observa que, en ¢l caso pamcula: que fension y corrierite
estén en fase se cumple que:

¢ = 0
_I_f; TBC.!.?;;L_—O
I = ig

y a este estado particular del circuito se lo denomina resonancia paralelode factor
de potencia unitario,-donds el circuito se comporta como resistivo puro, v la
corriente total 1 es la que circula por Ja conductancia total que se muestraen la.
Fig. 12.42.b). La corfente total en las ramas no disipativas se anulard pues
las componentes tendrin igual modulo y argumentos opuestos, aunque es
obvio que individualmente no son nulas.

Bs oporteno recordar que para el circuito resonante serie znalizado en el
pardgrafo 12.2 para el estado de resonancia se tenia simultinezmente el minimo
valor de impedancia y la condicion de factor de potencia unitario. Por otra parte -
para su dual, estudiado en el paragrafo 12,3, se tenfa naturalmente que en
resonancia, la condicion de admitancia minima y factor de potencia unitario se
cumplian simultdanesmente. .

Excepto jos dos circuitos antedormente mencionados, en general, v especifi-
camente para el circuito resomante paralelo de dos ramas en analisis, las dos
condiciones no sigmpre se obtienen simultineamente, y es por ello que pueden
definirse dos fipos de resonancia; la de facior de potencia unitario y la de
admitancia minima, como se menciond en ei andlisis cualitativo precedente.

El anilisis se continuari considerando la condicitn de factfor de potencia
unitario,

Segin se indicdo antedormente, la condicion de nesommua de factor de
potencra unitario puede expresatse como:

cos @ =1 @ =0
B = BC“‘BL“O BCWB
I =0.I,=0

o JrE’L = "Bc
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y seglin se observa en el diagrama de Ia Fig. 12.44 que la condicién J; = I~ no
tiene por que corresponder a un estado de resonancia de factor de potencia
unitario. Lo que debe igualarse son las compongntes no disipativas de dichas

corsientes, de manera que la corriente totak del circuito sea disipativa pura. Lo
anteriormente expresado constituve también una aclaracién para la construccion
de Ios grificos realizados en el andlisis cualitativo del pardgrafo 12.5.1). Ademis,
como se vio v = O implica que /gy = {g ., y que en gereral Iy * Io. Si
s¢ desea cumplir que {; = I, deberd verificarse que ¥, = Y. Como en
resonancia B, = B, para que las admitancias sean de ignal modulo deberd
cumplirse que G; = G, lo que en la prdctica no se cumple. Lo que puede
asegurarse qué se cumple es que [y, = T 8, R consecuencia la resonancia se
define por las componentes que s anulan.

En el caso particular e ideal, en el cual R, =R, = 0,de la Ec. (12.78) surge
que las conductancias equivalentes G; = Gn = 0, por Jo cual se anularia la
comente total, es decir que el circuito no absorberfa corriente del generador, pero
recuérdese que en las ramas del circuito las corrientes no serfan nulas, En este caso
hipotético existiria intercambio de energia del inductor al capacitor y viceversa en

forma indefinida. Dado que en Ia resonancia en estudio se cumple que B = 0; de
la Ec. (12.78) resulta:

1w _' w L
Z 1 Rt por lo cual,
RC +co26" L
R2 'CnJ.Lz : )
L g = R wi +
wC C - w C?

multiplicando ambos miembros por w € ¥ operando:

Ry C+ L C~RyAwWLC? —L=0 (12.81)
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La Ec. (12.81) es la condicidn que debe cumplirse para que el circuiio se
encuentre en resonancia de. factor de potencia unitario,

Los circuitos estudiados hasta el presente pueden llevarse a resonancia,
variando el valor de los elementos reactivos o bien la frecuencia. De la Ec. {12.81)
se observa que en el presente circuito en estudio, se podrd alcanzar la msonancia
modificando el valor de los elementos resistivos.

Si & partir de Ia Ec. {12.81) se supone que varia la resistenciz de ly rama
fnchictive con el objeto de Hevar el circuito a resonancia, despejando de la misma
dicho pardmetro se encuentra que el valor de msistencia que se designa como
Ry o vesulta:

L . '
Ry, = \/Rcz w? L C+-F - o’ L? (12.82)

si en cambio se varia lz resistencia de la rama capacitiva, resulta:

R J R’ ¢ 2 ! (12.83)
Co WL C C w? C? )

De las Bes. (12.82) v (12.83) se deduce que existird un sclo valor de Ry,
0 Re que lleve el circuito a resonancia,

Si se modifica el valor de fhduc:‘ancm, resulta:

i
Ly= - € (ZC: t JZF — X2 R,}) (12.84)

con  Zo = VR + X2

De la Ec. (12.84) se desprende que si:

Z.* > 4 XP R, existirdn dos valores de inductancia que leven el circui-
to a resonancia. . " '
Zot = 4 X% Ry 7 existird un solo valor de inductancia que Heve el cir-
cuito a resonancia.
Zot <4 Xe* RyP no existird ningin valor de inductancia que lleve el cir-
' cuito a resonancia.
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Si lo que se modifica es el valor de la capacitancia, resulta:

1
Cg: 2L ]
12.85

(ZL‘.! + V’ZL‘.' _ 4XL'2 Rcz ( )

con Zy = R P+ X,°?
De 1a Ec. (12.85) se desprende que si:
Z;* >4 X;? R. existirdn dos valores de capacidad que Beven al circuito
a resonancia.

Z;* =4 X, Ro? existird un sdlo valor de capacidad que lleve el circuito a
resonancia,

Z;* <4 X, R,? no existird ningin valor de capacidad que lieve el circui-
to a resonancia.

Si finalmente, lo que se varig es la frecuenela de la tension provista por el
generador, la pulsacion que lleva al circuito a resonancia, que se designa eomo
w'y resulta, despejando de la Ec. (12.81).

R? C—1L
RALC*—L*C

oo [R,? C-1
o= T T T 2 12.86
vic Re™ €L (12.86)

De la Ec. (12.86) se desprende que si R; = R, = 0 serd:

2
Wyt =

1
Wo= —r=—— = &y

vViLC

es decir, que 1a frecuencia de resonancia coincide con la hallada para el circuito
resonante paralelo estudiado en el parigrafo 12.3. Nétese que en forma aproxi.
mada se verifica lo mismo si;

IRL’ C <L
]Rcz C<L

esto en realidad implica bajos valores de resistencia y altos de inductancia lo que
da lugar 4 factores de selectividad elevados, En consecuencia, en aquellos circuitos
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en los cuales Jp sea elevado; por ejemplo mayor que 10, puede decirse que
w'y = iy,

En el caso que el c:rcmto en estudio resnlte del moedelo circuital idealizado
correspondiente a la conexidn en paralelo de un inductor y un capacitor reales, se
cumplird que R, > R, yen consecuencia 'y 2> g,

Ademds, dado 'y debe ser un nimero real y positivo, el circuito podra
levarse a resonancia, varando la frecuencia si se cumple que:

(R C> L
|Re* ¢ > 1

0 bien que:

JR,} c
1
I

R C

L

Ial

A

L

S8i por otra parle se verifica que:

R} C > L (R, ¢ < L
| o bien, |
{ RS C < L lRC?C>L

resulta que ', es imaginaria. En otras palabras, no existird ninguna frecuencia
que lleve ¢] circuito a resonancia.

En consecuencia, del andlisis realizado en las Ecs. {12.84), (12.85) y (12.86), se
desprende que para el circuito en estudio no siempre es factlble la existencia de un

estado de resonancia de factor de potencia unitario.
b) Resgnancia a fodas las frecuencias

Un estado muy especial del circuito en estudio puede derivarse a partir de ia
Ec. (12.86). Si en la misma se hace cumplir simuitdaneamente que:

R, C =L
RC‘ZC:L

o lo que es lo mismo,

R, = Rp = \/ -—f§ (12.87



Resonancia en circuitos simples 261

resulta que @’'g es indeterminada. Es interesanie entonces, encontrar el signi-

ficado desde ef punto de vista circuital de dicha indeterminacién. Como ya se

expuso, para que el circuito se encuentre en resonancia, debe cumplirse que
= 0,y de la Ec. (12.78) resulta:

i
wC _ w L
0 NENE
. Rt me R @t
operando, 1 |
N = R {12.88)
2 —_—
w C Ry + 5C j-r +ow L
reemplazando ia condicién dada por 1a Ec. (12.87) en ia Ec. (12.88) sera:
1 1 '
] = : (12.89)
i L * w C w twl

~ Obviamente, la igualdad indicada por la Ec. (12.89) se cumple para todas las

frecuencias, es decir, que fa susceptancia total del circuito serd nula e independien-
te de la frecuencia que imponga el generador. En otras palabras, el cireuito se
presenta en estado de resonancia de factor de potencia unitario para todas las
frecuencias.

El valor de la admitancia que presenta el circwito en cueshibn, tuando se
cumple la condicién dada por la Ec. (12.87) puede encontrarmse a partir de la Ec,
(12.88).

Por estar en resonancia serd 8 = 0, en consecuencia la admitancia serd
conduetiva pura, y en consecuencia:

= Ry, + Re
RL2 * ‘-‘-’2 Lz RC'Z + _.._..1____
. . w

Yo =

reemplazando la condicién dada por la Ec. (12.87):

JE

Az 2 L .
C+wL C+w203
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Yo= "% L : + '
° § L 1+l 1+——1-—~]
| ¢ W L
por 1o cual '
______l_______ 2 ¥
- }c_ 14 oo+ 1+ WP L C
O'_ ¥
|
. 2 ~ [ A,
1+w L +w2LC+l
R N (12.90)

La Ee. (12.90) da el valor de la admitancia que presenta e} circuito cuando se
cumple la Ec. (12.87). Como es de esperar, cuando se verifica dicha condicion el
circwito no es selectivo, en consecuencia la expresién de la admitancia debe ser
una constante, no dependiente de la frecuencia.

La relacion dada por la Ec, (12.87) se conuce como condicion de compensa
cidn, y se emplea en la prictica para construir un resistor casi ideal 4 partir de dos
resistores, un inductor y un capacitor reales.

Debe recordarse que ef estado particular del circuito recientemente anall?ado
fue presentade ya en el Cap. 8, problema 8.9.4) ¥ en el Cap, 9, problema 9.6.4),

12.5.3) Circuito resonante paralelo de dos ramas simplificado: Es de practica
normal, que al formar un circuito resonante paralelo, la resistencia de pérdidas del
capacitor sea comparativamente despreciable frente a la del inductor. Es decir, que
como se expresé en el pardgrafo 12.2.3), en el circuito mostrado en la Fig. 12.39
podrd despreciarse R, llegdndose al circuito ilustrado en la Fig. 12.45. Nétese
que el factor de selectividad para dicho modelo caincidird con ef factor de mérito
del inductor real calculado a la frecuencia de resonancia.
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En adelante, se resumirin los principales aspectos del comportamiento de este
circuito resonante, cuando vane la frecuencia y para Ia condicién de resonancia de
factor de potencia unitario,

Se empleardn las ecuaciones deducidas en el pardgrafo anterior, imponiendo la
condicibn R = 0, ' '

De la Ec. (12.78), 12 admitancia resulta:

R w L
T TR TS = 5 P |wC~ ———— ] (1291)
R+ WL R+ Wit

v ge la vltima ecuacién surge el valor de la admitancia que el circuito presentaen
resonancia,

Y =

_ R,

Yo=Y, = : 12.92
R L (12:92)

una conclusién inferesante puede obtenerse a partir de la Ec. (12.92). Operando
en la misma: :

Yo ————— (12.93) |

En virtud de lo expresado al comienzo del pardgrafo, el factor de selectividad
del circuito podrd calcularse como:

tw’y L
(12.94)
Oy R,
Insertando Ia Ec. (12.94) en la Ec. (12.93)
| Yo= L (12.95)
0 R (14 Y '
por lo que Ia impedancia que presenta el circuito en resonancia serd:

Zo= Ry (1+0¢") O (12.96)
si Qo > 1;porejemplo @y 2 10;conerror < 1 por ciento, serd:

Zy = Qs Ry {1297



264 Andlisis de Modelos Circuitales

lo que indica que la impedancia que presenta el circuito de resonancia es Qg

veces la resistencia de pérdidas del inductor real.
De la Ec. 12.86) se encuentra la pulsacién que lleva el circuito a resonancia:

1 R:C
W= ——— f 1— —2— (12.98)
VLT L
Anulando la parte imaginaria de la Ec. (12.91) resulta:
E.»\J’a L
W C=
H RL + wyol L?
de donde,
C 1
= : (12.99)

Reemplazando 1a Ec. (12.99) en la Ec. (12.98), se obtiene:

. 1 R,? 1 1
Wo= ; 1= 2 y 2 p2 = 1-'“_‘““—_”'5"
VI R+ wo® L™ JLC 1+ @ L

R,?
(12.100)
y teniendo cn cuenta ta Ec. (12.94), resulta:
’ : \/ 1 : (12.101)
W= — .
’ LC . do® +1
_ 10 '
si Qo # ~——— serd, con un error << 1 porciento.
1 : '
o T = Wy (12.102)

oW =
T Jie

Por otra parte, la corriente de resonancia serd:
e T Tye

= o= e

) Z,
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que por la Ec. (12.97) results:

- V
Ty= ——— (12.103)
Qo® Ry _
cuye modulo es:
I i (12.104)
° T 0 '
El mbdulo de ta corriente en la rama inductiva es:
! V V 1 ¥ 1
L e I — o) T — ——————a
"OVRIT OO R [ +(me°€ for Vitor
L
10 "
ue si 2 —== resulta:
q o 73
7 Y : (12.105)
Lo T R, 0 ‘ - ‘
y en la rama capacitiva, teniendo en cuenta la Ec. (12.99) operando:
L e Ve Cm Vo L RP V wol 1
= J = (73] - —
Co™ "0 "RI+wp’l? R R, R, 1+well’
R,?
14 ] '
Ioy= == —== ysi 0y > 0msulta fo = 0 1. (12.106)
R, 1+ 06" 5 O

relacionando las Ees. (12.104), (12.10%) v (12106) se desprende que en
resonancia;

Iy =1Ie, =@ 4y (12107

Recuérdese que la Ec. (12.107) derivé del hecho de superar (y 2 10. La
ecuacion indica que la corriente que circula por las ramas del circuito es la risma,
y de valor Qg veces la que toma el circuito en resonancia. Naturalmente, que las
componentes de corrientes en cada rama estdn opuestas en fase. De lo expuesto
anteriormente se deduce que imponiendo la condicion @, = 10, bastante real
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por ofra parte, este circuito resonante paralelo prictico se comporta en forma
muy aproximada al circuito resonante paralelo de tres ramas, que como ya se
anafizé constituye el dual del circuito resonante serie. En consecuencia, podrin
extenderse adecuadamente los resuliados encontrados para el mismo, aplicando el
principio de dualidad.

Debido a esto, puede utilizarse, adecuindola convenientemente, la curva
universal de resonancia deducida pura el circuito.resongnte serie, para sus duales.

12,6 Circaitos con resonancia multiple

Hasta ¢l presente se examind el comportamiento del circuito R L € resonante
serie, su dual y el circuito resonante paralelo de dos ramas. En todos los casos
mengionados s6lo se identifica una malla reactiva L C en el modelo circuital, y en
consecuencia se encontrd una sola pulsaciéon de resonancia de factor de potencia
unitario. Cuando se puedan identificar n mallas reactivas L C el circuito poseera n
pulsaciones que lleven el mismo al estado de resonancia; lo que se pondrd en
gvidencia mas adelante. Estos tipos de circuitos se denominan cireiftos con
resongneia multiple,

Como analizar el comportamiento de estos ¢ircuitos resulta complicado, es
conveniente introducir alguna simplificacion. En consecuencia, es de practica
normal despreciar las resistencias asociadas @ los elementos reactives, con 1o cual
se simplifica el anilisis al convertirse los modelos en reactivos purcs. :

Es oportune aclarar que ¢l propésito de este parigrafo es analizar superficial-
mente estos circuiios, luego generalizar el problema mediante el Teorema de
Foster y no profundizar sobre e} tema, cilyo estudio especifico puede encontrarse
en los tratados sobre sintesis de circoitos.

Considérese, por ejemplo el circuito mostrado en la Fig, 12.46. En la Fig.
12.47.a) se grafican las reactancias X, = Wy, v— X, =— _l— ¥ su suma

W

1
indicada como X,. Se observa que dicha rama presenta un estado de resonancia

serie para upa pulsacion indicada como w ¢,

En la Fig. 1247.b) se invierte la reactancia X, obteniendo los componenies
By. En la misma se dibuja la reactancia BCZ = w (5, que se sumz a los

Fig. 12.46
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componentes 5, dado que es una asociacidn en paralelo, obteniendo las cusvas
de la susceptancia indicadas con B. Nétese que el circuito presenta un estado de
resonancia pardlelo para una pulsacion indicada como w,.

En la Fig. 12.47.¢) se invierten las curvas de susceptancia, obteniéndose las
correspondientes a la reactancia total det circuito X. Sa observa que el generador
excitador y la rama compuesta por L; — € conforman un circuito resopante
setie que, asociado con (O, resulta una malla resonante paralelo, existiendo en
consecuencia dos frecuencias de resonancia, como se anticipd al principio de este
pardgrafo.

Como puede aprectarss también en la Fig. [2.47.¢), wy <3 una pulsacidn de
resonancia serie dado que para la misma, la impedancia total del circuito es nula,
por lo que a dicha pulsacion se la considera como un cero. Ademis, w, es una
pulsacion de resonancia paralelo pues para la misma la impedancia total del
circuito es infinita, por lo que a dicha pulzacidn se la tomard como un peio.

Teniendo en cuenta la simplificacion efectuada anteriormente, es decir trabajar
con elementos ideales, las mencionadas pulsaciones pueden determinarse de la
siguiente manera, La impedancia del circuito ilustrado en la Fig. 12.46 puede
calcularse como:

7-41 %
Z, + Z

por lo cual
Ls {wa._ i
- 1 W L, ¢
L=
wCy Iy (wg_m | )
w LGy LGy
2 1 )
_ 1 (“’ I, G : _
Z=—j en consecuencia
(.OC;[ 2 (gl__g_CZ_‘_LlCl)l
L, C G,
IO
= 1 (w LICI)

(12.108)
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De ia Ec. (12.108) se desprende que la pulsacion de resonancia serie at definirse
para Z = 0 resuitard cuando: :

1
sz = = 0,2
L, C,

1
T r—— (12.109)

NI

Ademds, 12 pulsacion de resonancia paralelo, como se define para Z —o0 | g
dard cuando:

2 C+ ¢y _ 2
[43) = = 23
L GG
Cl + Cg‘_
Wy = —_ . - {12.110)
_ Ly € G '

Reemplazéndo las Ecs. (12.109) y (12.110% en la Ec. {12.108} s¢ obtiene que:
_ , 1 w? —-Q z . ‘
7 =1 l( - ‘Q) ] _ (12.111)

donde evidentemente w,y > wy.

La Ec. (12.111) se ha derivado al analizar el circuito ilustrado en 1a Fig. 12.46.
Por el mismo procedimiento puede estudiarse el circuito mostrado en fa Fig.
12.48, que es el dual del ilustrado en la Fig. 12.46. Aplicando el principio de
dualidad a los resultmins nbtenidos anteriormente, de la Ec. (12.111) resulta que:

Py ['{wz o) ]

w Ly | {w® ~ ')
el = o’
F=jwl, [ o _ﬁ:;; ] (1212
ademas de |2 Ec. (12.109):
I .
Wy = : (12.113)
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Fig. 12.48
y de la Bc.(12.110):

Wy = N (12.114)

G Ll

pero adviértase que en este caso w; €s un polo, mientras que <, 8s un cero, ¥
ademés que w4 > ey, De la observacion de las Bes. (12.111) y (12.112) se
desprende que son formalmente iguales. En particular difieren por el sub-indice de
las pulsaciones y el coeficiente de las mismas.

Puede demostrarse que la expresion de la impedancia para un dipolo sin
pérdidas responde a: S

7= o’ — wpy?) fo? “szz}".--(mz—ﬁ-’zzk)'"(wz_wzp:d.
= Aq —— =
(o — wpy?) (wz — Wpgfee s /_wl_wezk!!”.{wz__w‘o;’,
(12.115)
— . K
en]acualAc,:inoAq:—};

De Iz Ec. (12.115) se observa que cada puisacion Wz, €5 Un CEro, pues pard
W = wg, la impedancia se anuia. Estas pulsaciones se denominan ceros
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internos, que resultan valores finitos y nonulos. También cada pulsacidn —
un polo intemo, pues para W = wpp laimpedancia se hace infinita.

Todas estas consideraciones desembocan en el Hamado Teorema de las
reactancias o Teorema de Foster que indica que la impedancia de excitacion de
todo dipolo sin pérdidas estda univocamente definida por sus polos y ceros
Jnternos, los que corresponden a puilsaciones redles, ademds de un factor de
escale K.

Si se observan las curvas de reactancias ilustradas en Ia Fig. 1247, es ewdentc
gue tendran siempre pendiente positiva y puesto que la impedancia sélo cambia de
signo en los polos v en los ceros resulta que los polos y ceros de un dipoly sin
pérdidas ocupan posiciones alternacdas sobre el efe de pulsaciones, que es la
llamada propiedad de separacicn. Como consecuencia de esta propiedad resulta
que el nmero de ceros y polos intemoes de fa funcidn reactancia serdn iguales o
diferiran en una unidad. :

En lo sucesivo se ordenardn lus subindices de las singularidades de tal manera
que w; < wy < w,, etc. En consecuencia convendrd presentar la Ec. (12.115)
de las dos formas posibles, de acuerdo con 2 forma que adopte el factor 4g.

Si en particular Ay = j-w K, resulia que para la components de continua, olo
que es Io mismo para w = 0, la impedancia serd nula, lo que constituye un cero
externo. Debido a la propiedad de separucidn, si enw = 0 existe ua cero, la
siguiente singulanidad w1, debe ser ua polo, y luego se alternardn las singulani- -
dades, por lo que la Fe. (12.115) resulta:

5 g T ) @~ ) fw? = ©an) 116
=jw 2 _ 2 T 2 foR — 2 (12116)
: fw wy'lfw w3") fur wzﬂ,—k;)
Si por otra parte Ag = —/ "fj ; para w = 0, o sea parala componente de

continua, la impedancia tiende a un valor infinito, o que constituye un polo
extemo en ¢l origen. Bn consecuencia, debide a la propiedad de separacidn, sien
= () existe un polo, la siguiente sinpularidad «w, debe ser un cero, ¥ Iuego se

alteman Ias singuiaridades, por lo que la Ec. {12,115) resuita:
Tt; ,K {(‘-’ .._w2)'{w _"DJ3,J """ ((‘szw‘zmtlj
[ = e —
w (w? =Wt ~wed)

12.117
o) { )

Del examen de las Ees. (12.116) ¥ (12.117) se desprende que, al poderserny -
m iguales o diferir en [a unidad, y puesto que existen dos ecuaciones y dos
posibilidades en ¢ada una de ellas, 1a impedancia poseeri cuatro posibles formas de
realizacién. En otras palabras, pueden obtenerse sélo cuatro distintos tipos de
airvas de veactancia para los dipolos sin pérdidas.
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Como se aclard al principio del pardgrafo, el obietivo del mismo es presentar
bisicamente e} tema, por lo cual €l lector debe emitirse a los textos expecificos
para el tratamiento de la sintesis de las redes de Foster,

Es interesante aclarar, sin embargo, que las redes de Foster se consideran como
formas canimicas, dado gque emplean un nimero minimo de elementos para
sintetizar una curva de reactancia dada. Ademds, existen otras estructuras
candnicas para sintetizar dipolos sin pérdidas lamadas redes de Cauer. La eleccién
de una u otrz forma se basa en razones de orden tecnolbgico y econémico.

Finalmente, puede inferirse que cuando se desea sintetizar dipolos que in-
cluyen elementos disipativos, en lugar de polos ¥ ceros deberdn considerarse
méximos v minimos de la funcidn reactancia, lo cual complica mucho el
problema,

12.7 Andlisis de la resonancia de un circuite R L C serie
. en base a su diagrama de polos y ceros

Se reslizard el andlisis del circuito mencionado en el dominio trasformado de
Lapiace para condiciones iniciales nulas con el objeto de simplificar el aniligis.
Ademas, a efectos de reducir la expresion se alegird para el estudio a una sola
variable. Para las demés se siguen procedimientos similares.

a) Determinacion de la funcion del sistema y su diagrama de polos y ceros

T
_Ttsh

' \;rcmh_ C
Fig. 12.49

Considérese el circuito ilustrado en la Fig. 12.49, Se elige como fimcidn de
estudio a la transferencia de tensiones sobre el capacitor, 2 saber:

{12.118)
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Aplicando los conceptos de divisor de tension, a Ec. (12 118} puede expresarse
implicitamente como: i

s5C
I

+ 5 —
R +sL+ i C

His) =

i
sCR+SLC+H1

H(s) =

‘dividiendo numerador y denominader por L € a efectos de hacer la unidad el
coeficiente del término en 5 de mayor grado resulta;

A
LC
a

| (12.119)
s+ =

2 .
e I C

donde los polos de H {5/ son los ceros del polinomio denominador, que resultan de
hacer:

2 +--~' + LI 0
ST STIEe T
cuyas raices resultan:
= R 3 \[(_R ]2 ! 12.120)
F1-2 2L 2L L (2

De los tres tipos posibles de raices a obtener, se elegird el caso de complejos
conjugados, dado que interesa analizar el caso donde se produce la resonancia, €s
decir el régimen oscilatorio. Para ello debe cumplirse que:

R\ 1
RRA (12.121).
1L LC | o

reemplazando Ia condicion impuesta por la Ec. (12.121) en 1a Ec. (12.120) surge

- que: .
R \/ t R\ ' '
P y=— +j A —— |- S (12122)
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Si se lama —R—=q y Jimﬂ(i}g:ﬁ

2L LC

1a Ec. (12.122) toma el aspecto:

p,,=— «xjf (12.123)
mts @+ g - [ BB}l L
ademas 2L LC 2L Lc =
1
a? + B = —— = W’ 12.124
B Lo 0 { )

Reemplazando la Ec. (12.124) en la Ec. (12.119}, y si en la misma se factorea
el polinomio denominador en sus raices segin el resultado obtenide en la Ec.
(12.123} resulta que:

a? + 3?
(s =p1} (s—p2)

His) =

His)= LN (12.125)
YT BT (@B F aat By |

donde o> + 7 resulta una constante.

La Be. (12.125) indica que el diagrama de polos y ceros asociado estard
constituido por un par de polos complejos conjugados con parte real negativa que
se muestra en la Fig. 12.50.

Es evidente, que conocides o y [, en base a la Ec. (12.124) puede
determinarse 1a puisacion de resonancia ¢amo:

wo= V&l + 8% (12.126)

es~consecuencia, disponiendo del diagrama de polos y ceros, dicha pulsacion puede
determinarse por proyeccidn sobre el eje imaginario de la hipotenusa correspon-
diente al tridngulo que tiene por lados a« y $. Pricticamente puede efectuarse
dicha proyeccin con un compis, donde un extremo se fija en el eje de
coordenadas yotro en el polo en cuestidn segin se ilustraen la Fig. 12.51.
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T - o _
—Weo
PI Y- — ——)f ———t1p
| |
| NN
| | AT T v
| |
| |
—**j s . | T
| |
| |
1 |
| |
P2~ — — ~t-ip ¥ ——-ip
Fig. 12.50 | Fig. 12.51

Fn base a3 los resultados obtenidos puede hallarse una expresion para el factor
de selectividad en funcién de ey . Porla Ec (12.3), que se reproduce es:

L
0o = “’; - (12.3)

R
ademis o = 'Z—I" SR =20l ' (12.127)

en consecuencia, reemplazando las Ecs. (12.126) y (12.127) en la Ec. (12.3) serd:

_ Vai+ g

12128
o ( )

Qo

Una conclusidn interesante puede derivarse relacionando la Ee. (12.; 28) con la

Ec. {12.9), es decir: .
Va?+ gt 0y

Qo - —
7w Aw

Aw =2 w (12.129)
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es decir, que el ancho de banda de la curva de la corriente resuh‘a eldoblede la
distancia de los polos al e;e Imaginario. :

b) Obtencion de la frecuencia correspondiente al maximo de la funcion, los fre-
cuencios de corte y las amplitudes de la funcion que corresporde,

R{W)
Hiwgl|- -

M, et I
|

Como se ilustea en la Fig 12.52 debe conocerse el valor de wy v &l
correspondiente de amplitud H{wy}. Ademis interesa conocer la pulsadén w,
correspondiente al maximo de la funcidn, y la amplitud de la misma Hlwg)
como asi también las frecuencias de corte y las amplitudes de Ia funcion
correspondientes a esas frecuencias. Adicionalmente es {itil conocer también el
vator de fa funcién en el origen H /(0}y enel infinito H (o),

De lo expresado antericrmente se deduce que, deseando conocer [a respuesta
en frecuencia, segin 3¢ eXpuso en el Cap. 11, en fa Bc. (12.125) debe tomarse el
limite para § =/ w o bien, ¢ - 0, obteniéndose:

o + P
[Jow+ {a—ifi[jw(a+t jB)]

H= H{jw})= lim H(s}=
s iw

H= H{jw) | « + § -
= 5] —= . ‘
/ e+ jlfw—8at jlfw+ g]] (12.130)

Si de la Ec. (12,1300 se toma su mbdufo resulta:

. o? +
[H{ja) | = H{wl= - (12.131)

Vi + (w- g 1[e + (@t P
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A partir de la Ec. (12131} en forma analitica, o en el conocimiento del
diagrama de polos y ceros en forma pgrafica, podrin determinarse kos valores
indicados en Ja Fig. 12,52 de la siguiente manera:
b1} wo y H{we)

Como se explicd anteriormente, la pulsacién de resonancia puede determi-
narse analiticamente con la Ec. {12.126) que se reproduce:

Wy = v+ § (12.126)

y que grificamente se corresponde con el sepmento OB u oc seglin se indicaen la
Fig. 12.53,

% g

B Lis
R
BN

s | Fig.1253

Qo =~ = Hiw) (12.132)

y de Ja Ec. {12.8) también B¢ = —— B _ {12.8)
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relacionando la Ec. {12.132) con la Ec. {12.8)

Hiwg) = Qo = ::_ | . (12133)

Reemptazando en la Be. (12.133) las Ecs. {12;126) y (12.129) resulta Ia
expresion analitica para el calculo de la amplitud de la funcidn para Ia pulsacion

de resonancia;
: Vit B

2

-qﬁe en forma grifica puede determinarse relacionando Ia Ec. (12.134) con la Fig.
(12.53) resuitando: :

Hiwe) = (12.134)

' OB ' :
' wnl = . (12.135)
H o) 2 0A

b.2) we ¥y H{wc)

En forma analiiica wc'puede encontrarse a partir de la Ec. (12.131) que se
repraduce:
o + g
fHiw}= : . (12.131)
Vi + (w—pP1[ef + (w+ 81

. " . d Hiw)
y el méximo de dicha funcién resultard para cuando Tw = 0 = we
Dado que o + §° = cte = Ag, se pasz a derivar solamente la cantidad

sub-radical.

L (a4 (w— BRI+ (0 BF] = O
dw _

Lwe =B [8 + fwet BF] + [ + (wc— 8P 2we + gy =00
(we =B & + (We ) fwe + B + (we+ ) o +
+ fwe + B){we—BF =0 porlo cual |

@ fwe= B+ we + B+ (wo— B {we* + B+ 2w B+

tofwe+ Blwe ¥ B 2w =0



Resonancia en circuitos simples T 279
operando con la iltima expresién se ilega:

20 wp 2wt — 2w §F =00

o? + w,* —f =0 en consecuencia la pulsacidn comespondiente a! miximo de 1a
funcién resulta:

Wom A al {12.136)

En forma grdfica puede determinarse relacionando la (Mima ecuacidn con la
Fig. 12,54, De lo cual resulta que:

AD? = g4 + 0D - AD* = g
OD* = AD* - 04° ¥ como 04 = a
wsulta que we = 15?12 . (12.137)

por lo que w, puede determinarse también con un compds, une de cuyos
extremos esté en el punto 4 y el otro en el polo o punto B y proyectando sobre el
eje imaginaria.

b

.|p

il

e f Fig. 12.54
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En lo que.yespecta a la amplitud que corresponde, puede determinarse en for-
ma grdfica de acuerdo a lo expuesto en el Cap. 11 y de la Fig. 12.54 resulta:
HY{ As
&0 = =
</~ 35 b
pero de laBe. (12.131)es 4y = a® + 82 = OB porlo cual:

Hiwea) —-——-—~—-—5§ 34
W) = e 2.1
¢ BD ED (12.138)
Analiticamente pedri determinarse reemplazando en la Ec, (12.138) los valores
de los segmentos que surgen de analizar [a Fig, 12.54.

OB = &* + ? | (12.139)

——r 4

BD = (12.140)
cos Y

ED =2 pcos y . {12.141)

reemplazando las Ecs. (12.139), (12.140) y {(12.141) en la Ec. (12.138) sera:
ot + 32
2af

Previo 4 coniinuar el estudio, es oportuno analizar los distintos casos que se
presentan para las diferentes relaciones entre la parte real e imaginaria de los polos
complejos conjugados. En la Fig. 12.55 se ha graficado para tres posibles
relaciones. '

Hiwe) =

(12.142)

riw  Jw
e [’
|
|
|
; -
]“ - &
|
|
M”hﬁ e -id

. ) Fig. 1255
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El caso a) corresponde para § > @ Dado que:

0y = YELE ‘*12* s (12.128)
(1

es evidente que por la condicion impuesta, esto sucede para Qp elevados. Notese
que cuanto mayor sea respecto de @, 0 sea cuanto mayor sea el (g, mis se
aproximard wea wg.

El caso b) comesponde para § = aen el cual w, = 0. Reemplazando la
condicidn impuesta en fa Be. (12.128) resulta:

Q_m_ 1
T 24 VT

Finalmente, en el caso ¢) en el cual § < a; no pusde ‘determinarse W, QuUe g8

1
da cvidentemente para Qg < —=—-

NE -

Us importante relacionar los resultados recientemente obtenidos con los
enconirados al realizar el andlisis cuantitative cldsico sobre Vo, y que graficamen-
te se encuentran resuwmidos en ta Fig. 12.20.

.h.3)' wey ¥ Hiweg

La amplitud para Ia Jamada frecuencia de corte superior, es por definicion:

1
Hiweg) =_\/T— Hw,) yporia Bc. (12.142):

H{wws) 1 a® + g2
gy = ; 12.14
cs 73 2 o ( 3)
y graficamente relacionandola con la Ec. (12.138):
| ot 1 OB
[ = p—a—s —— —_—
oy V2 BD ED

Respecto de la expresion analitica pama wpg puede derivarse a partir de la Ec.
(12.131). La misma para @ = wp = /57 — o toma el aspecto de:
a2 + ﬁz

J{Qj -+ (1;‘32 - ‘_,6}2]{&2 +/+ Jﬁz —al +ﬁ}2]

| Hfwengl =

- (12.144)
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yserfasuvez para W = weg:

H{ oLy
wel= : :
T VI ¥ focs— P [@ F fogs + B
y como: { )
Hiwes) = —“ﬁ" Hwe)

relacionando las Ecs. (12.144) y {12.145) resulta:
of + g2
I+ fwgs B8PS H e + g

1 o + g2 :
V2 e+ (VE a1 (Vo + ]

simplificando, elevando al cuadrado y operando:

el +{VE @ =P (@ (VP ~® + B8] =

=&+ (es =PV [ F (s ]

Despejando w g de la Gltima expresion rsulta:

wey= VB —a +2af (12.146) -

Craficamente, 1a pulsacién anterior puede encontrarse a partit de Ia Fig. 12.56.
En la misma: :

GF' = 0G" + OF' :
GG = GF' — OF' Lz
perc coma:

GF® = BF* = * +§ = 2§

OF " = (B—of = +o*—2ap
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T

% Fig. 12.56

o F

resulta que:

GF*— OF " = 2;31 B — +2af=f —a® +2a8

comparando el Gltimo resultado con la Eo, {12.146), 1a Ec. (12.147) sera:

2 ey

0G* = wet = GF*— OF

weg = GF — OF° _ (12.148)

que puede determinarse pricticamente disponiendo del diagrama de polos y ceros
de Iasigniente manera. Se traza una circunferencia con centro en 4 ¥ que pase por
los polos encontrandose el punto F. Con un extremo del compds en £y el otroen
B, se proyecta sobre ¢l ¢je imaginario determindndose el punto G que corresponde
2la weg. :

Recuerdese qie A w = weg — wep. Segin la Ec. (12.129) es:

=2« (12.129)

expresidén que es valida para ta curva de la corriente,



284 Andlisis de Modelos Circuitales

Se pusde demostrar que, para (o > 3, la Ec, (12.129) puede aplicarse en la
curva d¢ Fo con un error inferior al 1 por ciento, mientras que para Qo = 2,5 el
error es inferior al 5 por ciento.

En consecuencia, para los limites de @y indicados puede hallarse la pulsacién
de corte inferior mediante: :

Wey = Weg — 2 @

pero por la Fc. (12.146) la Ec. anterior resulta;

Wy = wcs —2a= \v4 ﬁzu:“(xz + 2{[5“2‘1 (12'149)

expresidn esta iltima que permite el cdlculo analitico de la pulsacién de corte
inferior con las limitaciones mencionadas. Las frecuencias de corte pueden ser
calculadas en forma exacta mediante la ex presion:

orte 1
(T T oy

Wo 5 2 Qoz

1 1 y2 1 1
+ f— |2~ + |- {2~ -
/4 ( Qo’) [Qo’( 2Q02) !

En forma grifica puede determinarse segin se indica en la Fig. 12.56. Comao:

(12.150)

Wy = Wpg — 2a serd
b.?cf‘= 55 -2 5:1

si 204 = GH  resulta,
we; = 0G — GH = OH (12.151)

y respecto de la amplitud se cumplird en general que:

1 .
Hiwe) = Hfwey = ————= Hfwc)

V2

-camo se detallé en b.3).

Pero puede presentarse un caso particular respecto de los valoreé a adeptar por
wey ¥ Hfwey). De la Ec. (12.149) se observa que §i 2 a > gy, la w; resulta
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para frecuencias negativas, seglin también como puede apreciarse de la Fig. 12.56.
En esie caso por convencidn se toma' we; = 0y H(wey) = Hf,) En rigor,
como ya se dijo, antes que esto ocurra, ya pierde su validez la Ec. (12.149), por ser
insuficiente el valor de . '
Esto puede expresarse en otros términos observando la Fig. 12.52. Mientras

i

que ¢l valor ——. H {w]esté por encima de la unidad, existiran Wy ¥ weg. Fero
2

si el circuito es muy poco selectivo, es decir la funcidn en cuestién responde a una

1
curva algo plana, Vs H{wg] puede estar debajode la unidady sblo podria
2

definirse en forma prictica a .

b.5) Hiy)

Segiin el método detallado en el Cap. 11, ﬁuede determinarse segliin se indica en
la Fig. 12.57.a).

H = dg ———
(uJ. ° M. M

A():c(z + ﬁz

My =M= Va+ @

Hiop =1 ' (12.152)
b.6) H (o) '
De la Fig. 12.57.h) serd:
1
Hiee) = A4
f=) ° M. M,

Fig. 12.57
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‘dado que M, y M, o= resulta
Hi{w)=>0 | O (12.153)

Es evidente, que en base a Jos resultados precedentemente hallados queda
univocamente definida la respuesta en amplitud de la funcién elegida, en funcion
de la pulsacién dlustrada en la Fig. 12.52.

¢} Obtencion de lg respuesta de fase

Se determinard Ja misma para tres puntos singulares segiin como se expuso en
el Cap. 11, ¥ se prafica en la Fig. 12.58. Recuérdese gue como las (ases
corresponden a polos estdn precedides por un signo negativo.

© ®

jw . o
q’l % | Wg
i =] 16
I
| |
[ |
LN |
1 T i‘“ T
|
|
F |
# AN
2 i s

w =0
Segin la Fig. [2.58.a)

Bfo) ==fo, + @} =— 360 = 0

W= e

De acuerdo con la 'Fig'. 12.58.b)

B lewo) =~ (o, + 93} =—7/2

0} > oo
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Segin fz Fig. 12.58.c), serd: -
ffoc)=—fp1+ @) > — @

y In respuesta de fase de fa funcidn elegida se ilustra en fa Fig. 12.59.

1alw!

kU17e) w
i ——
1

Q

t
Rz

_]‘1 I R R  ————
. Fig. 12.59

12.8 Problemas resueltos

12.8.1} Un cirenito R L € resonante serie degbe resonar 2 una frecuencia
fo = 1 MHz tener un ancho de banda A f = 100 k& y a la frecuencia de
resonancia debe presentar una impedancia Z, = 62,8 1. Para cumplic con las

-especificaciones enunciadas se desea calcular:

GR.Go;LyC

b} Los valores complejos eficaces de la impedancia para la frecuencia de corte
supetior Zeg, la correspondiente a la frecuencia de corte inferior Z¢; v sus
respectivos modulos.

Solicion
a) Segin se expuso en el pardgrafo [2.7 a [a frecuencia de resonancia se cumnple

que: —
) Zy= R = 613 &

El factor de selectividad se cglchia a partir de:

oy H {  10°
Qo= —= = =2 = ;=10
_ A w Af 100 10
Fl valor de la inductancia de: wo L
o = R -
R 10 62,8
p= 28 = 107 H -
Wy 2w 10°

L =01 mH
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y el valor de capacidad a partir de:
i

Lc

1 - 1
wo? L (67287 102 1074

C= = 00253 107°% F ..

C= 253 pF

b} Como las frecuencias de corte se definen para la condicién | X | = R, dado
que R se conoce, esti determinado el valor de las reactancias para esas
 frecuencias.

Para > f el circuito s¢ comporta inductivamente, en consecuencia:
Zpg = (628 + j 628) @
para [ < fg al comportarse capacitivamente ser:

Zoi= (62,8~ 62,8) Q

Obviamenie, ¢l modulo de dichas impedancias debe coincidiry rc.sulta:

Zeg = Loy = V62,8 + 62,85 = B8RRI Q

12.8.2) Para el cireuito v datos ilustradoes en la Fig. 12.60 se pide calcular;

a} El valor del capacitor que lleva al circuito al estado de resonancia de factor
de potencia unitario.

" B) El valor de la admitancia que presenta el circuito a la resonancia mencio-
nada.

¢) El factor de selectividad,

VETJ [
a -

fi= 1Ion
L= D Hy

wiry =l sen 0 vy Fig, 12. 60



Resonanciy en circuitos simples 289

d) El valor del modulo de las corrientes en la rama inductiva y capacitiva en el
estado de resonancii :
Solucion .

a) La expresion de la admitancia total del circuito es:

Y= jwl+ —t——re por o cual,

Ry,

“}\:’-= —_—
R+ w?L?

b (wC - @b ) (12.154)
RLs + w2l

La resonancia de factor de potencia unitario resulta cuando en la Ec. (12.154):

w L

T = 0,
RL2+ wz Lz

[ 5] bo -

. L ' 01
TR L 0+ 108 1077

Co= 0,1 ukF
b) La admitancia del circuito en resonancia es la parte real de la Ec, (12.154):
R; 10

‘}7:: Y, = u =
T R P HWILE T 107+ 108 107

=10*° U

c) Segiin se expuso en 12.5.3) el factor de selectividad resulta:

Wa L 104 0,] 100

R, [

“nétese que segiin se citd en el pardgrafo anteriormente mencionado, al ser tan
~ elevado el factor de selectividad, para el juego de valores dadode Ry y L yelde
C encontrado, la pulsacion de resonancia en lugar de calcularse con la Ec
{12.99) que se reproduce:

=

! i R C

VILC : L

puede calcularse con la aproximada:

W’Q =

(12.99)

1

VLT

W =t =
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que si se reemplazan los valores de Ly C resulta:
| .
Ly =y = = 10* r/s

Vo1 o1 10°

d) En primer lugar se calcuiari la corriente que toma el circuito en resonancia:

}-o =V "I;o o lo que es lo mismo:

Io=V Yp= 100 107%'= 1m4

y de la Ec. {12.107) vilida para (Jp > 10 resulta:
Iy =

1]

Ie, = @o do = 100 10 = 0,1 4

12.8.3) Empleando la curva universal de resopancia se piden calcular los
valores complejos que adopta la admitancia de un circuito B L C resonante serie
para las pulsaciones:

W, = 58 10° s y w, = 62 10° #fs

Se conoce el valor de la pulsacion de resonancia del circuito we = 60 10° r/s'
su factor de selectividad 0y = 30 v su admitancia en resonancia es de 0,8 75

Solucton

La desviacion relativa de frecuencias, seglin se expuso en el parigrafo 12.4
resulta:
| S f
Jo

w — g

5:

o le que es lo mismo:

Wy

para las pulsaciones en cuestion resultan:

Wy — w 58 —60) 107 .
g, = o { =— 0,033

{

o 60 103

_wa—we  (62—60) 10° _ o033
wo 60 10° ’
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por lo cual: .
Uo 6, = 30 (-0,033)=— 099

0o b5 = 30 (0,033) = 099

5i con fos dos valores haliados para el factor @ & se entra en [2 curva
universal itustrada en la Fig. 12,38 resulta que para la pulsacién w,

Y
—G—' =044 & ¥, =044 C=044 0.8 = 0352 ©
g = 64°

en consecusncia, Y, = 0,352 ¢/%4°1 0

Para la pulsacion wy:

v,
7}3 =044 Y,=04408=0352 ©

gy =—64°
©en consecuencia, ");;; = 0,352 ¢/ 647 73

. Obsérvese que las admitancias halladas resultan de igual médulo y opuestas
en fase por el hecho de que la desviacion de w, y wy respecto de wyp es la misma
para ambas.

12.8.4) Considérese ua circgito R L C resonante serie del cual s conoce la
funcion trasferencia de tensiones sobre el capacitor.

V(s 20

Hfs) =~ =~
Vi) s+ @+i)ls+ (2 #)]

Se pide hallaren forma analitica y grifica:

a) La pulsacion wy dé resonancia def circuito,

b) La pulsacidén w- que corresponde 2l miximo de fensién sobre el capacitor.
¢} La pulsacion wqg que corresponde a la frecuencia de corte superior.

d) La pulsacidn we; que corresponde a la frecuencia de corte inferior.

e) El ancho de banda A w que cortesponde 2 la funcién de estudio.
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Sohicidn

De acuerdo a las conclusiones encontradas en el pardgrafo 12.7 sobre las
determinaciones anatiticas y graficas resulta:

ay wo= Vor +R = I +4 = ad47 i

nbtese que en la funcién trasferencia dato 20 = wy® = a® + p* que se
corresponde con lo expuesto en el parigrafo mencionado,

1w : 'hiLlJ
i® 16
[ ETRIPY ®
_fi_34.iﬁ i et £ s
* — L W 13,48
| \ i3 i
1 \\ i2 . | §2
‘ \ 1 ‘ i
| 0 o I} e
ofop) - T -2i - T
I
e |
‘ -i3 \\ - 1| //
*— —d-jae1p R et
-5 '
Fig. 12,61 1-!¢ Fig, i2. 62

La determinacion grafica se ilustra en la Fig. 12.61 resultando wg = 4,8 rfs
b) we= VB — o = Va4t — 2% = 346 rfs

La determinacién grifica se muestra en la Fig. 12,62 resultando
We = 348 #fs. : :

Q) wes = VB el + 20 = V4 27+ 2204 = 529 1)s

La determinacion gréfica se ilustra en 1a Fig. 12.63 de la gque surge que
Wy = 5,3 P‘fS.
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d) En primer lugar se calculard el factor de selectividad para saber si puede
aplicarse 1a formula aproximada 12.149.
(AN 447

= = = 1,12
o 2a 4

| w
118

1
T 53
—

%‘

|

| TN X '
Y

} -

|

-1 T

-
/‘“./

.2

|
|
]

Fig. 12.63

Para este factor de selectividad debe utilizarse la formula exacta dada pbr la Ec.
(12.160):

(€]
( C‘“‘*) = 0601 £ /036240277 = 0601 &
5 f

g

("‘}Corte) E ”__< 1,4 v
tp 5 ¥ — 0,198
Weg = Wy ¥ L4 =529 1fs

wer = wy - 0,198 = imaginario

En consecuencia no existe pulsacién de corte inferior para la cual la tensidn
disminuya al 0,707 de V...

e) Por lo tanto en este caso Aw = weg= 529 rfs.
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12.9 Problemas propuestos

12.9.1) Para ¢l circuito resonante ilustrado en la Fig. 12.64 determinar:

a) El valor de la pulsacion de resonancia wg.

b) Los valores de las pulsaciones w; ¥y wp para las cuales se cumple que
LX| = R,

c) Verificar a partir de w, y w, el valor de o hallado en a),

d} El valor del mbduto de las corrientes para las pulsaciones wy, wy ¥ w,.
e) El valor del factor de selectividad (.

) Elvalor de la tension sobre el resistor a la frecuenciz de resonancia,

g} Bl valor del moddulo de las tensiones sobre los elementos reactivos a la
frecuencia de resonancia.

R L
e N
-N""R H?*
- Relll
" - C=lpF
vI@ \chJ':c L'rHv
va et vy
—— Fig. 12.64

Resultados:

1) wp = 10° rfs

<
£
;

= 9995 rfs
1000,5 rfs

£
[
f

C} gy = 103 I‘/S

fo =1, =10 4
i, ~ 1707 ¢! % 4

=9

—

by
o
t

In =707 7% 4
&) Qo = 10°
) Ve=10¢/° ¥
8 Ve, = Vy, = 10° ¥
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12.9.2) Dado el circuito mostrado en Ia Fig. 12.65 se pide calcular:

a) El valor de Ry que Heva al circuito al estado de resonancia de factor de
potencia unitario.

b) E1 valor de la impedancia que presenta ¢l circuito en dicho estado.
c) El valor del factor de selectividad Q4 del circuito.

d) Los valores que deberian adoptar R, y R, considerando fijos los de fos
elementos reactivos, para que ¢l circuito presente resonancia para todas las
frecuencias.

¢) Bl valor de 1a impedancia que presenta el circuito para el estado indicadoen
d). '

Resultados
by £ = 5050 2

c)y Uy = 10
d)R, = Ry 10° @

e)Z = 10° Q

12.9.3) Un circuito R L C serie posee un factor de selectividad @y = 25y
una frecuencia de resonancia fo = 10° z . Para el caso en que su admitancia se
reduce a 0,707 del valor corespondiente a resonancia, empleando [a curva
universal se desea cajcular: '

a} Bl valor del factor ¢, 8 para la condicitn indicada,
b} Las desviaciones relativas de frecuencias respecto de la tesonancia,

¢} Lus frecuencias para las cuales se cumple la condicion impuesta,
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Resultados
)@y 8 = £ 0,5

b) 6;. . = + 0,02

ey fi

f

080 Hz
1020 Hz

il

12.9.4) Pura el circuito ilugtrado en la Fig. 12.66 se pide determinar:

a) La frecuencia de resonancia de factor de potencia unitario /5.

b) El valor de la impedancia que presenta el circuito a ta frecuencia men-

cionada.
L
L=0,5mHy
UI@} S=F  CelOpF
RI.. =501
R
Fig. 12.66
Resuitgdos

a) fo = 1.58757 Hz
b) Zo = 9,97 £



capitulo 1 3

Resolucion sistematica
de circuitos

131) Introduccion: Los métodos de andlisis de circuitos expuestos hasta
¢l presente permiten resolver la mayor parte de los problemas que se pre-
sentan en la prictica, pero pueden no ser muy pricticos para una geometria
circuital complicada,

Es propdsito de este capitulo llegar a una generalizacién para la resolucion’ -
de circuitos planteando métodos topologicos directamente en el domimio tras-
formado de Laplace.

Recuéudese que en términos generales la ropologia es ¢l confunto de nor
mas para interpretar los signos de la fopograffa, proveniendo esta dltima del
griego, fopos: lugar y grapho: describir. Naturalmente, que en este caso los
lugares a describir estardn determinados por les cireuitos eléctricos. En con-
secuencia se ufilizard la topologia para hallar relaciones generales entre nodos,
mallas ¥ demas elementos de circuito con el objeto de encontrar formas ge-
neralizadas para la resclucion de circuitos eléctricos. :

Se comenzard con un breve repaso de las principales propiedades de los
determinantes y matrices que serin Utiles en el presente capitulo y en los
posteriores. Luego de plantear las ncciones sobre el andlisis topoldgico de
circuitos, se vincularan las variables eléctricas a través de las reglas de Kir-
chhoff, arribsndo a2 dos herramientas muy importantes que son el método de
las mallas y el método de los nodos. Para facilitar su aplicacién se darén
Ireglas practicas y criterios de seleccion de métodos.

Finalmente, se concluird con una aplicacion del ya presentado principio de
dualidad. ' : :
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13,2) Revisién sobre determinantes y matrices .

S¢ resumirdn a continuacion algunas de las propiedades mas importantes

acerca de los determinantes y matrices, algunas. de Tas cuales serin de utilidad
en ¢l presente capitulo, y otres en los Cap. 14, 15 vy 16,

13.2.1) Determinantes:

a) Definiciones v propiedades:

Se entiende por determinante al mimero que estd determinado en forma
univoca por una forma de cdlculo especifica a realizarse con los elementos de
un cuadro de valores, encervado entre barras, .

Un determinante de segundo orden y su forma de cilculo esti indicado
por Ia Ec. (13.1): '

TR ST . .
= {1 3 T dyy dyy {13.1)

d71 @z

El cdiculo para un determinante de fercer orden puede efectuarse ripida-
mente por aplicacion de la regla de Sarrus. Otra forma de resolucion Gtil para
determinantes de orden superior a dos, es el llamado desarrolio laplaciano,
que se ilustra en la Fe.(13.2), ejemplificando para tercer orden.

!311 dyz dy3 '
' a1 day diz d13 g2 413

g1 dap dp = — a3y .-Fﬂfal
&33 3z | . a3z A3 gy 423
43 d3z d3 '
(13.2)

La Ley de formacién del desarrollo anterior, puede en principio recordarse
introduciendo ¢l concepto de menor complementario y el de cofector o
adfunto. :

El menor complementario Mgg, de un determinante, es otro determivante
que se halla suprimiendo la fila X enésima y |a columna Y-ésima del determi-
nante. En el ejemple de tercer orden desarrollade em la Eec. (13.2), conside-
rando un elemento ay o, vy eliminando Ia fila x y ha columna €, se obtiene
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un determinante de segunde orden llamado menor complementario My . del
elemento agp, y para el determinante dado sus meriores resultan los indi
cados por las Ees. (13.3), (13.4) y (13.5}:

@y dx '
My = (13.3)
Q32 O3,
Q17 3 K
My = . _.(13.4)
a3z dag
{2 A3
My =| S 3y
l2p an : .

El menor complementario con su signo adecuado es el llamado cofactor o
adjunto del elemento con igual par de subindices. Cuando la suma de los
subindices en cuestidn resulta par, el signo del cofactor es positivo, y si es
impar negativo. En consecuencia el cofactor o adjunto Ay, del elemento
dx g, 68td dado por la Be, (13.6) -

Axe = (- DX 2 My, (13.6)

Otra forma ripida para encontrar ¢l signo del adjunto eg la siguiente. T6-
mese como ejemplo el detérminante de tercer orden, o de cualquier orden si
se desea, y asignesele los signos positivo y negativo en forma altemativa a
columnas v filas tal como muestra la Ec. (13.7)

ty ) M
) | ey 4 4n

- @3 ap  an 13

) a3y a ass
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¥ el signe del adjunte en cuestién resultard de la raultiplicacion de los signos
de la fila y columna que lo ubican en el determinante. Por ejemplo:

Ay = ) () My = — My

Notese que en ¢l ejemnplo precedente se ha elegido para el desarroilo lapla-
ciane la primer columna. El mismo resuliado se obtiene efectuando los pro-
ductos de los elementos de cualquier otra fila o columna, Hamados en general
Iineas, por sus respectivos adjuntos.

Generalizando el problema un determinante de orden m se obtiene a partir
de un cuadro de n? elementos mediante la suma de los productos de los
elementos de una linea eclegida ambitrariamente, por sus correspondientes ad-
juntos o cofactores.

Finalmente cabe destacar, que teniendo en cuenta las propiedades de que
-gozan los determinantes pueden efectuarse simplificaciones en el cdlculo de
108 mismos. Las principales propiedades son:

a.1) Cambiando filas por colummas no se modifica el valor del determinante.

2.2} Cambiando dos lineas paralelas se wantieneel valor absolutodel determi-
nante pero cambia su signo,

2.3) Multiplicando todos Jos elementos de una linea por un mismo mimero, el
valor de! determinante se multiplica por dicho nimero.

1.4} El valor de un determinante es nulo si posee dos lineas proporcionales o
bien iguales.

2.5} El valor de vn determinante no se modifica cuando a los elementos de
ung linea se le suman los elementos de uma linea paralelz multiplicados
cada uno por um Mismo NUmeIo,

8.6} Hesulia nula la suma de fos productos de los elementos de una linea por
los adjuntos de otra que sea paralela.

Es jateresante destacar, que por medio del desarrollo laplaciano, expuesto
anteriormente, puede calcularse un determinante de orden n en base a la
resofucion de n determinantes de orden (a - 1). En base a algunas de las pro-
piedades enunciadas anteriormente, puede llegarse a la llamada Regla de Chio,
que facilita mediante um solo paso de operacidn trasformar un determinante
de orden n en otro igual de orden fn— 1.
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b)Y Solucion de sisterma de ecuaciones lineales mediante
Iz regla de Leibniz-Cramer

Sea un sistema de n ecuacicnes lineales con » incdgnitas como el que se
muestra en la B¢, (13.8):

@i Sy tap Sp ot oAy s e “1}; s, = Ky
ay $ tdm s too Tl 5t 2a, 8, = Ky (13—8)
@y 8y ¥ oany 33 S "TI T S o 8 = Kn
Cualquiera de las. incOgnitas §; pueden hallarse como:
| §; = B _ (13.9)
A .

donde en 1a Ec. (13.9) resulta:
' 2y ay k. ay

a3 day k: .-y

y por otra parte:

a1 a12 ky,

g dyy - k2- -._'az.u
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El método puede aplicarse a cualquier sistema de n ecuaciones lineales con
n incognitas, siempre que el valor del determinante A * 0.

13,2.2) Matrices: La matriz es una disposicion ordenada, de nuimeros o
funciones, en filas ¥y columnas encerradas poi coscheies, w8 decl gue no tens
valor numérico. En cénsecuencia esti caracterizada por sus elementos ¥ la
ubicacién de fos mismos en el cuadso, y toma el aspecto indicado por ia Ec.
(13.10).

En la misma los gy, se Haman elementos. El elementc gy, pertenece a la
fila ¥ y la colurnna 2. En consecuencia una matriz s un conjunto de m x #
elementos agyg.

- -
a5t 812 ... 2n

ay dp ...y

.......... . ' (13.10)

Por ejemplo 1a Ee. (13.11) muestra una matriz rectangular de tres filas y
dos columnas, Podrin considerarse ademas matrices de una sola columna co-
mo la indicada por la Ec. (13.12), o bien de una sola fila:

ay a2
31 a3 (13.11}
a3 Ay
an
ay) . (13.12)
da;

Si en particular !n = £, la matriz es cuadrada, y en consecuencia se podrd
calcular el determinante correspondiente a la matriz. 3 este §Himo resulta no
nulo la matriz s¢ denomina regular, v si s nulo la matriz se denomina dege-
nerada.
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En adelante se empleard como notacién para la matziz indicada por la Ec.
(13-10): A= [QKE].

Las principales operaciones del dlgebra matricidl resultan:

a) fgualdad de matrices: Una matriz A = [ag,] es igual a otra matriz
B = [bgy], 9 se verifica para todog los pares de subindices X y £ que

dgq = bgy.

b) Suma de matrices: Dadas dos matnces, los elementos de la matriz suma de
ambas se hallan sumando los correspondientes elementos de las matrices, es -
decin: '

A+ 8= lagg + byl

¢} Diferenciz de matrices: Por o expresado anteriormente serd:

4 - B =[agg — byl

'd) Matriz nule: Una matriz se considera nula sdlo si todos los elementos de la
misma son nulos, es decir que:

A=20 si Qg =~ 0
e) Matriz unidad: Se denomina asi a aquella matriz cuadrada que tiene todos

los elementos de la diagonal principal iguales a la unidad, y los demds
elementos nulos, resultando:

1 0 IR 0

0 1 VIIREI 0
0=

0 0 O....... 1

~_J J

f) Producto de matrices: Bl mismo se realiza multiplicando filas por oo+
lummnas.
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El producto de una matriz A = }ag,) de m filas y columnas por otra
matriz B = [by,} de r filas y # columnas es otra matriz C = [Cggl de m
fiflags ¥ 1 columnas, siendo: '

con; K=1;2;--+m

8i s¢ toma por ejemplo, el producto de matrices indicado mds abajo re-
sulta:

bu by b

dy an i by by b

an by tap by tag by ey by tagp by tag by

+
an b tam by tam by azy bip tay; by tap by

@1 Bis Fayy by a3 by

a1 blg -+ #an 623 + da3 533

Otro ciemplo puede ser:

@y, dyp A3 by T by ey by tay by
@y G In b1z = ay byt oy by tax by
Qﬂl g3, 43 bu a3 bl.l. +Q’32 bll +{i’33 b13

Se¢ vistumbra, a través de los ejemplos, que la consideracién de las matrices
. permitiri estudiar desde otro punto de vista los sistemas de ecuaciones li-
neales.
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En'particular, notess que el sisterma de ecuaciones lineales dado por la Ec.
{13.8) se podré presentar en forma matricial como lo indica la Ec. (13.13)

- A1 P

ay @ a1 51 K,

dy  dypp @y "t T @aa 83 K
~ (13.13)

ut Gpa- - - T R dyn L 5n l LKn

- - - -

donds las incognitas s; se determinan con la Ec. (13.9).

Debe recordarse también, por otra parte, que el producto de matrices no
es conmutativo en gemeral, pero es asociativo y ademis distributivo respecto
de la adicion o sustraccion. Téngase en cuenta, que e! producto de dos ma-
trices puede ser nulo sin que lo sea ninguno de los factores.

2) Matriz diagonal: Se denomina asi aquella matriz cuyos Gnicos elementos no
nulos estin sobre la diagonal principal. En el caso del producto de dos
matrices diagonales, el mismo resulta conmutativo. '

h) Matriz mraspuesta: Dado una matriz A se denomina matriz traspuesta 4,, a
la resultante de cambiar filas por columnas en la matriz 4. Es decir que
K

A =fagel serd A = [ax]

i) Marriz inverse: Cuando se cumple que A B = U; es decir que el productoe
de dos matrices es igual a la matriz unidad, se dice que B es la matriz
inversa de A, es decir:

B = At

Dada una matriz cuadrada A, la determinacién de su inversa A", equivale
a la resolucién de un sistema de ecuaciones lineales y se construye de acuer
do a la siguiente regla:

i1} Dada la matriz 4, se cambian filas por columnas formando la matriz A,
'ig) Cada elemento a; de A, se remplaza por su menor complementatio M.

i3) Cada elemento de Ia matriz asi formada se divide por el determinante A
de Iz matriz A. ‘
ig) Se multiplica alternadamente cada elemento por + 1 y —1.
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En base a la aplicacion del concepto de matriz inversa resulta otra expre-
sibn de la regla de Leibniz-Cramer para la solucion de un sislema de ecug-
ciones lineales como el indicado por la Ec. (13.8), y s¢ demuestra que las
incégnitas 5; pueden encontrarse a partir del producto de la matriz inversy del
sisterna v la matriz correspondiente a los términos independientes, que en for
ma abreviada puede expresarse como:

s=A""'" K

Téngase en cventa que la revision superficial efectuada sobre determinantes y
matrices tiene sdlo por objeto recordar las propiedades y aplicaciones mds
importantes de las mismas. Para su estudio detallado debe remitirse el |ecior
a los textos de dlgebra especificas sobre dichos temas.

13.3  Clasificacién de los tipos de problemas y métodos de resolucion wtilizados

En la teoria de circuitos, es gencral que se plantee, cuando se deses ob-
tener las respuestas de un circuito, dos problemas tipicos.

El primero de ellos se refiere a los circuitos en los cuales hay una jgaieg
excitgeion e interesa conocer €l valor de una corriente o una tension, en fun-
cion de dicha excitacidn,

El segundo problema tipico es aquél en el cual existen una o varias excita-
ciones, ¢ interesa conocer el valor de fodas fay corvientes yfo todas las ten-
sfiones . resultantes en el circuito,

El primer problema es*el caso iipico en ¢l cual basta con analizar Iy fun-
cidn trasferencia emtre dos puntos del eircuito para resolverlo, es decir que se
resuelve hallando la funcion trasferencia que liga a la Gnica excitacion ¢on 1a
{inica incOgnita. Cuando la geometria circuital es simple este tipo de probie-
ma se resuelve ficilmente mediante las funciones de trasferencia estudiados en
capitillos anteriores, haltados agrupando immitancias. Cuande la configuracion

- circuital es geométricamente alargada, una forma eficiente de resolver e] pro-
blema es utilizando la Teoria de los Cuadripolos. Alernativamente, podrin
emplearse los Diagramas de Flujo- de Sefial, o bien el Método de log Dia-
gramas en Bloques. La Teoria de Jos Cuadripolos es un tema de andlisis de
circuitos que se incluye en este libro, en tanto que los Diagramas de Flujo de
Senal es un método empleado en cursos posteriores a los que abarca este §i-
bro, y et Método de los Diagramas en Blogues es preferentemente empleado
en el esiudio de los Sistemas de Control. '

En el segunde problema, ya no resulta eficiente calcular la trasferencia
entre puntos distantes del circuito, para haller la totalidad de las corrientes
yfo tensiones dado que no es practico. En lugar de ia funcién trasferencia
seria Uil disponer dé la marrz trasferencia total del circuito. Estos tipos de
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problemas pueden resolverse mediante la aplicacion de sistermas de ecuaciones
lineales derivados de las leyes de Kirchhoff, o més pricticamente, por mé-
todos de resolucidn sistemdaticos derivados de aquellos, conocidos como el
método de las mallas y €1 método de los nodos.

134 Nodones sobre andlisis topolégico de circuitos

La topologia se ocupa del estudic de la geometria de las configuraciones
dircuitales sin particularizar sobre los tipos de elementos que se hatlan inter-
conectados en el cirenito. .

Puede decirse que existen dos tipos de anaisis topologico: el cualitativo y
el cuantitativo.

En el andfisis cualitativo, que se desarrollard en este capituio, se obtienen
propiedades generales asociadas a la geometria de circuitos, es decir las rela-
ciones entre las variables de los circuitos. _

En ¢l andlisis cuantitativo, motivo de estudios posteriores al de este libro,
s¢ obtienen resultados asociados a un dado circuito, analizando los diagramas
de flujo de sefial, que som una aplicacion de la topologia de circuitos.

13.4. 1) Definiciones fundamentales:

a} Grifico lineal: Esla construccidén geométrica que se obtiene al reemplazar
-el circuito original por Iineas rectas o curvas, frazadas entre las unjones o©
vértices de este, en reemplazo de los elemenios exisienies. A esta construc
cibn se la llama también grifico de un circuito o grifico de una red. .

Debe tenerse en cuenta que al construir el grafico lineal deben desactivarse
fos generadores. En el caso de considerar generadores ideales, los de tension
se reempiazan por un cortocireuito y los de corriente por un circuito abierto.

En las Fips 13.1 y 13.2 s¢ dan ejemplos de construccion. De ambos ejem-
plos puede deducirse que a pesar que el circuito de 12 Fig. 13.1.a) posee una
configuracion eléctrica distinta al de la Fig. 13.2.a) sus graficas lineales corres
pondientes ilustradas en [3s Figs. 13.1b) y 13.2,b) respectivamente, son igua-
les. Esto reafirma lo dicho a comienzos del pardgrafo, de que el andlisis topo-

S

& mgxr ® ® Fg13z
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légico cualitativo permnite obtener propiedades generales, pues las relaciones
que se obtienen para un dade grifico lineal son vilidas para todos los cir-
cuitos que tienen un mismo prifico lineal, cualquiera sea su configuracion
eléctrica

Otro ejemplo de construceidn de grifico lineal se muestra en la Fig.
13.3.b}, correspondiente al circuito eléctrico de la Ejg, 13.3.2). Notese que la
cantidad de lineas del grifico se reducen al coincidir el punto & con el C
cuando se construye dicho grafico lineal.

A B A@EC

Fig. 13.3

a4

b) Rama: Se denomina asi a la linea del grifico lineal tendidz entre dos vér-
tices o uniones del mismeo. También llamado brazo.

¢} Modo: Es todo punto al cual convergen una o més ramas. También es la--
mado reufo, y desde el punto de vista eléctrico puede considerarse como
todo punto @8l circuito cuyo potencial desea ponerse en evidencia.

d) Malla: Esel conjunto de ramas que forma un camino cerrado en el grifico
lineal de un circuito. Tambisn es lamado Jazo.

e} Arbol de un grafico: Es la figura que se obtiene al tender entre los nodos
del grifico lineal, la mayor cantidad posible de ramas de este, sin llegar a
formar ningiin lazo.

Considérese por ejemplo el grifico lineat de la Fig, 13.1.b). Presenta
cuatro nodos y & ramas. Evidentemente, para dicho circuito existird sola-
mente ese grifico fineal; en cambio s pueden existir muchos arboles, como
se ilustra en la Fig. 13.4.a); b); ).

—~ N (/\
\ |
® @ ®
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Pero adviértase, que los irboles del grafico lineal poseen siemipre ¢l mismo
nimeroe de ramas, ¥ que 5i bien tienen igual cantidad de nodos que la
configuracion eléctrica, poseen menos ramas que ésta. -

.0 Ramas de drbol; Son aquéllas que se incluyen en cualquiera de los posibles
irboles de un grifico lineal. Notese en el ejemplo de la Fig. 134 que la
cantidad de ramas de drbol mesulta el mimere de nodos disminuido er Ia
unidad, :

g) Ramas de enlace: Son aquéllas que al ser agregadas al 4rbol, van formando
tazos, hasta llegar al grifico lineal del circuito.

Ramas de arbal

|4 Ramas da

F L L ) 13_,5

En la Fig. 13,5 se ha tomado por ¢jemplo ¢l drbof de la Fig. 13.3.b) y se le han

agregado las ramas de enlace. Naturalmente, que Ia suma de las ramas de arbol

v de endace coincide con el nmerc de ramas del grifico lineal. En general, el
‘mimero de ramas de irbol no coincide en el mimero de ramas de enlace, como
. puede verse en Iz Fig. 13.6. En la Fig 13.6.3) se ha dibujado un grafico lineal

cualquiera; en la Fig. 13.6.b} s¢ ha dibujado uno de los posibles irboles, y en la
+ Fig. 13.6.¢) las ramas de enlace que corresponden al 4rbo] elegido.

: (%M\ o T
EEAUARN R

Fig. 13.6

h) Gréficos plancs: Se denominan asi aguéllos en los cuales las lineas se cru-
zan sdlo en los podos del mismo. y son los efectuados hasta el presente.

i} Grdficos espuciafes: Son aquélios en los cuales las lineas se cortan fugra de
los nodos. Es decir que, para un circuito si se aplican las reglas para cons-
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truir un grafico lineal, éste no podrd dibujarse sin que se ‘crucen sus ramas.
Un ejemplo se ilustra en la Fig. 13.7. En la Fig. 13.7.a) s ha elegido una
red de resistores que forman un cubo en el espacio, y en la Fig, 13.7.b)

su grafico lineal.

A

o

13.4.2) Notacibn

"

r

Va
m;

f;

H

nimero total de nodos.

= plimero total de ramas,

namero total de ramas de arbol,

numero total de ramas de enlace.

corriente de rama.

corriente de rama de enlace o corriente de enlace.

tensién de rama o diferencia de potencial entre los nodos de
rama.

tension de rama de drbol.
nimero de corrientes de malla independiente.

nimero de tensiones de rama independiente.

13.43) Corrientes de malla independiente: E] nimero de corriente de
mualla independiente es igual al mimero de ramas de enlace.

La afirmacién anterior puede ser facilmente justificada analizando “un sen-
cillo circuito como el mostrado en la Fig. 13.8.3). En la Fig. 13.8.b): c); vy
d) se han dibujado algunos de los arboles posibles. Se observa que para todos
los drboles indicados no . existird ninguna corriente en el cirewito. Pero si se
agrega una rama de enlace r., sc¢ establece una corriente independiente que
llamamos f.;. Adicionando otra rama de enlace 7., surgird otra corriente in-
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dependiente f,, y asl sucesivamen.te, come 8¢ ejemplifica en la Fig. 13.9 para
el drbol de la Fig. 13.8.b).

7Y

Fig. 139

Obviamente, para todos los demds drboles la conclusion es la misma, el
nimere de ramas de enlace coincide con el nimero de corrientes indepen-
dientes, por lo cual:

My = (13.14)

De lo visto anteriormente surgen inmediatamente dos corolarios:

Primer Corolario: Fodas las corrientes de ung rama  pueden  expresarse en
funcion de las corvientes de rama de enlace medionte la primera regla de
Kirchitoff.

Lo anterior puede deducirse de la observauc}a de la Rig. 13.9. Es evidente
que conociendo fas corrientes en las ramas de enlace se podrdn determinar las
correspondientes a las de rama de arbol, ¥ en. consecuencia se conocerdn to-
das las corrientes. Al aplicar la primera regla de Kirchhoff para vincular. las
variables eléctricas, se arriba a un sistema de ecuaciones lineales, que al sis-
tematizarse puede expresarse en forma matricial como:

4] = {a] [4] (13.15)
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que puede interpretarse pensando que la matriz columna de las corrientes de
rama, es igual al producto de una matriz «, lamada matriz de trasfornecion
de corrientes o de interconexién de corrientes, que se analizard proximamen-
te, por la matriz columna de las corsientes de rama de enlace.

Segundo Corolario: Kl nimero de mallas independientes o corrientes de maila
independiente, es igual al mimero de ramas menos el nimero de nodos
disminuide en la unidad,

Lo anteriormente expresado puede deducirse en base a Ia Fc. (13,14) ghe

se reproduce:
My = fe (13.14)

pero del pardgrafo 13.4.1.g) es:
F=rfy tre
(13.16)
re = F — Iy
y del pafigrafo 13.4.1.f)es:
fa=n—'1 (13.17)

por Jo que reemplazando la Bc. (13.17) en la Eec. (13.16) y teniendo en
cuenta la Ee, (13.14), resulta que:

m=r—{n—1) (13.18)

que es o afirmado por el segundo corolario.

13.4.4) Tensiones de rama independiente: EI mimero de tensiones de
rama independiente s igual al nmiymerg de ramas de drbol,

La afirmacién anterior puede ser ficilmente justificada analizando 12 Fig..
13.10.a) y b). En la misma se han reproducido dos drboles de la Fig. 13.8, a
los que se agregaron kas ramas de enlace correspondientes hasta Degar al gré-
fico lineal del circuito en cuestion. Se observa que en ambos casos, conocidas
las tensiones en las ramas de 4arbol podrdn determinarse inmediatamente las
tensiones que faltan conocer, recorriendo las mallas por ejemplo, como se in-
dica en la Fig. 13.10. Nétese que si se elimina cualquiera de las ramas de

arbol, ya no podran expresarse todas las tensiones desconocidas en funcién de
las existentes, por lo que no cabe otra posibilidad que el numero de tensio-
nes de rama independiente sea igual al nimero de ramas de #rbol; segln se
afiemd, por lo cual:

n =7 (13.19)

De lo visto anteriormenie surgen inmediatamente dos corolarios.
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Primer Corolatio: Tedos los potenciales de rama pueden ser expresados en
funcion de los potenciadles de rama de grbol o potencides de rama inde-
pendiente mediante la segunda regla de Kirchhoff.

fg Ta
o ——— o ———

r@ [

\ !

!

\ /

rc\\ ST
\\ Tq //

Fig. 13.1¢

Lo anteriormente expresado puede derivarse de la observacidon de la Fig.
13.10. Es obvio que conociendo los potenciales de las ramas de drbol se po-
dran determinar los correspondientes 2 los de laz ramas de enlace, v en con-
secuencia se conocerdn todos los potenciales. Al aplicar la segunda regla de
Kirchhoff para vincular las varishles eléctricas se obtiene un sistema de ecua-
‘ciones lineales, que al sistematizarse puede escribirse en forma matricial
como:

[V] = {8] [ V] (13.20)

que puede interpretarse como que la matdz ¢olumna de tensiones de rama es
igual al producto de una matriz 8, llamada matriz de trasformacidon de fensic-
nes o de mterconexion de tensiones, que se analizard préximamente, per Ia
matriz columna de tensiones de rama de arbol.

Segundo Corolazio: Y mimero de nodos independientes es igual al mimero
tota de nodos disminuido en lo unidad

Lo anteriormente expresado puedc justificarse a partir de la Fc. (13.19)
que se mproduce :

fly = Fy

pero segin fa Ec. (13.17) es:

Fg=nrn —1
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por lo cual la Ec. (13.19) resulta:
n=n—1 . (13.21)

que es lo afirmado por el segpnde corolario.

13.4.5) Relacién entre las corrientes y las tensiomes de rama: Como se
anuncid en la introduccion del capitulo, el mismo se desarrolla en el dominio
trasfornado, y en consecuencia las corrientes y tensiones de rama quedan
vinculadas a través de la impedancia o admitancia de excitacidn trasformadas.

Es de resaltar que, conocida una de ellas para una rama, puede caleularse
fa restante para esa misma ramz aun cuando sean desconocidas las otras co-
rrientes vy tensiones de rama.

En cambio, cuando se quiere expresar la corriente de una rama en funcidn
de las corrientes en todas las demis ramas se tendrd que resolver el conjunto
del circuite para conocer esa corriente, Andlogamente, cuando s¢ quiefc ex-
presar una tension en funcion de las tensiones de todas las otras ramas, se
tendrd que resolver toda la configuracidn eléctrica para caleular dicha tensidn,
En cambio, como se menciond antes, tenslon v corriente en una nuisma rama
pueden vincularse independientemente del resto de la configuracidn circuital,
Esta es una caracteristica muy importanie para establecer el némero de incog
nitas v el nimero de ecuaciones que va 2 ser necesario plantear para resolver
una configuracion eléctrica.

Noétese que a pesar que el capitulo se desarrolla integramente en el domi-
pio trasformade de Laplace, por razoneés de simplicidad en la nomenclaturg,
se suprime en esta ocasitn ef subindice (3}, a lo largo de todo el capimdo.

13.4.6) Eleccion de las variables ¥ nimero de incognitas. Nfimero de -
ecuaciones independientes que se derivan de {a primera y segunda regla de
Kirchhoff: Si un circuito dado estd formado por r ramas, las incognitas se-
ran 7 tensiomes de rama y r corrientes de rama, es decir 2# incognitas. Pero
como cada corriente y tension en una rama estdn ligadas a través de la ley
de Ohm, obviamente, ¢l nimero de incognitas se reduce a 7.

Si el problema se encara empleando las reglas de Kirchhoff, con la primera
de elfas podrin plantearse un ndmero de ecuaciones igual a r, = 5, = 1~ 1
y con la segunda 7, = my; = r— (n— 1), Es decir que por aplicacioni de am-
bas reglas se dispendran de », + ry = r ecuaciones. En consecuencia aplican-
do las reglas de Kirchhoff podrd resolverse totalmente la confipuracién elée-
trica, dade que se forma un sistema de r ecuaciones independientes con r
incognitas.

Particularizando, si las incognitas fuesen las corrientes de rama, puede in-
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ferirse que en lugar de 7 incogmitas, se puede, a través de la mairiz de tras-
formacién de corrientes, redueir dicho ndmero a m; = r - fn —~ 1) incogni-
tas. 8i por algin medio prictico, como se verd luego es el Namado méiado de
las mallas, se determinan las comieates de malla independientes ¢ rama de
entace, inmediatamente por la primera regla de Kirchhoff podrdn hailame las
corrientes en las ramas de arbol, quedando asi tofalmente resuelts la confign-
racidn eléctrica,

81 en cambio, fas incognitas fuesen las fensiones de rama, en lugar de »
incagnitas, se puede, a través de la matriz de trasformacién de tonsiones, re-
duciv dicho nlmero a4 »; = n -1 incognitas. Si por algdn medio prictico,
que cemo sz verd luego es ¢l Hamado métodn de loz nodos, se determinan
los potenciales de rama de darbol, por aplicacién de la segunda regla de Kir
chhoff se pueden hallar los potenciales de Ja- ramas de enlace, quedando de
esta manerz solucionada la configuracion cléctrica.

Se apreciard mas adelante los dos métodes de resolucidn indicados pueden plan-
tearse en forma sistemitica, por lo cual permitirin resolver la configuracién
eléctrica de manera menos laboriosa. . _ '

Previo a la descripcion de los mencionados métodos, se estudiard 1a forn.o
de construir las mafrices de interconexion de corvientes ¥ de temsiones. Pero
ndtese que estas matrices que permiten determinar las ingdpmitas restantes lue-

" go de aplicar ¢l método sistematico adecuado, pueden omifirse para proble-
mas sencilios, donde las incognitas restanies som poces y pueden hallarse por
simple inspeccion,

13,4.7) Matriz de trasformacion de correntes: Considérese el grafico [
neal de un circuito, que se muestrs en la Fig. 13.11.4). El mismo posee citco
nodes ¥y ache ramas por donde circulan corrientes en semtidos acbitrarios. En
la Fig. 13.11.%) s¢ ha clegido un drbol cualquiera del grd"co lineal, quedando
en consecuencia definidas las ramas de drbol v de enlace, Nétese que en di-
cha figura, por razones de simplicidad se coloca solamente el subindice de las
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corrientes, entendiéndose que las flechas indican el sentido de referencia para
las mismas. . .

Aplicando la priﬁwra regla de Kirchhoff z los cinco nodos resulta;

nodod iy~ —f5=20 (13.22)
nodo B =y +1; —f; =0 (13.23)
aedo C ~fy + 13 +1p =0 (13.24)
nodo D —~dy + I, +1Ig =0 (13.25)
nedo £ fg +1Iy ~ Iy —fg =0 {13.26)

Se observa que si se suman miembro a miembro las ecuaciones reciente-
mente planteadas se encuentra una identidad del tipo 0 = 0, que pard evitar
la se debera suprimir alguna de las ecuaciones que estd dando informacion
redundante. Esto es de esperar, pues ¢l nimero de ecuaciones indsﬂper‘dicntes
que puede obtenerse a partir de la primera regla de Kirchhoff es #; = A ~1
que para el circuito es cuestidn resulta n; = 5 — 1 = 4 ecuaciones. P4ra con-
tinvar el anilisis, se suprimird entonces, una de las ecuaciones por eietmplo la
Ec. (13.26).

Se encontrari ahora la expresion de las corrientes de rama en funfion de
las corvientes de enlace. Tdugase en cuenta que las ramas 1, 2, 3 y 4 son.
ramas de enlace. Las restantes corrientes se ponen en funcidn de las anterio-
es a partir de las Ees. {13.22), (13.23), (13.24) v (13.25) mesultando:

Iy = I,

I; = I,

Iy = I

Iy = Ly

s = [e_l = deg
I, =-i, Ll O
{9 = lpg — Ipy

IS = fea_' a4
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el sistema anterior de r ecuaciones, que expresa todas las cortientes de rama
en funcién de las corrientes de rama de enlace, puede presentarse en forma
matricial como se muestra en la Ec. (13.27):

r{l.r r+-[31§-0+0+0 3
iy +0+1,+0+0
Iy +0+0+7.5 +0
1, +04+0+0 +1,
- £13.27)
Ig +l,, +04+0— 1,
i wJoy +leg +0+0
Iy + 0 41 — Ly + 0
Is 0+ 0ty — Loy

fa matriz del sepundo miembro de Ia Ec. {13.27) puede expresarse como pro-
ducto de dos matrices, como lo indica la Ec. (13.28), apateciendo en el pri-
mer término del segundy miembro la llamada matriz de trasformacion de co-

rrientes .

f fy | [ L o o o)
P 0 t 0 0
iy 0 0 1 0 i ]elq
Lil=1o0 0 Y 1 Ies
i; 1 O 0 -1 la (13.28)
Iy —1 i g -0 |. 184-
iy 0 1 -1 b

|.. Iﬂd ] 0 0 1 '_-1-

y las matrices anteriores pueden expresarse en forma condensada como se-
presentaron anteriormente, a saber:

[} = o] [L]
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que dice que la matriz colurma de corrientes de rama se obtiene como pro-
ducto de la matriz de trasformacion de corrientes por 12 matriz columna de
corrientes de rama de enlace.

1a matriz o puede escribirse sencillamente mediante la aplicacion de una

regla,
Regle proctica para escribir la matriz « por simple inspeccion.
a) Se comstruye un cuadro de r filas y r. columnas.

b) Se recorren en ¢l grafico lineal del circuito las mallas correspondientes a
cada una de las corrientes de enlace en el sentide de dichas corrientes.
Cada malle corresponde a ung columna de la matriz &« v en la columna
asociada a cada corriente de enlace se escribe:

1 si Ia corriente en esa rama coincide con el sentido en que se estd reco-
rriendo ia malla que la contiene.

~1 d dichos sentidos son opuestos.

G en los lugares correspondientes z las filas asociadas a las corrientes de
rama no contenidas ep la malla recorrida.
Ejemplo:

Se toma el correspondiente al de la Fig. 13.11.b) que se redibuja en la

Fig. 13.12, donde se indican los sentidos de circulacién para cada malla segin
lo indica la regla.

Se construye el cuadro de 7 filas y r, columnas ilustrado en la Fig, 13.13.
Este cuadro es una construccion auxiliar para el ordenamiento, que se su-
prime, naturalmente al hallar la matriz a.
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G ! 2 3 4
] l G (4] 4]
2 0 1 0 0
3 0 0 i 0
4 0 0 0 i
5 i 0 o -]
] -1 ( 0 0
7 0 1 -1 0
8 4] 0 ] -1
Fig, 13.13

Se detallard la forma de construccidn {o lenado) de la primera columana,
definida por 1a rama de enlace !. Como por imposicitn de la regla el sentido
de corriente en la rama 1 coincide com el de eirculacion se coloca + 1len la
fila correspondisnte.

Como las corrientes en las ramas 2, 3 y 4 no estin contenidas en la malla
en cuestion se coloca un cero en las filas asociadas a esas ramas. Continuando
gl recorride de la malla se encuentra la corriente en fa rama 5 coincidente
con el sentido de circulacion y se coloca + 1 en la fila correspondiente. La
corriente en la rama 6 tiene sentido de referencia opuesto al de circulacion,

por lo tanto s¢ coloca 1 en la fila asociada. las corrientes de las ramas 7 y
8 no estén contenidas en la malla en cuestion, por lo cual se coleca un cero
en las fitas asociadas a esas ramas. De manera andloga se completan las demds
columnas,

Adviertase que la matriz encontrada en la Fig. 13.13 coincide con ia ma-
triz. o incluida en la Ec. (13.28), pues ambas responden al mismo grafico
lineal, y en particular a las mismas ramas de irbol y de enlace,

13.4.8) Matriz de trasformacion de tensiomes: .Considérese el mismo gri.
fico lineal de Ia Fig. 13.11.a) que se reprodice en la Fig. 13.14.a). En la Fig.
13.14.b) se ha elegdo un drbol, v las cuatro ramas de enlace definen las ma-
lias independientes indicadas. Nétese que en este grifico se colocan las flechas
correspondientes a la tensidn que resultan opuestas a las de corriente, ¥ por
razones de simplicidad se coloca solamente el subindice de dichas tensiones.
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O) (&) Fig. 13,14

Se asignan los sentidos de circulacion indicados y se aplica la segunda regla
de Kirchhoff a las cuatro mallas, resultando:

malla 1 ~Vy + Vg~ Vs =0 (13.29)

‘matla 11 '—Vg - V'? - Vﬁ =0 {13-30)
matla 1l V3 — Vg + ¥y = 0 (13.31)
malla IV -V, + ¥ + Vg = 0 (13.32)

Naturalmente que podria plantearse otra ccuacidn para la malla exterior,
pero al igual que en el caso anterior s¢ obtiene una identidad del tipo
0 = 0. Esto es logico pues el nfimero de ecuaciones independienies que pue-
de obtenerse a partir de la segunda regla de Kirchhoff es my = r — fn— 1)
que para &l circuito en cuestidn resulta my; = 8 — (5 — 1} = 4 ecuaciones.

Se encontrara ahora la expresion de las tensiones de mma en funcion de
ins tensiones de grbol. Téngase en cuenta que [as ramas 5, 6, 7 v 8 son ra-
mas de &rbol. Las restantes tensiones se ponen en funcidn de las tensiones de
rama de drbol a partir de las Ecs. (13.29), (13.30), (13.31) y (13.32), resul-
tando:

Vi =~V + Ve
Vo =—Vog — Vin
Vi = Ve — W,
Va = Vas T Vag
Vs = Vus .

Ve = Vig

Ve = Vg

Fg = Vg
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el sistema anterior de r ecuaciones, que expresa todas las tensiones de rama
en funcidn de las tensiones de rama de tbol, puede presentarse en forma
matricial como ilustra la Ee. {13.33):

-

-

-

Vi
V2
Vs
Vq

-

o

Va5 + Vg +0 +0
0~ Ve
0 +0 + Vyq — Vg
Vos +0 40+ Vyy
Vos +0 +0 +0
0+ Ve +0+0
0+0+ Vg +0

0 +0 +0 + Vg

- Va'.f +0

-

(13.33)

la matriz del segundo miembro de la Ec. {13.33) puede expresarse como
_producto de dos matrices, como la indica la Ec. {13.34), apareciendo en el

primer termino del segundo miembro la Hamada matriz de trasformacién de

tensionas 5:

g
2
Vs
Va
Vs
Vs

Vs

Ve

=

[ IR o B o

-1

0

1 © o"
1 -1 0
0 1 -l [
0 0 1
¢ 0 0
1 0 Q
o 1 0 )
0 0 1

{13.34)

y las matrices anteriores pueden expresarse en forma condensada como se
presentaron. anteciormente, a saber:

tVl =A1F1 [Ve]
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que dice que la matriz columna de tensiones de rama es igual a la matsiz de
trasformacidn de tensiones multiplicada por la matriz columna de tensiones
de rama de érbol. La matriz f puede escribirse ficilmente por la aplicacién
de una regla.

Reazla prdctica pare escribir lg matriz  por simple inspeccion:
a} Se forma wn vuadro de r filas y r, columnas.

b) Se recorre el drbol correspondiente a cada una de las mallas definidas por
cada rama de enlace, en el sentidy necesardo para pasar del origen af ex.
tremo de la flecha del sentido de referencia de Ia tension de enlace.

Cada maiia corresponde a vra fila de le matriz § vy de dicha fila se es-
cribe:

! para la columna correspondiente a una tension de drbol, si al recorrer
ésta lo hacemos en el mismo sentdo que el que corresponde a su refe-
rencia,

-1 si los sentides son opuestos.

0 para las columnas correspondientes a las ramas de drbol no encontradas
a lo targe del trayecto recorrido. '

¢) Fn las filas correspondientes a las tensiones de drbuol, se coloca 1 en la
cofumna de dicha tensidn de darbol, y cero en las restantes.

Fig. 13.15

Fjemplo:

Se toma el correspondiente al de la Fig 13.14.b) que se redibuja en lz
Fig. 13.15, donde se indican los sentidos de circulacion de mallas segin lo
indica la regla. Se construye el cuadro auxiliar que se flustra en la Fig. 13.16,
compuesto de r filas y #; columnas. Se detallard a continuacidn el llenado de
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e s | 6 7 8
1§ -1 1 0 0
2 e | -1 { -1 0
3 0 0 1| -1
4 ] 0 0 |
5 1 0 0 0
6 0 1 0 0
7 0 0 1 ] 0
8 0 0 0 1
Fig. 13.16

la primera fila. Al recorrer ¢l drbol en cuestibn se encuentsa la tensidn en 12
rama 5 con sentido de referencia opuesto al de circulacién, y en consecuenciz
en la columna correspondiente a dicha tensién de drbol se coloca —1. La ten-
sidn en la rama 6 se encuentra coincidente con el sentido de circulacion y en
consecuencia se coloca ! en la columna correspondiente a dicha rama. Como
las tensiones en las ramas 7 v & no estin contenidas en el drbol en cuestidn
g8 coloca cere en las colunminas gue covresponden a dichas tensiones. Por aple-
cacion de la regla puede completarse el cuadro.

MNotese qué la matriz encontrada en la Fig. 13.16 obviamente coincide con

la matriz § incluida en la Ec. (13.34), por corresponder al mismo problema
y verificarse fa regla aplicada. '

13.5 Método de las mallas

a} Induccion de las ecuaciones

Considérese el circuito arbitrario ilustrade en 1z Fig. 13.17. Elnimero de
mallas independientes vesulta w; = r—-fn~1) = 6 —-(4—-1) = 3.
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Fig. 13,17

Se numeran las mallas v se asigna un mismo sentido de circulacion para
recorrer las mismas, con el objeto de obtencr una ley de formacidén y poder
sisternatizar el métode. Con el mismo objeto ¢l sentido de referencia para las.
corrientes de malla independiente £y, [4 e Iy se eligen todos coincidentes
entre si e iguales al sentido de circulacién adoptado.

Por aplicacion de la segunda regla de Kirchhoff resulta:

malls 1 ¥y +Vy =Z, I, +Z, [y +2s 1 - {13.35)
malla T ¥, = Z, I, + Zg Iy — Zg Iy (13.36)

malis W~V — Vy = 2y Iy — Z4 I4 — Zs I (13.37)

En el grupe de ecuaciones anteriores se desean expresar ahora las corrien-
tes compartidas entre dos mallas en funcidn de fas corrientes de malla inde-
pendiente. Con ese objeto conviene elegir para plantear la primera regia de
Kircbhoff a los nodos indicados como A, B y 'y en consecuencia:

-
nodo B I+l bl =0

node 4 =1 + 1, + 17 '

nodo ¢ 11-13—-—[4:0
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de este comjunto de ecuaciones pueden despejarse las corrientes compartidas
en funcién de las independientes: '

| A (13.38)
]5 = 12 _}3 (l3<39)
Iy =1, — 1y ' (13.40)

reemplazando adecuadamente las Ecs, (13.38), (13.39) v (13.40) en las Ecs.
(13.35), (13.36) y (13.37) serd:

Vit Ve =2y 1) ¥ 24 (Iy ~ I3) +Zg (I, — 13) malla ]
=Vy = Zy Iy ¥ Z5 (1) — I3} — Zg (I ~ 1) malla 1
'—V3 - V4 == Z3 13 - Z4 f]] ""13} - Zs (I: ‘_Ig) maila ].ll

ordenando las ecuaciones anteriores en funcion de las corrientes de malla in-
dependiente; -

. (Zl + Zq + ZE} 11 -~ Z& 11 - 24 fa = Vl + V4 : ma]]a 1
’_Z{, 11 +(ZQ + ZS + Zs} 12 - Zs [3 - V2 malla II
-—24 11 - 25 Ig + (.73 + 2.’4 + {fs) I3 = - V3 - V4 malla 111

Natese que en las tres ecuaciones de malla planteadas, el coeficiente de la_
corriente independiente de las mismas estd formado por la suma de las im-
pedancias que se obtienen al recorrer la malla en cuestién. Ademds, por ejem-
ple en ia ecuacidn correspondiente a ta malla I, el coeficiente de la corriente
independiente de la malia Il es la impedancia de la rama compartida entre las
mallas I v I. Andlogamente, el coeficiente de la corriente independiente de la
malla i estd dado por la impedancia de [a rama compartida entre las mallas
1 y 1H. Estas impedancias compartidas aparecen precedidas por un signo ne-
gativo. .

Procesos similares ocurren para fas ecuaciones correspondientes a las mallas

II v IIL '

' Finalmente, se obscrva que cada ecuacion de malla tiene como témming-in-
dependiente a la suma de las tensiones de los peneradores hallados al recorrer
la malla correspondiente, computados con signo positivo cuando su sentido de
referencia es coincidente con el de circulacién adoptado, y con signo negativo
en casoc contrario,
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A través del andlisis se advierte que existe una ley de formacidn que per-
mite escribir las ecuaciones en forma sisterndtica, y que pueden tomar €l si-
guiente aspecto: ’

Indy ¥ Zp Ly v s ALy dyyy = LV
I
221f1+2n[2+""' +22mrfm:= E ¥
(1}
Liy 1 T Zimis fp 4o e t i mi Ami = E‘ 4
(mi)

s F le 2]2 ...... 71rm I,’I.

18

v Zy Zn Zami £y

{ry
..... = e azay
N r’rE&'} V_ _Zmi] Zmlz ----- ij o] L. Toni B

en forma condensada puede escribirse:

[(£vi=1[2] []

y dice que la matriz columna de tensiones de excitacion es igual a la matiiz
impedancia de malla o matriz impedancia del método de las mallas mul-
tiplicada por la matrz columna de corrientes de malia independiente.

En l1a Ec. (13.41) se observa, principalmente, que aparecen dos tipos de-
fmepedancia, unas con subindices repetidos y otras con distintos subindice, y
s¢ dencminan:

1l

Zoa = impedancias propias de malla.

Zqp = impedancias mutuas ¢ compartidas.



Resolucion sisterndticq de circuitos 227

Es de aclarar que Z,pz = Zp, para circuitos constituidos por elementos
que s¢ comporten en forma eléctricamente simétrica, es decir que Ia trasferen-
ciz de energia puede realizarse con igual facilidad en ambos sentidos. En
otras palabras, debe cumplirse que la corriente de un circuito produzea una
tensidn en el otro, y que la mista corriente circulando por este {itimo pro-
duzca la misma tensidn en el primero. Los elementos pasives estudiados hasta
aqui cumplen con esa condicién y se laman bilaterales. Esto no resulta asi,
por ejemplo, para los transistores, que si bien permiten trasferir energia en
ambos sentidos, no son bilaterales pues no presentan simetria eléctrica o para
el caso de las valvulas que son unilaterales.

b) Regla prictica para escribiy las ecuaciones del
método de las mgllas por simple inspeccion

b.1} Se determinz el nimero de mallas independientes, se numeran las mis-
mas asignando un mismo sentido para todas las corrientes en las mismas,
¢n coincidencia con el sentido de circulacion adoptado.

b.2) En el primer miembro se forma una matriz columna con tantos elementos

como mallas independientes tenga el circuito. Cada uno de los elemen-

- tos es igoual 2 la sumatoria, para la malla correspondiente a la fila en

gue se encuentran, de las tensiones excitadoras halladas al recorrerlas

integramente. Se considerarin positivas aquellas tensiones de los genera-

dores cuyo sentide de referencia sea coincidente con el de circutacion
a_doptado, ¥ negativas en caso contrario.

Fl segundo miembro estd constituido por el producte de des mafrices.

b3} La matriz cuadrada de impedancia de malla se construye formando un cua-
dro con tantay filas y columnas como mallas independientes tenga el
circuito. Se coloca en cada une de los elementos definidos una impe-
dancia caracterizada con la letras, Z con doble subindice. Bl ptimer sub-
indice corresponde a la maila a la cual pertenece la e¢cuacion, o lo que
es lo mismo, al nimero de fila. El segunde subindice corresponde a la
corriente de la cual es coeficiente, o lo que es igual, a la columna co-
rrespondiente.

“Las impedancias con subindices repetidos resultan de las suras de las im-
pedancias encontradas al recorrer la malla identificada por dicho doble
subindice, siendo siempre positivas.

Las impedancias son subindices distintos son iguales a Ia tmpedancia de la
rama compartida entre las dos mallas identificadas por dichos subindices,
cambiada de signo.
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b.4) La matriz columna de corrientes incognitas estd constituida por tantos ele-
mentos como mallas independientes tenga el cireuito.

NOTA:

En el ejemplo de Ia Fig. 13.17 de la cual se derivé el método incluye ge-
neradores de tension. En el caso de que existan en la configuracin a re-
solver generadores de corriente, con el objeto de aplicar la regla anterior,
debe convertirselos an gemeradores de tension aplicando el Teorema de
Thévenin, que se analizard en el Cap. 14. En forma abreviada, puede ade-
lantarse que permite reemplazar un dipolo dado por un generador ideal
de tensidn em serie con una impedancia. La impedancia es {a que presenta
el dipolo con los generadores que contiene desactivados, y la tensidn del
generador es la existente entre las tcrminales del dipolo cuando se en-
cuentran a circuito abierto.

En la Fig. 13.18 se da un cjemplo tipico que aparece en la resolucion
sisternatica de circuitos. En la Fig. 13.18.a) se dibuja un dipolo que incluye
un generador de corriente, y en la Fig. 13.18.b) su equivalente de Thévenin.

C@ Fig. 13.18

©

¢) Nikmero de ecuaciones ahoradas y ventgias del método

Para resolver una configuracién dada de r ramas, por aplicacidn de la pri-
mera y sepunda Reglas de Kirchhoff deben planiearse r ecuaciones.

En cambio, aplicando ¢l método en las matlys se determinan las commientes
en las ramas de enlace por lo cual se plantean r, = r—(n— 1) ecuaciones.
Las restantes incognitas se hallan como ya se explicd anteriormente.

En consecuencia, ung de las ventajas del método de las mallas es que con-
duce 2 un sistema de »x - 1 ecuaciones menos que las que surgen de la apli-
cacion directa de las reglas de Kirchhoff. Otra es que las ecuaciones pueden
plantearse por simple inspeccion en forma sistematica, lo cual en principio
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minimiza la posibilidad de cometer errores. Finalmente, como las ecuaciones
resultan ordenadas para su resolucidn en forma matricial, brindan comedidad
y rapidez en las operaciones.

d) Impedancia de entrada :

A través del método de las mallas puede calcularse Ia impedancia de entra-
da de un dipolo pasivo, o bien la de un dipelo activo con sus generadores
desactivados, '

Para justificar la forma de cdlculo puede partirse de la Ec. (13.41). Si se
llama A, al determinante de la matriz impedancia, las corrientes se calcularin
como:

4 Zyy oser - Emi
(n
zv Zog o ov v Zy mi
{1 :
v Zmiz Zoi it
17 imi} .
1 x5
4 V...,
1t & Zimi
Zy ZvV .. .., Zami
ai
‘Zml'l ’ EV ..... Zmr' mi y asi
(mi}
fg ==
Ly
subsiguientemente hasta: )
le ’ Z];EV
n
Zn y o S, v
(1o
Zmil Z,m'g ..... xVv
fmi)
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desarrollando los determinantes de [os numeradores de las ecuaciones anterio-
res, por los elementos de las columnas de tensiones, resulta:

A
1, z(,‘iﬁ_) 2V+(iﬁi) Em‘...[___m._ﬁﬂ_ Ty
4, 1@ az fan Ay T (miy
A A

12‘._.(_)_{&) EV}.l_ﬂﬁ) EV'+-‘°-(-~£}‘—2—)EV

A, 1M Ag } b Ay T tmi)
I = (ﬂ.!":"i ) x VW ( _2.”_'.’_) TV - ( Amimi )2 i
A (D A, ab Ay Fimiy

— Fig. 13.20
BPOLG b

J R
¥

- PASIVO -l-'l"'f‘. 1{_—?
. WT B SIACLITEG
| v i PASIYO
Fig.13.19 o

Considerando zhora el dipefo pasive que se muestra en la Fig 13.19,
excitado solamente por un pgenerador ideal de tension P circulard una co-
miente 7y de entrada al dipolo, y la ecnacion de la corriente para la malla |

resulta;
A A Ami
= (*i) v, +(——3‘—) O+ (—”’—1) 0
Ay A

7 Az
por lo cual fa impedancia de entrada resulia:
V A
Zp = L = TZ (13.42)
f Ay ' _ N

e} Impedancia de wasferencia

La impedancia de trasferencia se define como el cociente entre la tensisn
aplicada en una malla, y el valor de la comiente circulante en otra malla de-
bido a la causa mencionada, con todus los generadores resiantes desactivados.
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Considérese el circuito de a Fig. 13.20. En la malla x se aplica una ten-
sibn Vi dando lugar a la circulacidn de una corriente 7, v de una comiente
Iy en 1a malla €. La epuacion de la corriente para la malla € resulta:

A A Ams
I .2( A1;2]0“‘_ ..... (..f&) Ve +oe0 o [ ;’Z ) 0
z .

por lo cval la impedancia de trasferencia resulta:

v A
Zpro = Y L Bz (13.43)
1. 4% Iﬂ AKQ

13.6 Método de los nodos

a) Induccibn de las ecugciones

~ Considérese el circuito arbitrario ilustrado en la Fig. 13.21. El admero de
nodos indpendientes resulta sy = n —~1 = 3.-1 = 2.

Se numeran Jos dos nodos independientes, y ¢l nodo 3 se elige como refe
rencia, computando tespecto de él, los potenciales de los demds nodos. Los

@netadores de corriente proveen I e [, ohviamente conocidas: los sentidos
de referencia para las demds corrientes se han tomado en forma arbitraria.
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De la aplicacién de 1a primera egla de Kirchhoff resulta:

nodo 1 —f; +@, +1y —Ig =0 (13.44)

nodo 2 [, ~ I, —I; +ig =0 ' (13.45)-

En las ecuaciones anteriores Iz e f4 son las correntes independientes im-
puestas por los generadores. Las demds pueden expresarse en funcitn de los
potenciales y las admitancias aplicando la ley de Chm en las ramas def cir-
"cuito de la Fig. 1321, y en consecuencia:

2
!
=

[+

1

-

1

VHZod o Iy =(V, = ¥y — V)Y (1346)

Va = Vi =V =-LZ, - L=V~ V)Y, (1347)
Vis =V, —0 =13 2, Loy =1 Y, (1348)
Vi =V =0 = — I, Z4 W Iy =~V Y, (13.49)

reemplazando adecuadamente las Ecs. (13.46), (13.47), (1348), y (13.49) en’
las Ecs. (13.44) y (13 45) sera:

vodo 1~ (W, =~ ¥ (- By AV VA5 =@

nodo?. (Vz_‘Vl‘_V). Yl _’(VI _sz Yz }‘V-; Y4 + !rﬁ =0

ordenando las ecuaciones anteriores en funcidn de los potenciales de nodo
independiente:

pedol' (¥, + ¥, + Y3) Vi =Y, + Y3} ¥, =[5 — VY,

nodo2 Y, + ¥V, H{(Y + T, +Y,] ¥, ?"fﬁ-'*" VY,

Notese que en las dos ecuaciones de nodo planteadas, log potenciales de
nodo independiente tienen como coeficiente a la suma de las admitancias que
contcurren a 1os respectivos nodos. Ademas, en la ecuacion correspondiente af
nodo 1, el potencial del nodo 2 tiene como coeficiente ta suma de las admi-
tancias tendidas entre los nodos 1 y 2, precedidos de un signo negative. Pro-
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ceso andlogo ocurre 2a la ecuacién del nodo 2, wspecto al potencial del
nodo L. :

Finalmente, se observa que cada ecuacidn de nodo tiene como término
‘independiente a la suma de las correntes independientes, provistas por los
generadores, gue convergen W nodo al cual corresponde la ecuacion, compu-
tadas con signo positivo si son entrantes en node, y negativo en caso contra-
rio. Adviértase que en el circuito en estudio, ademais de los generadores de

“corriente, se ha incluido una de tension, ¥y que en las ecuaciones aparece tras-

formado en unc de corriente. Al respecto se insistird sobre esto en la regla
prictica.
A través del anilisis se advierte que existe una ley de formacién que per-

mite escobir las ecyaciones en forma sistemdtica, y que pueden tomar el
siguiente aspeocto

YllV1+Y12V2+"""YlniVm‘=21:'{
Y21V1*Yszz"‘““"anfVmF21
¥y Vi F Yy Vg b Yorni Vi = E I

que en forma matricial pueden presentarse:

X i Yu . Yig oot Yini Vi

R Yo Yo o .. Yau Vs
= NSRRI BN DR PG - X15)
DI Yuig Yarz . o0 Yain Vai
_n‘ »l . . -I . l-l

en forma condensada puede escribirse:

[£7] = [Y][V]
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y dice que la matAz colummna de corrientes de excitacion es igual a la matriz
admitancia de nodo o matriz admitancia del método de los nodos, multipli-
cada por la matriz columna de tensiones de nodo independiente.

En la Ee¢. (13.50) se observa, principalrente, que existen dos tipes de
admitancias, unas con subindices repetidos y otras con distintos subindices, y
se denominan:

Yao = admitancias propias de nodes.
Yyp = admitancias mutuas.

respecto de- fas admitancias mutuas Yag e Yg, valen las mismas consideracio-
nes realizadas en el método de las mallas para Z,g y Zg,. Este es
Yag = Yps para circuitos constituidos por elementos bilaterales.

b} Regia prictica par;a escribir las ecuaciones del método
de los nodos por simple inspeccion

b.1} Se determina el nlimero de nodos independientes, eligiendo la referencia
y numerandolos.

b.2) En el primer miembro se forma una matriz columna con tantos elemen-
tos como nedes independientes tenga el circuite. Cada uno de los ele-
mentos es igual a la sumatoria, para el nodo correspondiente g la fila en
que se encuentra, de las cordentes excitadoras que convergen al nodo en
cuestion., Se considerardn positivas aquellas corrientes de los generadores
cuyo sentido de referencia es entrante al nedo, y negative en caso con-
trarie,

El segundo miembro estd constituido por el producio de dos matrices.

b.3) La matriz cusdrada de admitancia de nodo s construye formando un
cuadro con tantas filas y columnas como nodos independientes tenga el
circuito. En cada uno de los elementos definidos se coloca una admi-
tancia cdracterizada con la letra ¥ con doble subindice. El primer sub-
indice corresponde al nodo al cual pertenece Ja ecuacion, o lo que es lo
mismo, al nimere de fila. El segundo subindice corresponde a la tensitn
de la cual serd coeficiente, o le que es igual, a Ja columna correspon-
diente.

Las admitancias con subindices repetidos resultan de la sums de las admi-
tancias de las ramas que concurren al nodo identificado por el doble sub-
indice, siendo siempre positivas.

Las admitancias con distintos subindices resultan de la suma de Jas admi-
fancias de las ramas tendidas entre los dos nodos identificados por los
subindices cambiada de signo.
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b4) La matriz columna de fensiopes incdgnitas estd constituida por tantos
elementos como nodos independientes tenga el circuito,

NOTA: En el caso de que existan en la configuracidn a resolver generadores
de tensién, con el objeto de aplicar la regla anterior, debe convertirselos
et generadores de corriente aplicando ¢l Teorema de Nerton, que se
analizard en el Cap.14. En forma abreviada, puede adelantarse, que per-
mite reemplazar un dipolo dado por un generador ideal de cordente en
paralelo con una admitancia. La admitan es la que presenta el dipolo
dado con log generadores que contiens desactivados, v la corriente del
generador serd la que circula por el mencionado par de terminales cuan-
do se los cortocircuita.

! Fig. 1322

"En ha Fig. 13.22 se da un ejemplo tipico que aparece en la resolucion
sisterndtica de circuitos. En la Fig. 13.22.a) se dibuja un dipele gque incluye
wt generador de tangiba, ¥ en la Fig. 13228} su equivelente de Norton.

¢} Nitmero de ecuaciones ahorradas y ventajas del método

Es sabido que para resolver una configuracion de r ramas por aplicacion de
las reglas de Kirchhoff deben plantearse r ccuaciones.

En cambio, aplicando ¢f método de los nodos se determinan los potencia-
les de los nodos independientes, por lo cual se plantean r, = n; = n—1
ecuaciones. Las restantes incégnitas se hallan como ya se explicé anterior-
mente.

Ea consecuencia, una de lus ventajas del método de los nodos es que co-
duce a un sistema de 7, ecuaciones menos gue las que surgen de fa aplicacion
" directa de la regla de Kirchhoff. Otra, es que las ecuaciones pueden plantearse
por sinple inspeccidn en forma sistemAtica, lo que en pnncipio reduce fa po-
sibilidad de cometer errores. Finalmente, como las ecuaciones resultan ordena-
das, para su resolucion en forma matricial, oftrecen rapidez v facilidad para las
operaciones,
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@) Admitancia de entrada

Por medio del método de los nodos puede calcular-se la admitancia de en-

trada de un dipolo pasivo, o bien Iz de un d1p010 active con sus generadores
desactivados.

Considérese al dipolo pasive que se ilustra en 1a Fig. 13.23, excitado sola-
mente por un generador ideal de cordente [y, que produce una temsion
-entre el nodo t y la referencia. Debido a que la Onica fuenie es £y, de ]a Ec.
(13.50) resulta que la ecuacic’m de la tensibn para el node | es:

All
I, #0+---:0

por lo cual la admitdncia de entrada resulta:

{ A
Y, = b = =X (13.51)
Vi Ay

€) Admitancia de trasferencia

La admitancia de trasferencia se define como el cociente entre 1a corriente
que se inyecta a un nodo y el valor de la tensién que aparece en otrg podo
respecto de la referencia, con todos los generadores restantes desactivados.

O k l
=

/L__%__ T Py CIRCUITD I"'
DIROLS 1 |
| PASIVO
i'T * PASIVE i {

L

| e

Fig. 13.23 Fig. 13.24

En el circuito de Ia Fig. '13.24 se inyecta al nodo K una corriente f Iy lo
que da lugar a una tensién Fp en un nodo R del circuito. La ecuacidn de la
tension para el nodo R resulta:

A A A
VQ: (__!._’E)O e e ( ‘KE )IK e (__._%E 0
Ay A}' Ay
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por lo cual la admitancia de trasferencia resulta:

Ik Ay
Y = -l =
TKS Ve Axe

(13.52)

13.7 Companidém de los métodos de las mallas y los nodos.
Campo de aplicacion de cada uno

El métedo de las mallas permite la determinacién de las corrientes de ma-
lla independiente, y conociendo éstas pueden determinarse todas ias demds
incégnitas. Deben plantearse r, = m; = r —(n — 1) ecuacicnes.

El método de los nodos permite la determinacion de las tensiones de
nedo independiente, y de alli se pueden determinar las demds incOgnitas..
Deben plantearse r, = m; = n— | ecuaciones,

En el caso de querer determinar una configuracidn, una primerg seleccion
del método a emplear puede hacerse teniendo en c¢uenta a aquél que provee el
menor nimero de ecuaciones. Es evidente que si m; < n; conviene emplear
2l métode de las mallas, y si en cambio m; > n; es recomendable empiear el
método de los nodos.

~Una segunda seleccion resulta si la diferencia es del orden de una ecua-
cion. Hay que tener en cuenta si €l propdsito inmediata es la determinacion
de corrientes o tensiones, en el primer caso se empleari el método de las
mallas y en el segundo ¢l de Jos nodos,

13.8  Aplicacitn del principio de dualidad.
Obtencion por simple inspeccién del circuito dual

En el Cap. 3 se presenté el principic de dualidad. Dos circuitos son duales
cuando sus ecuaciones de equilibrio son formalmente iguales; es decir que me-
diante un cambio de variables se puede pasar de unas a otras. Se encontrd
ademés la dualidad existente enire elementos de circuito, y variables elec-
tricas.

A laluz de Io zmtedmho, si se analizan las ecuaciones del método de las
mallas y de los nodos precedentemente ha]laclas se llaga 4 la conclusion de
que dichos métodos son duales.

La ventaja del principio de dualidad es que, una vez determinado que dos
circuitos son duales, basta con determinar el comportamiento de uno de eflos,
pues todas las ecuaciones halladas serdn vilidas para el otro con el corres-
pondiente cambio de nomenclatura que indigue la dualidad. -

Pero, para saber que dos circuitos son duales deben encontrarse las ecua-
cionez de equilibrio de ambuos, lo que es realmente trabajoso para configura-



338 Andlisis de Modelos Circuitales

ciones complicadas, y este trabajo hace que se pierda gran parte de la ventaja
del mencionado principio. Seria recomendable entonces, encontrar alghn me-
todo cualitativo que por simple inspeccién permita hallar el dual de un cir-
cuitn dado.

Fig. 13.25

Considérese el circuito R L C serfa alimentado por un generador de tension
que se muestra en la Fip. 13.25. Como el mismo posse una malla indepen-
diente, el dval poseerd un sclo node independiente, en consecuencip estard
constitvido por dos nodos. En la misma Fig. 13.25 se construye el circuito
duai, celacando uno de los nodos deniro de ta malla dada vy otro fuera. 3e
tienden luego entre los nodos ramas que pasen por vada uno de los elemen-
tos, en las cuales se colocan sus duales.

Notese que s obtiene el circuito R L C paralelo excitado por un generador
de corriente que se sabe que es el dual del serie dado. Este métado puede
extenderse parz cualguier configuracidn, en consecuencia se puede proceder 2
sistematizarlo.

Regla pricrica para hallar por simple inspeccion el circuito dual ¢ uno dado

a} Se fija ur nodo dentro de cada una de las mallas independientes y un
nodo externo.

b) Entre cada dos nodos sc tiende una rama a través de cada uno de los
elementos de la rama que separa ambos nodos. En cada una de dichas
ramnas $¢ incluye el elemento dual del que se atraviesa.

¢} En una awila en la cual la tension de un generador tenga un sentido hora-
rio, en el nodo correspondiente a dicha malla la corrente del generador
dual deberd ser entrante y viceversa.
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Fig. 1326

Eiempilo:

En la Fig. 13.26 s¢ dibuja en 1inea liena un circuito dado, y por aplicacion de
la regla anterier, en linea de trazo se construye el circuito dual correspondiente.

13.9 Probienias resueltos

Como ya se aclard, los métodos descriptos se desarrollaron en el dominio
trsforrmade de Laplace, y por razoncs de simplicidad en la exposicidn se su-
primid el subindice “s” a lo largo del capitulo. En la realizacion de los pro-
blemas s¢ retomard la nomenclatura utilizada hasta el presente, segin sea para
problemas que se desarrollan en el dominio de frecuencia compleja, en el
temporal o en e} de frecuencia imaginaria correspondignte al régimen senoidal
permanente.

1)
a4 -

vlrﬂTC
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13.9.1) Para el circuito dado en la Fig. 13.27, aplicando el método de
las mailas se pide:

2) Redibujar nuevamente el circuito efectuando las trasformaciones que fuesen
necesarias. Determinar el nimero de mallas independientes, elegir un 4rbol,
e indicar las corrientes de malla independientes o de rama de enlace, y
asignar sentidos de circulacion.

b} Plantear las ecuaciones matriciales correspondientes al método de las mallas
indicando en forma explicita la expresion de cada unc de los elementos
constitutivos de las mismas.

¢} Indicar como podria determinarse la corriente a través de la impedancia_
_Z3(s), que se denomina como fz3{s), vy su expresion temporal asociada,
que se denomina #; 3 ().

Solucion:

I{s).22[s)
Mis zatsy el IR

Telsl=Zyln) m
Z20s] ‘J\T _ J u 12t8)

1) > RETTY
Tlt:l.zeuh -—[::]——u-.,__ﬂ_{‘_‘“:}__,.,
= bpls) - zxist - Y4{s) .
u_msJT k_J@ !®) ()‘vem
Fig. 13.28 - nts '3“!,._,/
. ¥4is) ¥ois)
Fig. 13.29

a) En primer lugar se reemplaza el generador de cordente J(s) y la impedan- -
cia asociada Z, (s} por el equivalente de Thévenin, como se indica en la
Fig. 13.28. Obséivese que si se construye el grifico lineal del circuito da-
do, la rama que contiene a la admitancia Y, (s} quedard suprimida. Es na-
tural, la corriente en dichg rama puede calcularse en forma inmediata, por
lo que no vale la pena agregar una ecuacién mis al sistema, en consecuen-
cia se pasa a eliminar Y (s} por superflua, En estas condiciones resuita el
circuito mostrado en la Fig. 13.29, Pama el mismo, ¢l nimero de mallas
independientes es m;, = r—fn- 1} = 5 ~¢3 ~ 1} = 3. En la misma figura
se numeran las mallas, eligiendo para todas las corrientes de malla inde-
pendiente ] mismo sentido de referencia, que es coincidente con el de
circulacidn, con el objeto de poder aplicar la regla prictica.
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b) Por aplicacion de la tegla prictica dada en 13.5.b) resuita:

ERCIRET Zats  Zas) |10
S velzat  Zmt za| | R
L(l?l) V(S}“ thal {s} Ly (s) Zyy (5}- Lfa r’s)-
donde:

L Vis) = Vi{s)
143

T Vis)= ~1Ifs) Z,(s)
) :

Z Vis)=— V,fs)
a1

: i
Zufs) = Z3fs) + '

ys (S

Zp(s) = Zyis) + Zofs) + Z3(s) +

Yo s
1 1
— 3 L
Yafsi Yo (s}

Zy(s) =

Zyfs) = Zyfs) = — Zy(s)

Z3fs) = Zy{s)=—0=20
1
Ya(s}

¢) La corriente Iz {s) es una corriente compartida que debe calcularse en
funcion de las cordentss de rama de enlace o malla independiente. Por
aplicacién de la primera regla de Kirchhoff al nodo 4 resulta:

Ay (8) tIy(s} +1z5(s} =0

Zas(8) = Zzp(s) = —

Iz (s) = Iy(s) — Iy (s)
donde:
Bpp
Az

_ "‘1‘11_ .
Iy fs) = Tz e Ip(s)=
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finalmente, la expresion temporal de la comriente puede hallarse seglin se ex-
presd en el Cap, 10 por antitrasformacién de Iz, s/, a saber:

Ipaft) = L7 [Iza(s)]

naturalmente, deberdn conocerse las expresiones trasformadas de las mmitancias
y las correspondientes a tensiones de los generadores,

13.9.2) Aplicando el método de los nodos determinar el valor complejo
eficaz de la corriente que circula por R4, para el circuito ilustrado en la Fig,
13.30,

R1 RZ R3
w{t) =12 1gog 5000 [Y)
) R1=R3 =300
V(r}T . A2 =200

| cr CZ R4 R4=500
€Y= 0,4 F ’
L | c2roer  Fig. 13,30

Se calcula en primer lugar el valor complejo eficaz de 1a tension aplicada a

partir de:

Solucion:

vit) = 14,1 sen (5000 r + W2) V ..

V=1¢™ =jl0v

Se reemplaza luego el gemerador de tensién en serie com R; por su equi-
valente de Norton segin se indica en la Fig. 13.31. Bn la misma resulta:

C=ae B

Fig. 13.31

Yn = o bien Zy =R
N R . N 1]
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i;. = 10 = ;333 10°% 4
R, 30

?N =

—

Etl nlGmere de nodos independientes, resulta:

n,‘rn-*l=3—1r-2
redibujdndose el circuito como lo indica la Fig. 13.32.

1 w2 2 i

}N-!-:U Im _[m _J|:cz Ra
g _‘ —- Fig. 13.32

-
3
}

L

Adviértase que se toma como nodo de referencia al més convenientte para
el problema.

Por aplicacion de la regla prictica dada en 13.6.b) resulta:

~ b4
!

Vi1 Yy, Vy

(13.53)

Y Yo Vs,

w
il

Jando:

T =1y =7333 1007 4
1

I =0A4
2
Y, S C, = 8 4 i 13570
= — . + jw = 854 10" .
11 R, R, i 1 A 107 e
“— 1 1 32 6%
Yn = t e 4w Cy = 742 1079 3P0

R, R: +R,
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Por lo que reemplazando los valores anteriores en la E¢. (13.53) y resol-
viendo parz ¥, es:

854 10°% ¢/ 135" . 'y 333 10t
5 1= 50 1074 0 1,66 107% ¢799°
2 = (-] = . Q
854 107% g/ 135 —5¢ 1074 0,48 107% ¢7 622
—50 107* 742 107 ¢/ 32.6°

V, = 3,46 ¢/278° [ V]

por lo que la corrente en el resistor R4 valdri:

_ Vy— 0 3,46 /278 o
Ty=—2—— = 220 = 30107 7T A
Ry + Ry 300 + 500

13.9.3) Con relacién al cireuito ilustrado en la Fig. £3.33, aplicar el mé-
todo de las mallas con el objeto de calcular la impedancia de entrada, me-
diante la siguiente secuencia

Ri«R2zR3=1 -
" cl=ga=ye

LlxLZa tuHy

w= g% r/aap

P— Fig. 1333

a} Redibujar el circuito, determinando el numero de mallas independientes,
mndicar los sentidos de referencia para las corrientes de malla independiente
y ¢l sentido de circulacién.
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b) Plantear las ecuaciones matriciales del método de las mallas, calculando el
valor de cada una delos elementos- de las matrices.

¢) Calcular ¢l valor niimero de la impedancia de enirada.
Solicion.

a) La configuracion empleada para el cilculo de Ia impedancia de entrada es
la mostrada en 1a Fig. 13.34. Noéiese que al construir el grifico lineal del
circuito dado, el resistor R, queda eliminado al reemplazar el gererador
ideal por un cortocircuito, como se indica en la Fig. 1335, y el nimero
de mallas independientes serd m; = r ~(n —1})= 5-(3 —1) = 3. Isto se
debe a que el cdlculo de la corrienie en R, es inmediato y no es pecesa-
ric para su determinacidn plantear una ecuacion méds de malla. Pero como
en el ciluclo de la impedancia debe incluirse & R, puede optuarse por el
eircuito mostrado en la Fig. 13.36, donde por el método de las mailas sc
calcula la impedancia de entrada a la derecha del generador que puede lla-
marse 2, v luego ese resultade en paralelo con Ry dard la impedancia de
entrada Z,. -

El mismo resultado puede obtenerse directamente st se consideran las cua-
tro mallas mostradas en la Fig. 13.34, a costa de resolver determinantes de
un orden mayor,

Fig. 13.35
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bl =V Zy Zy Zy Ty
1§
TV] =1 Zn Zyp Zy 7, (13.54)
(D
=V 3 Z z 7.
| i 31 2 33_j 5 3 _J
donde:

Zy =jwl —) -~/ =0 0
C’Z
—_ i
Z?‘Z_R‘Z +jWL] +R3 —F = 20
w 'y
= . , 1
G
— — U 1 .
2y =Zy =1 —7- I=iq
: wC; ..
223 2232 = “(Rz) = — 18
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9 0 i j
=7 2 —1
— A j -1 1
Z’e - £ = = == 1 Ly
Ay 9 -1
-1 1

por ‘o cual la impedancia de entrada seri:

-  Z, R, [
Ze =— = — =05

2. tR,y 1+
adviértase que el circuito presenta estado de resonancia de factor de potencia
unitaric. : '

13.94) Mediante el empleo del concepto de admitancia de trasferencia
verificar el valor de ¥y hallado para el circuito de la Fig. 13.32 correspon-
diente al problema 13.9.2. Empleense los valores ya calculados para la Ee.
(13.53).

Solucion:
, o ' Ix &y
Se ha definido a la admitancia de trasferencia como Y, =— = —/—
K¢ ¥y Axe
 que adaptada a las necesidades del probiema resulta:
- i Ay 048 107 oS8
Y;r»n - —{7— = — =

2 A — (—50107%)

{

Yr, = 9107 /622" @

por lo cual
- I, 333 107% o7 99

P Yy, 96 10°% gjena”

V, = 346 1278 [y}
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13.10 Problemas propuestos

T2is)
-
FAIEY| *als)
Z4[a)
nra):]\ []zsm ’\llﬁis)
1 R

V(”T 2615}
-— 3

Fig. 13.37

13.10.1) Para el circuito dado en la Fig. 1337, aplicande el método de
los rodos se pide:

a) Redibujar nuevamente el circuito efectuando las trasformaciones que fuesen
necesarias, determinando el nimero de nodos independientes y tomando la
referencia adecuada.

b) Plantear las ecuaciones matriciales comespondientes al método de fos no-
dos, indicando en forma explicita la expresidn de cada uno de los elemen-
tos comstitutivos de Jos mismos.

¢} Indicar como podria determinarse la tension en bornes de Y3 (s/ y su expre-
sidn temporal asociada,

Resultados:

a) El circuito pcdido se muestra en la Fig. 13,38 donde n, = 3

Y25}
=
S
- t3[s) 2
Vgl
. z«ysal _
sl 245 z3ta) 7 lizen)
! i i
ZE{s]
ML 3
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b) ? sl Yy (s} Yis(s) Yiafs/) ¥y fs)
%!(s; = ¥y fs) Yo (s Yo (s} 245}
= 1.(3) Yay 5/ Yo (s) Y (s) Vi s

L. 3 - L - e -
_Vis)
?I{S}_II(S) 2‘4(5)
2271(5) =—1I(s)
S Ifs) = Iy(s)
3
' 1
Yufs) = Yafs) * Yafs] + Z
1
Yaafs) = Yyfs) ¥ ¥sfs) + SR
oy _
Yz fs) = + =
(9 Zo(s)  Ze(s)
Yinis) = Yufs) = —{Yy(s} + Yafs)]
Yiafs) = Y3 (5} = —0 =0
Yo (s) = Yn(s) = —
2 {8/ n (s} 775
c) Determinando primeramente:
FsY A
Vifs) = AI: | ¥ Vafs) :-._/_\;:
sera:
Vieg (s} = Vils) = Vyfs) y en consecuencia

ri.g (8 = LV fs)]

13 10.2) Para el circuito ilustrado =n la Fig 13.39 se desea cuicular, apli-
cando el método de las mallas, el valor complejo eficaz de la cordiente circu-
lante por Z,. presentando los resultados de ia siguiente manera:
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79 72 ) ’
— T« (10-j30004)
4 ' ve-50 elton
- Far =l 4]
oL . ) Zo Zout i
| 1:1\; F4.3] 23 Zgo2={1+i%)
_t 2:01-i3)
Ve, )
Ze=12-i8] )
zz=iz+iar  Fig. 13,39

a} Redibujar nuevemente el circuito efectuando las trasformaciones necesarias,

b} Pantear las ecuaciones matriciales correspondientes al método de las ma
Has, calculando el valor de cada uno de los elementos constitutivos de las
Tnismas.

¢) Determinas ¢l valor de la corriente que circula por Z,.

Resultados:
a) Se muestra en la Fig. 13.40.

| | | |
| R |
—,
ZQ1 Al Zoo
®) || ®)
|Du="°\fT va
! _” Fig, 1340
b sV Z Z, T
) O ~ 11 12 }
E ‘V_ :‘231 222 Tl
(1)
TV =100y, TV=_50¢0%y
8% (H)

2y =En=—Q2+jdHn

c) Fi=(1226 -7 707 A
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_ 13.10.3) Parh el circuito dado en la Fig 13.33, aplicar ei método de los
nodos con el objeto de calcular la impedancia de entrada mediante la siguien-
te secuencia
a) Redibujar &l circuito adaptindolo a los requerimientos del problema, deter-
minando el atmero de nodos independientes y numerdndolos, eligiendo la
referencia adecuada.

b) Plantear las ecuaciones matriciales del método de los nodos, calculando el
valor de cada uno de los elementos de las matrices.

¢} Calenlar el valor numirico de !a impedancia de entrada.

1

Reswliados:

a) Se ilustra en fa Fig. 13.41.

b EE T- [+ V. 7] |- .
) v Yy ¥iy Yis ¥
%E— = ?21 i‘;n ?23 Fz
7 1731 _};32 ?33 v,
L ¢ n . N
donde: 27 =1,, 27 =0; X7 =0
C _ : 5 )

Yiu=¥Yu=(05-7/050
YB = Y3»2_: — 13
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13.10.4) Para la red de resisiores de 1 §2 .ilustrada en la Fig. 1342 se
pide calcudar ¢l valor de 1a resistencia de entrada entre los puntos 4 y B,
aplicando el método de los nodos.

S

| Fig13.42

Resultado:
Rag = 0,55 Q



capitulo 1 4

Teorema
de los circuitos

14.1  Introduceion: Los métodos de resolucidn sisterndtica de circuitos
presentados en ¢l capitulo anferior brindan una herramienta de uso general
para la solucién de los problemas, apta para cualquier complicacidén circuital,
a excepcidn de gue la misma esté constituida por elementos lineales. Si bien
estos métodos son generales, no proporcionan la solueién mis sencilla vy ré-
pida para ciertos casos determinados. Hsto Ultimo puede lograme mediante el
auxilio de los llamados Teoremas de los Circuitos, que en realidad constituyen
los métedos de ingenic para la resolucidén de los mismos, y es propésito de
este capitulo exponer los Teoremas, directamente en el dominic trasformado de
Lapigce. Esto dltimo hace que el régimen permanente de los circuitos exci-
ados, gon widles smocidales o ORENNAS @ SRIBNASN LRGN pasticsiianes,.

Se comenzara enunciande el ya aplicade Principio o Teorema de Super
posicidn, que permite considerar la accion de los generadores excitadores

- actuando en forma separada.

Luepo, en el conocimiento de que en los circuites eléctricos existe una
parte del esquema que se mantiene invariable, mientras que ntra conectada al
primero, flamada carga, peneralmente es variable, se exponen log Teoremas de
Thévenin y de Norton. Estos permiten reducir el esquema invariable, de geo-
metria relativamente complicada, por una configuracién circuital muy sencilla,
lo que proporciona facilidad para el andlisis.

Seguidamente se analizard el Teorema de Compensacidn, también conocido
como Teoremag de Sustifucion, que permite reemplazar una impedancia por
un penerador y viceversa, La aplicacién de este teorema permite- determinar
las variaciones de tensidon y corriente en un elemento circuital cuando se mo-
difica el valor de su impedancia,

A continuacion se extenderd el Teoremg de Superposicion para el caso de
circuitos que cambian de estudo, como ser debido 2 la apertura o cierre de
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un interruptor. Después se expondrd el Tegrema de Maxima Trasferencia de
Potencia, que establece la relacién que debe existir entre la impedancia de
carga y la del generador, para que ella se lleve a cabo.

Bl Tearema de Reciprocidad, que se analiza luego, permite en definitiva,
intercambiar un generador por un lugar de medicion, pudiendo de esa manera
ubicar ¢! generador en up lugar mas conveniente parz el anilisis del circuito.

Luego se expotie la equivalencia entre las configuraciones T y 11 o estrella
y ridngulo, llamada también transformacion de Kennelly lo que permite simpli-
ficar algunos problemas. '

Finalmente, se presenta un teorema referente a la reduccion de gencradores
llamado tumbién Teorema de Millmar, que da la forma de combinar ciertos
generadores en uno solo equivalente. Cuando esie teorema puede aplicarse re-
sulta mds prictico que el de superposicion,

Es interesante destacar, que tanto los métodos de resolucidn sistemdticos
expuestos en el capitulo anteror, como los teoremas que se estudian en este,
son aplicables a configuraciones circuitales compuestos por elementos lineales
y generadores de tensidn y/o corriente. En electrbnica, estos generadores re-
ciben ¢l nombre de generadores independienies pues la magnitud de [a va
riable eléctrica que imponen es independiente del circuito al cual estd conec-
tado. Pero, es precisamente en los circuitos electronicos, donde aparecen los
llamados generadores controlades, en los cuales la magnitud de la variable
eléctrica de salida depende de una variable eleétrica de control, la que a su
vez depende del circuito al cual estd conectado dicho generador. La aparicion
de estos generadores controlados alteran tanto la aplicacion de ios métodos
sistemiaticos de resolucion, asi como tambidn la aplicacidon de algunos teore-
mas de circuitos, dando lugar a la aparicion de otros. Si bien no es propd-
sito de este capitulo analizar la aplicacion de los teoremas para circuitos que
contengan generaderes controlados, puede adelantarse que 1z mayoria de los
teoremas que se expondran pueden ser itiles para su aplicacion en circuitos
lineales que contengan generadores controlados, guardando ciertas precan-
siones, a excepcidn del Teorema de Reciprocidad.

Para circuitos electronicos se han desaircllado teoremas especificos. El
Teorema de reduccion de generadores controledos permite la eliminacion de
clertos generadores, y el Teoretng de Biseccion que proporciona una forma de
emplear la simetria de ciertos circuitos electrémicos con el objeto de reducir
trabajo en el analisis del mismo. ) ' )

14.2 Teorema de superposicion

“La respuesta, tension o corriente, en un mramo de circuito idedlizado de-
bida a la accion de varies excitaciones puede ser obtenida como suma de las
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respuestas individuales correspondientes a la accion de cada uno de los gene-
radores con los reswmires desactivados’. Recuérdese que desactivar un pene-
rador es reemplazaric por su impedancia interna. En la Fig. 14.1 s¢ ejem-
plifica el enunciado anterior. En la Fig. 14.1.2) se muestra un circuito arbi-
trarie, en el cual se hap puesto en evidencia las excitaciones y el tramo en
et cnal se desea hallar la tension yfo la copriente. En las Figs. 14.1b), ¢) v
d} se muestran los estados parciales donde se reemplazan los generadores que
no actdan por sus impedancias inteinas, En consecuencia resulta que:

Vis) = Vis) + V{5 + V{5 : o bien:

I(s) =1I'(s) + I"(s} + I"(s)

Wiix]
— .

CERCINTO
PALIVD

® -T —"o“*’.‘_T O

- O P a—
CIRCUITO + SIRCUITO CCIRCUETE
PASIVO PASIV( PASIVQ
o o—
Zis) Z is) ]
—_— ¥'{a] —_— e s
: : v
1"ts) ist
Fig. 14.]

Este feorema se presentd en forma explicita en los dos métodos de reso-
lucién sistemdticos expuestos en el Cap. 13, y puede verificarse a partir de
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elos. Si por ejemplo se parte del método de las mallas, considerando un cir-
cuito de m; mallas segin se analizé en 13.5.d) resulta que la ecuacin de Ja
. corriente para una malla cualquiera es:

A At Ay
It (5) =[—5—”£) T V(s + (wiﬂ) T Vit (-w-ﬂ) S Vi)
Az /@ Az 1 (D Ay m;

si los generadores estin ubicados en ramas no compartidas, v existe uno solo
por malla serd:

A m; A mi Apmm
Imf(s.} = _*‘E'—'—) Vl ("l') + ( 2 [) VZ (SJ o ("—"L""{') Zm; rS}
Az Az Ag .

lo que prueba la validez del teorema, dado que cada término del sepundo
miembro de la Gltima ecuacidn indica el aporte de cada penerador actnando
individualmente sobre la corriente total en la malla m; y que dicho aporte ne
depende de los generadores restantes.

De manera similar puede anallzarse partiendo de las ecvaciones del método
de los nodos. . '
La utilidad de este teorema es que permite resclver una configuracion cir-
cuital obviando el planteo de una gran cantidad Jde ecuaciones simultineas
puesto gue se tiene en cuenta una sola excitacidn a la vez. Para el caso de
que al mismo circuito se le agreguen otros peneradores, valdrin los resultados
obtenidos anteriormente a los que habrd que sumar los que aporten lag nue-

vas excitaciones, permitiendo asi reducir trabajo.

Naturalmente, que esle teorema podrd aplicarse a circuitos v variables elée-
tricas fineales, por lo que no serd apta su aplicacién por ejemplo parz el
cilcuio de potencias, dado que la relacion de la misma con la corriente o la
tension es cuadrdtica. '

i14.3 Teorema de Thévenin

“En toda eonfiguracion circuitai arbitraria constituida por elementos de
circuitoy lineales, activos y pasivos, una parte del esquema gque tenga un par
de termingles de union con el resto, puede ser reemplazada por un generador
ideal de tension en serie con una impedancia. Dicha impeduncio es aquéila
que presentd ef par de terminales mencionado con los generadores de la parte
# reemplazar desactivados. La tensidn del genergdor es ln medida enrre el
mencionado par de terminales a circito ablerto, 0 {o que es lo mismo, con
la parte no reemplazada desconectada’’.



Teorema de los circuitos 357

El sentido de referencia para el geﬁemdof equivalente de Thévenin debe
elegirse de fal manera que impulse la comente en la parte no reemplazada en
el mismo sentido que lo haria el circuito reemplazada.

A POA EL
Cr Tmaam
UIFOLD DIPOLO 2gls) BIPGLD
ACTIVO 8 FASIVD Tw_.r-rls} B PASIVO

© o]

SIEMPRE QUE

n A
| S ) —

DiFoLO BIFOLG ZaglelaZrisl

Vago (st =vrle) ¥ u T
ACTIVD I * PASIND -
) )
B
Fig. 14.2

En la Fig. 14.2 se describe graficamente el enunciada anterior. En la Fig.
14.2.3) se muestra la parte del circuito a resmplazar, simbolizada como un
dipolo activo, y la parte no reemplazada que puede suponerse como una car-
ga de la primera, y en consecuencia s¢ le asigna el nombre de dipolo pasivo.
En la Fig. 14.2.b) se muestra el circuito resultante de la aplicacién del teo-
rema. En la Fig. 14.2.c) se ilustra la forma de cilculo para ia tensién del
generader de Thévenin, Vir(s), que se mide entre los. puntos A-8 a circuito
aoierto, pot o tanko Vap, fs) = Vi fs),

" Finalmente, en la Fig. 14.2.d) se indica que al desactivar el dipolo activo
se convierte en uno pasive, y la impedancia existente entre los terminales A-B
es la impedancia equivalente de Thévenin es decir que Z45 (s} = Zy (1)

La demostracion del tecrema puede efectuarse mediante la aplicacidn del
Teorema de Superposicidén. En la Fig. 14.3.2) se muestra un dipolo activo
cor una carga conectada entre sus terminales, donde, obviamente, todos fos
elementos que incluye el dipolo son lineales. En la Fig. 14.3.b) se abre el
circuito de carga con lo cual la corriente a través de esta se anula y la ten-
sion en terminales del dipolo activo toma el valor VABS(s} correspondiente a
la condicién de circuito abierto. De esta manera, no se produce caida de ten-
gion en la Zofs), v en consccuencia la {ensidn entre los puntos B-C es tam-
bién Vg, fs).

Si se coloca ahora un generador ideal de tensién entre los puntos BC
cuyo valor numérico, signo, y sentido de referencia coincida con VABOfS),
como se ilustra en la Fig. 14.3.¢) no se dtera ninpuna variable eléctrica en el
circuito respecto dei estado correspondiente a la Fig. 14.3.b),



158

Andlisis de Modelos Circuitales

Igis)
L

+

@ DA Ygls) Tetsd

2!
A Igist=0
\‘!3/ [N Vapplst Lalsh
8 C
) o d

—
VEcnis)«¥appla)

IC(:;-Q
——fy

Lr

vignts) Zots}

O 0.5,

Vagpltl  Vaggis)

Vapolst= uT(s)

‘Fig. 143



Teorema de los circuttos 350

Si ahora, como se indica en la Fig. 14.3.d) se adiciona un segundo gene-

redor ideal de tensidn de valor Vyp.(5/ pero con sentido de referencia
opuesto al primer generador interczlado, la tensidn entre los puntos B-C te-
sulta nula. Por lo tanto la fensibn en terminales del dipolo Vygp/s) v 1a co-
rrente a través de la carga Io s/ adoptaran los mismos valores que los corms-
pondientes al estado original del circuito que se ilustra en la Fig. 14.3.a).
. Puede emplearse ahora el Teorema de Superposicion con el objeto de cal-
- cular el valor de la corriente en la carga. (Ybsérvese, de acuwerdo a la Fig.
14.3.¢) que la accion conjunta del pricmer generador intercalade y todos log
existentes en el dipolo activo oftecen come resuliado una contribucién nula
al valor de la corrente en 12 carga, por lo cusl pueden desactivarse, como se
indica en la Fig. 14.3.e). En consecucncia, la corriente gue circula en lz carga
correspondiente al estado parcial en que sdlo achia el sepunde generador in-
tercalado, coincide con el valor de la cordente correspondiente al estado ori-
ginal del circuite dustrado en la Fig. 14.3.a). De esta manern, para el cdlctilo
de la corriente y- la tension en la carga sdlo debe considerarse el estado par-
cial representado en la Fig. 14.3.¢).

Se observa que el circuito original ha quedado reemplazado por vna im-
pedancia en serie con un generador ideal de tension. Dicha impedancia es la
que presenta el dipolo cuando se desactivan sus generadores, ¥ la tensién del
~ generador es 1a existente entre terminales del dipolo activo con la carga des-
conectada, por lo cual se satisface el enunciado del teorcma. '

Ndtese que si bien se utilizd el Teorema de Superposicidn para la demos-
tracién del Teorema de Thévenin, este Gltimo puede emplearse para el cdilculo
de potencia en la carga, dado que la equivalencia del circuito de Tidvenin se
reficre a la corriente en la carga. Pero es debide a esto Ultimo, que surge una
limitacion en la aplicacion del teoreme; como la equivalenciz no se refiere al
estado del dipolo activo, no podri emplearse para ¢l cdaleulo de rendimiento
de un circuito. Existe sin embargo una excepcidn a esta limitacidn. Adviértase
que en el equivalenie de Thévenin no hay potencia disipada a circuito abier-
to, en comsecuencia podrd usase para €l cdleulo de rendimiento cuando al
desconectar la-carga en el circuito original la potencia disipada sea nula.

Efemplo:
Dado el circuito de fa Fig 14.4.2) se pide: -

a) Hallar el circuito equivalente en Thévenin, indicando en forma explicita las
expresiones de Vy (s} y Zg(s).

b) jPuede emplearse i equivalente hallado para el cilculo de rendimientos?
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vm‘k

Fig. 144

Sohucion:

a) El equivalente de Thévenin se muestra en la Fig 14.4.5) donde el sentido
de referencia para el penerador se obtiene por simple imspeccion del cir
cuito original.

Reemplazando, en el circuito original, el gemerador por un cortocircuito, se
elimina L, por lo cual la impedancia equivalente de Thévenin se calcula por
asociacion de impedancias en ¢l circuito de la Fig. 14.4.¢).
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resultando: .
Zo(s) =R+~
;Z-;* + 50
Para hallar 1a expresion del generador equiva]enl.:e de Thévenin, en el cir-
cuito original puede eliminarse £, dado que se encuentra en paralelo con un

_generador ideal de tensién y calcular la tensidn sobre L, en el circuito de la
Fig. 14.4.d) en consecuencia:

Vel
1) = (S)I
sk, +_SC
: Visjsl
Vi, (s} = Vpfs) SACLL I
S.Lg +-S—E'-

b) Puede emplearse ¢l equivalente hallado para el cilculo de rendimiento,
pues en el circuito otiginal mostrado en la Fig. 14.4. no se disipa potencia
a circuito abierto.

14.4 Teorema de Norton

“En toda configumcion circuital arbitraria constituida por elementas de cir
ciito lnegles, activos y pasivos, una parte del esquema que lengr un par de
terminales de union con el resto, puede ser reemplazada por un generador
ideal de corriente en pardlelo con una admitancia Dicha admitancia es aque-
la que presenta el par de rermingles mencionados con los generadores de ln
parie a reemplazar desactivados. La corriente del generador es la que circula
enfre dicho par de terminales, -cuando se los cortocircuita”.

El sentido de referencia para el generador equivalente de Norton debe ele-
girse de tal manera que impulse la corriente en la parte no reemplazada en el
mismo sentido que Io harfa el circuito reemplazado. '

~ En la Fig. 14.5 se describe praficamente el cnunciado anterior. En la Fig.
14.5.4) se muestra la parte de circuito a reemplazar, simbolizada como un
dipolo activo, y la parte no reemplazada que puede suponerse como usa
carga de la primera, y por lo tanto se le asigna el nombre de dipolo pasivo.
En Ja Fig. 14.5.b) se muestra ¢l circuito resultante de la aplicacién del teo
rema. En la Fig 14.5.¢) se ilustra la forma de cdlculo para la corriente del
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- generador Morton, [ (s}, que es la circulante entre los puntos A-B ¢Orto-
circuitados, por lo cual Ioe(s) = Iy fs). Finalmente, en la Fig 14.5.4) se
indica que al desactivar ¢l dipolo activo se convierte en uno pasivo, y 13 ad-
mitancia existente entre los terminales A-B es la admitancia equivalente de
Norton, es decir que ¥ 5(s/ = ¥n{s).

R POR  EL _ —
1 EOR EMA
mEGLO 0IPOLG o0
._ ‘le?
ACTIVD B PASIVE byle? PAGIVE
£y v
A SIEMPAE qua _)
A [
L — b )
DIEOLO BIegLe )
Ipgintrigyls? ¥ Tagishs Y ls}
ACTIVG a . BASIVO -
—— | WY

B

© |

Fig. 14.5

La demosiracion del teorema puede efectuarse mediante la aplicacién del
Teorema de Superposicion. En la Fig. 14.6.a) se muestra un dipolo activo
con una carga conectada entre sus terminales, donde, obviamente todos los
elementos que incluye el dipoloson lincales. En la Fig. 14.6b) se cortocir
caitan tos guntos A-B, y entee dichos guntes b comiente tama el valor
locfs) correspondiente a la condicién de cortocircuite, ¥ en consecuencia
resubtaran nulas la tension v 1a corriente en la carga.

Si se coloca en reemplazo del cortocircuito un generador ideal de corriente
cuyo valor numérico, signo v sentido de referencia coincida con locfs/
como se ilustea en la Fig. 14.6.¢), no se altera ninguna variable eléctrica en el
circuito respecto del estado correspondiente a lu Fig. 14.6.b).

Si shora, como se indica en la Fig, 14.6.d) se adiciona un segundo gene-
rador ideal de corriente de valor {o-f5) pero con sentido de referencia
opuesto al del primer generador intercalado, la corriente total en la rama de
los generadores serd nula, es decir /{s/) = Q. Por lo tanto la tensidn eq ter-
minales del dipolo ¥4p5(sj ¥ la corrente a través de la carga 7o fg) adopta-
ran los mismos valores que los correspondientes al estado original del circuito
que se ilustra en la Fig. 14.6.a).

Puede emplearse ahora el Teorema de Superbosiciéri con ¢l ohjeto de cal-
cular el valor de Ia cordente en ia carga. Obsérvese, de acuerdo a la Fig.
14.6.c) que la accidén conjunta del primer generador intercalado y todos los



Teorema de los civcliios 363

existentes en el dipole active offecen come resultado una contribucién nula
al valor de la corrviente en la carga, por lo cual pueden desactivame, como se
indica en la Fig. 14.6.e). En consecuencia, la corriente que circula en la carga
corregpondiente al estado parcial en que s6lo actia el segundo generador in-
tercalado, coincide con el valor de la corrente correspondiente al estado ori-
ginal del circuito ilustrado en [a Fig. [4.6.a). De esta manera, para el cdleulo
de la corriente y la tension en la carga sdlo débe considerarse el estado par-
cial representado en la Fig. 14.6.¢).

A e,
f—
(@ DA "Aa{"{ 24ts)
|
o ] etttk
B .
A lc[slt
-y
E VAB‘!’ 0
DA m
. ce Ipln)
lglad=Dy

ig. 14.6
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Se observa que ef circuito original ha quedado reemplazado por un gene.
rador ideal de corriente en paralelo con una admitancia. Dicha admitancia es
la que presents el dipolo cuando se desactivan sus generadores, y ia corriente
det generador es la circulante entre los terminales del dipolo activo cuando se
los cortocircuita, por lo cual e satisface el enunciado del teovema.

Por Ias mismas razones que Jas expuestas pare el teorema de Thévenin, ef
teorema de Norton puede emplearse parq el célewlo de lu potencia en la car
ga, pero no podri emplearse pare el calculo de rendimiento de un circuito.
Existe sin embargo una excepcitn a esta limitacion, Advidriase que en el
equivalente de Norton no hay potencia disipada con los terminales cortocir
cuitados; en consecuencia podrd usarse para el cdiculo de rendimiento cuando
al cortocircuitar e} circuito original ia potencia disipada sea nula,

G RZ 4

R1

vu}T . W)

0 Fig. 14.7
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. Ejemplo:
Dado el circuito de la Fig. 14.7.3) se pide:

a) Hallar el circuito equivalente de Norton, indicando en forma explicita las
expresiones de fy {5/ e Yy (s/.

b) ;Puede emplearse el equivalente hallado para e] cilculo de rendimiento?

Solucion:

a} Bl equivalente de Norton se muestra en lz Fig. 14.7.b), donde el sentido
de referencia para el generador se obtiene por simple inspeccidn del cir-
cuito original.

Si en el circuito original, se reemplaza el generador por un cortocircuito,
queda eliminada 1a rama Ry — L, por lo cual la admitancia equivalente de
Norton se calcula por asociacion de impedancias en el circuito de la Fig
14.7.c) y luego se halla su inversa, resuitando:

Yy (s} = 1
Ry +SC

Para hallar la expresion del generador equivalente de Norton, en el circuito
original puede eliminarse la yama R — L dado que se encuenira en paralelo
con el genmerador ideal de tensibn y la corriente de cortocircuilo se hala a
partir del circuito mostrado por fa Fig. 14.7.d), donde:

Vis)
In (s} = 1
Rz + ——‘—"SC
b) No puede emplearse el equivalente hallado para el cileulo dé rendimiento
pues en el circuito original mostrado en la Fig. 14.7.a) existe potencia di--
sipada al cortocircuitar los terminales 4-A.

t4.5 Cilculo de las immitancias equivalentes de Thévenin y Norton en funcidn
de la tension de circuito abierto y I comiente de cortocircuito

Todo dipole active, como se simboliza en la Fig. 14.8.a) que ceuna requi-
sitos ya especificados, poscerd un equivalente de Thevenin segin se muesira
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en la Fig. 148.b) y otro de Norton, como se jlustra ¢n la Fig. 14.8.c). Com-
parando el desarrollo de smbos teoremas es ficil advertir ia dualidad existente
entre los mismos, es decir que los circuitos hallados por aplicacion de ambos
teoremas son cquivalentes entre si. Notese que si bien los teoremas se expu-
sieron en unr pianteo generaf, para un caso dado, conducirdn a circultos equi-
valentes vdlidos Gnicamente para la frecuencia a que se los calculo.

®

=R

ITis}
- A ?V.rf!)
oA ol s] |
® ’LTfNis] Tiel
® T :
- * 3
Fig. 14.8 ()

En virtud de la dualidad expuesta, es de esperar que la impedancia equiva-
lente de Thévenin sea la inversa de la admitancia de Norton. En funcign de
las variables eléctricas, esas immitancias pueden calcularse de la siguiente ma-
nera. S en ef equivalente de Thévenin mastrado en [a Fig [4.8.0} se corto-
circuitan los terminales A-B, resuita el mostrado en la Fig [4.9.a), para el
cual aplicando la segunda regla de Kirchhoff:

VT{S} = VABG (S) = ZT(S) fccfsj N

V ; .
Zy (s} = 22 “)‘ _ : (14.1}
loc{s)

- A
Yago!s)
Zyis)- l l [ Bt
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Ti,,(:] Trgtsl
o L B

?VTH}

(=) ™ Fig. 14.9
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Por otra parte, si en el equivalente de Morton, redibujade en la Fig.
14.9. b} se calcula Iz tensiébn a circuito abierto resulta:
' Iy (8 _ fecls)

v P
ABq {5/ Y (5) Y fs)

fecty)

14,2
Viggls) (142)

Yni(s) =

Las Ecs. (14.1) v (14.2) permiten calcular Z1 (s} e Yy (5/ en funcién de la
tensién & circuito abierto del dipolo original y de la corriente en cortocir-
cuito de! mismo, verificindose que:

' 14.6 Teorema de compensacién

“Bn unag configuracion circuital arbirvaria constituida por elementos de cir-
. aiito achivos y pasivos, una impedancia ruelquicra puede ser reemplazada por
un generador ideal de tension cuyo valor numérico, signo y sentido de refe-
_rencia coincida con la tensibn existente entre exiremos de dicha impedancia”

a et} R alesy
Vapglal
(L ::> D, A T\.;:\B[sa=
i 2o} Zetslipls)
N
8 e E]
Fig. 14.10

En la Fig. 14.10 sc describe grificamente ¢l enunciade anterior. La demos-
tracion del teoremu puede dedvarse ficilmente anatizando los grificos de la
Fig. 14.11. En la Fig. 14.11.a} se muestra un dipolo activo con una carga
‘conectada entre sus terminales, donde, todos los elementos que .incluye el
dipolo son lineales. Se infercalan en la rama de ia carga, como ilustra la Fig.
14.11.b) dos generadoses ideales de tensidn, cuyas tensiones sean numérica-
mente iguales, con sentidos de referencia opuestos entre si y con valor abso-
luto coincidente con el de la tensidn sobre la impedancia de carga. Dado que
entre los puntos B-C la diferencia de potencial es nula, no se alterardn las
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variables eléctricas respecto del estado que presenta el circuito en la Fig
14.11.a). Pero, como la diferencia de potencial entre los puntos 4-D es tam-
bién nula, no se modificardn fas variables eléctricas si se cortocircuitan dichos

puntos como se realiza en la Fig 14.11.c).
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Fig. 14.11

Debide a lo mencionado anteficrmente, él tramo A-D no cumple funcién
a]guna en el circuito, por lo cual puede eliminarse Llega"ndo asf al circuito
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mostzado en la Fig. 14.11.d). En esta dltima figura se observa que la impe- .
dancia Zg (s} queda reemplazada por un generador ideal de tensidén cuyo va-
lor numérico, signo v sentido de referencia coincide con la tensién existente
entre extremos de dicha impedancia antes del reemplazo, queda.ndo asi satis-
fecho el enunciado del teorema.
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Es de aclarar, que algunos autores asignan a este teorema el nombre de
Teorema de Sustitucion. Ademds de la utilidad especifica enunciada por el
teorema, la aplicacién def mismo permite determingr, por ejemplo, laz varia-
ciones de tensidn ylo comviente en un elemento circuital cuando se modifica
el valor de su impedgncia, En la Fig. 14.12 se muestra la aplicacidén mencio-
nada. En la Fig 14.12.a) se muestra un dipolo activo compuesto por elemen-
tos lineales, que alimenta a una impedancia Z(s).

La vadacion de Z{s) se simboliza en la Fig. 14.12.b) como el ag:egado de
una impedancia incremental 8¢y}, pero para que la corriente en dicha rama
siga valiendo 7{s/ se intercala también un generador ideal de tension
Ifs) {€Z fs)) cuyo valor numdrico ¢s ¢l mismo que el de la caida de tension
en la impedancia incremental pero con sentido de referencia opuesto a la misma,
De esta manerd, entre los puntoy A- la tensidn es nula. Si ahora se intercala
un segundo generador, ver Fig. 14,12.¢), de igual valor que el primero pero
con opuesto sentido de referenciy, Lo corriente en la rama adopta un valor
I'fs) = I{s) + d1{s). Por el leoreina de superposicion puede afirmarse que
B1fs) vs o cordente que cireolaria en Jg runa medificada por Ja adicion del
segunda genermdor ivlercalado, Es decir, si la accidn del primer penerador
intercaludo y los existentes dentro del dipolo activo dan lugar solo a valor de
ffs) podria desactivarse, v la variseion de cortiente § /fs) se calculard a par-
tir del circuite de la Fig. 14.12.d) donde ¢l generador compensador tendrd un
valor de:

Vis) = I(s) (82(5))
y la mencionada variacion de corriente se calculard como:

Vis)

§1(s) = —
Z(s) + §Z(s) + Zpp(s)

siendo Zppfs) ta impedancia del dipolo active cuando se desactivan sus
generadores.

Una aplicacion elemental de este tema ilustra claramente su utilidad.

Ejamplo:

En la Fig. 1413 s¢ muestra a un generador ideal de tensidn senoidal que
aimenta a una impedancia que puede modificar su valor, Se desea conocer la

variacion de corrfente que da lugar si fa fmpedancia toma un  valor
(10 +j 10y §2
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Solucion:

La variacitn de impedancia es:
$Z = (104 /10) - (4 +j4) = (6 +6) R

v la tensién del generador de compensacion es:

— e i _
V=102 =% (2):
FA
7 10 ¢/0
(4”4)( 6y = 15V

Como el generador posee impedancia intema oula, para el cilculo de la

variacién de corriente debe - Considerarse el circuito mostrado en la Fig.
14.13.b) para el cual:

V

7Z+s8Z

$1 = —

— 15 o
§l = — ———— =— 106 ¢7* A
(10 + 7 10)

El signo menos indica que comesponde a una disminucion de corriente.

Va-el% oy @ @
FART R
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14.6 Extensitm del Teorema de Superposicion al caso de cireuitos
que cambian de estado

Para la aplicacion de los teoremas expuestos en este capitulo es evidente que
tos circuitos deben cumplir con lz condicion de linealidad y ser invarianjes en
el tiempo. Para el caso particular del teorema de superposicidn, se deriva que sera
aplicable cuando para todos los estados parciales la configuracidén geométrica
es la misma. En consecuencia, no podrd ser directamente aplicado, por ejemplo,
a circuitos en Jos cuales la variacion de estado de un inferruptor introducy med;-
ficaciones en la geometria del mismo. Sin embargo, puede extenderse Jjcho
ieorema para ¢l caso de cierre y apertura de un interruptor de acuerde g lag -
guientes consideraciones:

a) Cierre del interruptor

En la Fig. 14.14.4) se muestra un dipolo activo lineal donde se ha pugsto en
evidencia la rama que contiene un interruptor abierto para ¢ = 07En consgeuen-
cia, la tensidn entre bornes del mismo corresponde a la condicidn de ojrcuito
abierto VA g {5} y la corriente en dicha rama es nula,

t=0t| oa . ?i-v,,gm-o >

l.(ll‘ ®
Y (3}
oP lvnaom ____> 1apaDBO 70

Fig. 14.14
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En la Fig. 14.14b) se ha reemplazado el interrupter por un gemerador
ideal de tensién que impone en valor numérico, signo y sentido de referencia
la misma tension que la existente entre bornes del interruptor, v en conse-
cuencia no se alteran las variables cléctricas respecto del circuito de la Fig.
14.14.8). . ' ,

Sien t = (" se cierra el interruptor, como se jlustra en la Fig. 14.14.¢) se
gstablece wna corriente en dicha rama, anuléndose la tension entre los puntos
A-B. S8i en 1a Fig. 14.14.b) sc intercala otro generador de igual valor nuwmé-
rico v signo del existente, pero con sentido de referenciz opuesto, fa tension
entre los puatos 4-8 serd nula y se establecerd la misma corriente que en
circuito de la Fig.14.14.¢). Si bien los estades mostrados en las Figs. 14.14.b)
y d) se corresponden con los de tag Figs. 14.14.3) v c) respectivamente, pre. .
sentan la ventaja de posecr la misma geometria circidtal, admitiendo en con-
secuencia la aplicacion del teorema de superposicion.

En base a él, sc observa que el primer generador agregado al circuito que
s¢ muestra en la Fig. 14.14.b) y la totalidad de los existentes dentro del
dipolo activo ofrecen en conjunto una contribucion nula ab valor de la
corriente en la rama del interruptor. En consecuencia, si en la Fig. 14.14.d)
se desactiva el primer generador intercalado y todos los existentes en el di-

" polo active se flega al circuito mostrado en la Fig. 14.14.e). Por lo tanto, ¢l
‘circuito empleado para el cileulo de la corriente que circula por la rama que
se clerra el Interruptor se encuentra desactivando todos los generaderes del
dipolo active e incluyendo en reemplazo del intemuptor un generador ideal
de temsidn cuyo viler mumérico y signo sea coincidente con la tensidn entre
bomes def interruptor anides de cerrarlo, pero con sentido de referencia
opuesto.

Se insiste en remarcar, que la equivalencia hallada vale solomente para el
cdlculo de la corriente a través del interruptor que se cierra, y que la misma
se halla como el cociente entre la tensidn del generador que se muestra en la
Fig. 14.14e) y la impedancia que presentz el dipolo en cuestién cuando se
han desactivado sus generadores.

Al presente, es de destacar, que [a solucién del problema analizado puede
“encontrarse iambién por otro camino. Si en & circuito de la Fig. 14.14.a) se
hatle el equivalente de Thévenin del dipolo active y luego se cierra el inte-
rruptor, se lega al mismo circuito que se muestra en la Fig. 14.14.e).

b} Aperture de interruptor

En ia Fig. 14.15.a) se muestra un dipolo activo lineal donde se ha puesto
en evidencia la rama que contiene al interruptor cerrado para ¢t = 07 En con-
secuencia, la corriente en dicha rama corresponde a la cdondicién de corto-
circuito y la tension a través de la misma es nula.
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En la Fig. 14.15.b) se reemplaza el interruptor por un generador ideal de
corriente que impone en valor numérico, signo y sentido de referencia 1a mis-
ma cortente que la circulante por la rama del interruptor cuando este se en-
" cuentsa cerrado ¥ en consecuencia no s¢ alteran las variables eléctricas res-
- pecto del circuito de la Fig. 14.15.a). :

Sien ¢ = 0" se abre el interruptor, como se ilustra en la Fig, 14. lS c) se
anula la cordente en fa tama def interruptor, estableciéndose una tension
entre sus bomes. 8i en la Fig. 14.15.b) se intercala otro generador de igual
vafor numérico y signo que el existente, pero com sentido de referencia
opuesto, la corriente a través de la rama del interruptor serd nula estable-
ciéndose entre los puntos A-8 la misma tensién que en el circuito de la Fig.
14.15.¢). Como los estados parciales que se ilusiran en las Figs. 14.15.0) v d)
se corresponden con las de las Figs. 14.15.2) vy ¢) respectivamente, al presen-
tar los primeros la misma geometria circuital admiten la aplicacién del teore-
ma de superposicidn. Por ello, se observa gue ¢l primer generador intercalado
que se muestra en la Fig. 14.15.b) y todos los existentes en el dipolo activo
oftecen en conjunto una contribucidn nufa al valor de la tensidn en bomnes
del interruptor. En consecuencia si en la Fig. 14.15.d) se desactiva el primer
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generador intercalado y todos los existentes en el dipolo activo se llega ai cir-
cuito mostrado en la Fig. 14.15.¢).

Por lo tante el circuito empleado para ef cileulo de fa tensidn que aparece
entre extremos del jnterrupior que se abre se encuentra desactivando todos
los generadores del dipolo active ¢ incluyendo en reemplazo del interruptor
un generador ideal de corriente cuyo valor numérico v signo sea coincidente
con ¢l de la corriente circulante en la rama antes de abrir el interruptor, pero
con sentido de referencia opuesto.

Se insiste en remarcar, que o equivalencia haflade vale solamente parg el
calewdo de o tension entre rermingles del intermuplor gue se gbre, y que Ja mis-
ma se halia como el producto de la corriente del generador que se muestra en
la Fig. 14.15.¢} ¥ la impedancia que presenta el dipolo en cuestion cuando se han
desactivado sus generadores.

Adviértase que si en ef circuito de fn Fig, 14.15.a) se halla el equivalente
de Norton del dipolo activo y se abre luego el interruptor, se Hega al mismo
circuito que se muyestra ¢n la Fig, 1413 ¢),

Finahnente, cabe recalcar el hecho de que si los circuitos se dan en el do-
minio del tiempo, deben hallarse los circuitos transformados antes de aplicar
los dos métodos propuestos en este pardgrafo con el fin de poner en eviden-
cia claramente los efectos de las condiciones iniciales sobre los elementos pa-
sivos. Naturalmente que cualquier procedimiento de resclucién de un cir-
cuito que esté dado en el dominic del tiempo leva a encontrar el circuito
trasformado para su resolucidn por medie del dominio trasformado de La-
place, pero €s oportunc en este caso reafirmarlo a efecto de evitar cualguier duda,

148 Teorema de la mixima trasferencia de potencia

3

Fig. 14.16

Dado un dipok activo, que puede sintetizarse como se muestra en la Fig.
14.16 por un generador ideal de tension en serie con una impedanciz, y que
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en conjunto alimentan a una impedancia de carga, se desca determinar la rela-
cion que vincula & ambas impedancias para que se oblenga la mixima poten-
cia del generador. Con el objeto de establecer dicha relacion se trabajard en
régimen senoidal permanente. '

Como es sabide, lo que en realidad se trasfiere del generador a ia carga es
Ia enerpia, pero como a los efectos pricticos lo gue interesa es Ja potencia en
fa carga, esto Gltimo da lugar a la denominacion de trasferencia de potencia a
que se refiere el teorema, :

En la mencionada figura, la impedancia del generador puede expresarse
como:

Ze =Ry + 7%, (14.3)

y la de la impedancia de carga como:

Zo = Rp + JX¢ . (14.4)

a efectos de evitar confusiones respecto a la denominacién de la reactancia
téngase en cuenta que el subindice “C* estd indicando “carga™ y no el tipo
de reactancia.

En estas condiciones, la corriente resulta:

Tp = =t——

Z, EC

(14.5)
.4

]
+ (™=

reemplazando las Ecs (14.3) y (14.4) en la Ec. (14.5) tenemos:

- V
!C‘ = 3
(Rg +fXg) + ch + ]XC}
y su mbdulo es:
v
Ie

IR TR (X, ¥ Xt

En estas condiciories la porencia ufilizada en l¢ carga, © sea la potencia
activa en la misma se calcula como:

Re
Po = Re Ic? = V? 14.6
(Rg + ReJ* + (X + Xc) (146
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'y la potencia activa total puesta en juego se obtiene en base al teorema de adicién
Je las potencias activas, por lo cual serd: -

Py = Pg + Pe = Rg Icz + R¢ ;Cj'_ = fcz (Rg + Rpl

en consecuencia:

R, + R :
Py o= 1? Re * Re) (14.7)
(Rg + Re)F + {Xy + Xof?

Si se define al rendimiento de trasferencia n como el cociente entre la
potencia activa en fa carga y la potencia activa total puesia en juego, puede
exponerse como:

Pe
Pr

nﬂ

empleando las Ecs. (i4.6) y (14.7) resulia:

Re

e 14.8
"R (14.8)

Obsérvese que si bien las petencias dadas por las Ecs. (14.6) vy (14.7) de-
penden de los componentes resistivos y reactivos del circuito, el rendimiento
de trasferencia hallado en la Ec. (14.8) depende sOlo del valor de los com-
ponentes resistivos del sismo.

Considerando variable solamente la impedancia de carga, interesa ahora
. optimizar la potencia en la misma y encontrar el valor que adopta el rendi-
miento para esa condicién,

En primera instancia ae supondrd que la componente resistiva de Ia impe-
dancia de carga es constante vy la reactiva varable; es decir Ro = cle v
Xo # cte. Bajo esta imposicidn, de la Ec. (14.6) se desprende que el miximo
se logsard para cuando:

Xo = ~-X, - - {14.9}

por io que la potencia activa en Ia carga sers:

K .
Pemax = y? —< (14.10)
Xo # cte {Rg + .Rc)'2 .
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Bl valor d¢ Pomax dado por la Ec, (14.10) es un nidximo relativo pues
queda todayia la posibilidad de variar la parte real de la impedancia de carga.
Por lo tanto, si a partir de la condicidbn dada por la Ee. (14.9), se varia
R a efectos de optimizar Pry,,y, el valor de Re que cumple con esa con-
dicidn se obtiene derivando la Ec. (14.10) respecto’ a Rp e igualéndola a
cero, es decir;

{14.11)

8 Pemax o I(Rg + Ref* R 2(Rg +Rc)] -0
(SRC (Rg+RC}4

dado que V? ¥y el denormnador de la Ec. {14.11) no soa nulos deberd cum-
plirse que:

(Rg + chz “"Q\'RC ng + Rc) =

Rg+Re ~ 2R = 0
en consecuencia el valor de Ro que optimiza la potencia en la carga sera:
Re = Ry (14.12)

empleando entoneces simultineaniente las condiciones dadas por las Bes. (14.9)
y (14.12) se llega a:

Ze = 23 - {14.13)

La Ec. (14.13) expresa la condicion de mixima trasferencia de potencia
del generador a la carga y da lugar al enunciado del teorema: “en um circuito
formado por un generador de tension en serie con una impedmicia de carga
que represente Iz impedencia interna de un generador veal y que alimenten en
conjunto 4 una impedancia de carga, la trasferencia de potencia del Egenerador
real a la carge es midxima cuando las impedancias del generador y la carga
son pwluamente confugadas” ™ B

Interesa analizar ahora, los valores que adoptan Ia potencia en la carga v
el repdimiento para la condicion kmpuesta por la Ec, (14.13). 8i en 2 Ec.
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(14.10) se introduce la condicién dada por la Ec. {14.12) se obtiene la expre-
si6n del miximo absoluto de potencia activa en la carga;

P yr_e o e
= = 1 -
.Cmax max EC: E; Re + RCF 4R, { )
y de la Ec. (14.8) el rendimiento resulta:
Re

- -, mrmm————— = )5 415
IZC =Xz RC + RC (1 )

Puede considerarse ademds, otra posibilidad para el anglisis, que es aquéila
para la cual se supone que la componente reactiva de la impedancia de carga
no puede modificarse y sélo puede hacerlo la resistiva, es decir, X = cte y
R¢ # cfe. Por lo tanto, en este caso partiendo de la Ec. (14.8), derivarla
respecto de Re e igualarla a cero, resultando:

, (Rg * Ro)® + (X + Xc)* —Re2(Rg+ Re)

Xep= 14 = r Z12
X ote [(Rg+ Rl + (Xg + X))

5 Pe
8 Re

(14.16)

~
-

dado que V* y el denominador de fa Ec. {14.16) no son nulos deberd cum-
plise que, '

[Rg+ RoP + (Xg + X — 2Re (Rg+ Re) =0 .
R+ Re® + 2Ry Rc—2 Rg Re— 2R? + (X + X' = 0

por lo cual resulta que:

Re = VR + X, + K¢ !  (14.17)

donde la Ec. (14.17) da el valor que debe adoptar la resistencia de cafga.
cuando la parte seactiva de la misma no puede modificarse. Naturalmente que
s se reempluza este valor de Reoen las Eos. (14.6) ¥ (14.8) se encuentra que
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Ja potencia en la carga serd menor que cuando s cumple la condicidén dada por
Ia Ec. {14.13) ¥ que el rendimiento serd mayor, es decir que:

< Pe y 0 >
X+ cte

7% reree  7e-%

Un Gitimo caso a considerar seria aquél para el cual puede variarse fa am-
plitud de la impedancia de carga pero nv el dngulo de fase de la misma, ¢s decir
mantenjendo la relacion de X¢ a Re constante. Tomando Ja Ec. (14.6), reem-
plazando B¢ = Z¢ cos ¢y X¢ = Z¢ sen gy derivando dicha gcuacion respecto de
Ze se encuentra que se absorberd méxima potencia el generador, cuando el
médulo de la impedancia de carga sea igual al modulo de la impedancia interna del
generador, o8 decir Z¢r = £

En la Fig. 14.17.a) se grafica la variacién de potencia en la carga para dos
de las condiciones anteriormente mencionadas, y en la Fig. 14.17.b} el rendi-
miento | apebos en funcide de la resistencia de carga . Se ohserva que imponien-
do fa condicion X¢ ¥ — X se obtiene para la potencia un méximo desplazado y
menor que 4l cumplirse Xo = — X, y el vajor de resistencia de carga que logra
esc Thaximo es obviamente mayor que Rg y como se ve, el rendimiento es ma-
yor que Q5. Esto puede verificarse a partir de la Ec. (14 8), al existir mas re-
sistencia de carga mayor serd el rendimiento, si en particular R ¥ R resulta que
n+1. :

1a conclusion que se desprende es que a medida que se aumenta el rendi-
miento disminuye el valor de la potencia en la carga,

h P

b

.
L&}

| KpF-Xg

fg - ‘Rgail‘xq »‘acjz e

— Fig. 14.17

i
!
|
] Virge (xg+ X1 Re
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Todo lo anterior sienta las bases para encarar Ia trasferencia de potencia, ya
sea para los procesos industriales donde se maneja elevada potencia, come para los
procesos de comunicacion y control donde en general se trabaja con baja potencia
y lo importaate es la informacion trasportada por sefiales,

En las instalaciones de elevada potencia no se recurre a la igualacién de
impedancias pues en esas condiciones el rendimiento es bajo y e! proceso anti-
economico, udemds de que los generadores industriales no se disefian para trabajar
en esas condiciones, Lo que se desea es que el rendimiento sea alto y que Ia ten-
#i0n en la carga sea practicamente constante frente a las variaciones de la misma,
para ko cual debe cumplirse que la Jmpeduncm de carga sea mucho mayor que la
impedancia del generador,

Por otro ludo en las instalaciones de baju potencia, se recurre a la igua-
lacidn de impedancias puesto que en general el costo de ls potencia empleada
es muy bajo en comparacién con los costos totales. En consecuencia, no es
importante disponer de un elevado rendimiento, sino rescatar toda la informacion
posible que provea, por ejemplo, una antena receptora que cumpla la funcion
del penerador, es decir que no importa que se pierda potencia mientras oo se
deforme ta sefial recibidu. Si bien sc habld de hacer cumplir la condicién
dade por.la-Ec. (14.13) ¢n los procesos de comunicacidn, por razones pric-
ticas no siempre es necesario realizarla rigurosameate, Ademds en muchos
-casos tanto la impedancia del generador y la de carga son casi resistives puros
por lo cual es suficiente realizar la igualacion del modulo de los mismos, o bien
directamente la igualacitn de sus pdltBS resistivas cuando las reactivas son
despreciables,

148 Teorema de reciprocidad.

Considézese el circuito activo ilustradc en la Fig, 14,18.a) en el que se ha
puesto en evidencia un par de terminales en la entrada y otro en la salida con sus
respectivos elementos de circwito asociados, llamado cominrrente cuadripolo
activo. o

Con el objeto de comprender claramenie el enunciado del teorema, en la
Fig, 14.18.b) se presenta un estado parcial del circuito anterior en el que se
hace actuar solamente al penerador V, (s} v se desactivan las restantes, por lo
cual el cuadripolo pasa a ser pasivo, En la Fig. 14.18.c) se presenta otro estado
parcial para €] oual sdlo acida el generador Vp fs)encontrindose todos los demds
desactivados.

El enunciado del teorema es el siguiente: “en wna configuracién arbitraria
de elementos de circuitos lineales, actives y pasivos, el cocierite enfre el valor
de la tension de un generador V, (s} ubicado en la rama a y el valor de Ia
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componente T' {s) que impulsa en lq rama b, es igual al que se obriene divi-
diendo el velor de io tension de un generador V, (s) ubicado en la rama b,y
ia componenete de corriente 17, (s) que fmpulsa ¢ pavés de la rama a”

El enunciado anterior puede expresarse como:

Vafs) _ Ve fs) (14.18)
s (5} (s}

En otras palabras, el tecrema de reciprocidad afirma gue lgs impedancias
de trasferencias entre dos ramas de un circuito lineal son iguales, v esto es
precisamente lo que debe demosirarse.

Para demostrar el feorema se consideraran los dos estados parciales indi-
cados antetiormente, resolviendo por el método de las mallas vy luego unifi-
cando 1a relacién principal.

terle) Ibis]

—0
inle} Zhisl
CA ;
volsj luum
- | -

©

Lbfa} fbta}
{3z

—_—t
Zots)
) CPR 2bls)
Vol-s)T

[ETEY) ' "3
inls)
Zals) ce '
’ l\fb(s} .
| S

Fig. 14.18
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Estado parcial Fig 14.18b)

Para el mismo, las echaciones matriciales de! mstodo de las mallas
resultan:

Votst] | Zaals) et oo Zun (5) Ifs)
0 Zyas) Zow () <oerennn Zpn {5/ Uy (s)
0 Zypals/ AT fs} ---------- L (8 I'yis}
resolviendo paral'y fs):
Zoa (S) Vafs) ... .. Zay (3]
Zpefs) 0 e Zyn (3}
Zoals) 0 . Zoun {5/
I'y(sj =
S Zaa 35) Zap fs) ... ... ... Zan {5/
Zpafsl Zep (s} .o o.. Zon (5)
Zpa () Zup(s) ool . Zun (s}
que resulta: :
I'yis) = Vals) Al o +0 (14.19)
Az (s ' .

donde Az (s} es el determinante de la matriz impedancia v A,p (s} es el ad-
junto del elemento Z,, s/, que puede expresarse como:

Agp {5} = (~ 1)a+b Map (s)
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donde M,y (s} es el menor complementario de Z,p (s). En vu'tud de lo anted;-
cho, Ia Ec. {14 19) resulta

e Mas ()

b8} = Vafs) (— g ls)

(14.20)

Estado parcial Fig 14.18.¢}

Para ¢l mismo,  las ecuaciones matriciales del método de las inallas
tesultan:

0 ] Zaa (5) Zup 8/ Zan (-3} I”a {5}
VotsH | Zoals) - Zynfs) Zon (8] Iy (s)
0 { | Zuats/ Znp (5] Zants) | Its)

resolviendo en forma andloga que para el caso anterior, I'; {3} resulta:

» Ab
j'.'..!'lli"‘}i =0+ 'V;Jl"l:-'e;,'

D+, FD (iq.20}

donde naturalimente, Az (s} es coincidente con el de la Ec, (14.19} v ¢] ad- -
junto Ay, {s} pucde expresarse come: .

Apg(s) = (=D"F% My fs)
por lo cual la Ec, (14.21) serd:

(—1)p+o Mpa(s)

I3 (s)= Vpis) (142

Para las Ecs. (14.20) ¥ {14.21) es evidente que (- 1)"."' b= (Pt y
que Mgy (5} = Mpg(s) pues la matriz es _simétrica respecto de la diagonal
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pringipal, v dmdtendo miembro a mlemhro las “ecuaciones mencmnadas re-
sultan: . hh

Iyifs) _ Yals)
Pafi) Vol
Yals) _ Vols)
Iyls)  I7afs)

= Zrap (s} = Zrpafs) (14.23)

donde se verifica que Iz Ec. {14.23) es coincidente con la Ec, (i14.18) que s¢
queria demostrar,

Adviértase ademds, en la Ec {14.23) que si ¥V, (s) = Vy (s) resultara
V,(s) = I, {s), por lo tanto en un circuito en &! que exista un (nico genera-
dor y un Gnico amperimetro de igual resistenciz interna y estén ubicados en
ramas distintas, al permutarlos no se verd modificada la indicacién del instru-
mentoe, Esta conclusidn permite, en algunos circuitos ubicar al genefador en un
fugar mds conveniente para el andlisis del mismo.

'14.10. Transformacian estrella — tridngulo

—_— T Tum

-l

Ziisd Zals!
Zyis) Iata)

> . 2p¢n)

Fig. 14.19
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En la Fig. 14,19 se muestran dos configuraciones tipicas de tres terminales
de amplia utilizacién en los circuitos eléctricos. En la Fig. 14.19.a) se ilustra

la Namada comexidn trigngulo, o conexion A y en la Fig. 14.19.¢) la deno-
minada conexion estrella o conexion Y. Estas configuraciones son también
empleadas en Jfos cireuitos electrdnicos, dibujandoselas como se muestra en la
Fig. 14.19.b) v d), llevan como denominacidn T y configuracion [T respecti-
vamente. Adviértase que esta forma de dibujarlas hace gue en apariencia se
presenten como de cuatro ferminales, pero como ambos terminales inferiores
estdn conectados 2 un mismo punto, eléctricamente sdlo pueden distinguirse
tres terminales.

Dehido 2 gue la conexidn ¥ y Ia A poseen el mismo nmero de termi-
nales podrd Jograrse que ambas conexiones sean equivalentes, y en ese €aso
sustituir uma por otra, lo gue muchas veces facilita la solucién de un circuito,
Algunos sutores también la denominan trasformacién de Kennelly.

Evidentemerite, si se desea que ambos circuitos Sean equivalentes, las impe-
dancias medidas entre los bornes del circuvito en tridngulo deberdn ser iguales
a los correspondientes del estrella, es decir: '

Zapls) = Zay(s) (14.24)
Loy fs) = Zgiy(s) _ (14.25) -
Zna{$) = Zoyta'(s) (14.26)

Il

Nétese que por razones de simplicidad en la nomenclatura, en lo que resta
de este pardgrafo se omitird el subindice ‘s, pero debe tenerse ‘en cuenta
que todos los resultados se encuentran en el dontinio trasformado.

1a igualdad presentada por la Ee. (14.24) puede escribirse en forma expli-
cita por simple inspeccion de las confliguraciones triingulo y estrella respecti-
vamente, resultando:

Zp(Lq + Ze}

ey s Zy 17, _ {(14.27)

para la igualdad dada por fa Ec. (14.25) serd:

Zo(dy+ Zgl
Zo v Z4 + Zg

= 7, tZy (14.28)
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y para la dada por la Ec. (14.26):

Zallpg + Z-)
Za vt g + Z¢

=7, +Z, (14.29)

A partir de las Tes. (14.27), (14.28) y (14.29) se encuentran los equi-
valenites entre ambas configuraciones. _

Se deducirdn al presente, los valores de la configuracion en estrella en fun-
cion de los del tridngulo. Restando miembro a miembro las Ec. (14.27} v Ec.
(14.28) resulta: :

ZaZg—24 72 :
I =2, = A8 f47C © (14.30)
4+ Zs + Zo

sumando miembro a miembro las Ecs. (14.29). y (14.30) tenemos:

- Z4 Z
17, = 2 —2 8
7.+ Zg + Z¢
Z4 7 .
7, = A (14.31)

ZA -+ ZB' + ZC
restando miembro a miembeo las Bes. (14.29) y (14.31) surge que:

Zy % -
Zy = — A0 (14.32)
24 ¥ 2 + 2

y restando mismbro a miembro las Ecs. (14.27) y {14.31) resulta:
Zg Zc

Zy = ' 14.33
Pz ¢ Iy + Zo (1433

Las Ges. (14.31), (14.32) ¥ (14.33) expresan los valores gue deben adoptar
las impedancias de la configuracion estrella para que la misma sea equivalente
a la trgngulo. De la observacion de los mismos se advierte que existe una ley
de formacidn de las impedancias equivalentes que puede expresarse como: “la
impedancia del circuito en estrells conectade o un cierto bome es ipual !
producto de las impedoncias que en lo configuracion tridcngulo concurren al
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borne homolurpo en cuestion, dividida por o suma de todas las impedancias el
tridnguelo™ _

Si se resueiven las Ecs, {14.27), (14.28) v (14.29) con el objeto de encon-
trar los valores de la conflguracion trigngulo en funcion de los de estrelle sc
encuentra que:

Z! Z2 + ZZ! Z3 +z3 Z!

7, = (14.34)
A Zs
; A .
Zg = Z122 T 2223 T 4y Ly (14.35)
Zy
Zy 2ot ZoZy + I Ey
Zo =122 Z’ ANt it (14.36)
1

Uara este caso. se observa que la fey de formacion de las impedancias equi-
valentes puede expresarse como: “la impedancia entre dos bornes del circuito
en trigngulo es igual @ la suma de los tres productos de los pares de las impe-
dancias de la estrella, dividida por la impedancia de la estrells que se encuen-
tra en lg rama no contenida por los bornes homolugos de ln impedancia a.
caleular".

14.11  Teorema de reduccién de generadores

Fig. 14.20
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El procedimiento 2 describir, Harnado también Teorema de Miflman, per-
mite repregentar la accion de varios generadores por uno solo, lo que en cier-
tas configuraciones circuitales brinda mds operatividad para su resolucion. Si
bien el problema mencionado puede resolverse empleando el Teorema de
Superposicion, para ciertos cases especificos puede resultar mds eficaz que
este imo.

Considérese la asociacion en paralelo mostrada en la Fig 14.20.a) de varios
generadores ideales de tension, cada uno en serie con una impedancia, que
puede representar la impedancia inferna de cada uno de eflos.

Si se aplica el teorema de Norton a cada una de las ramas del circuito
anterior, se llega al ilustrado en la Fig. 14.20.b)} donde:

Io(sh = Vigs) Yy (s)
Yy (§) = e
V=

[1(5) = Vafs) ¥, {s}

Yals) =

....................

Iy (5) = Vu(s) Yuls)

1
Yyfs) =~ -
Z, (5

Si zhora se suman las corrientes de los generadores vy las admitancias, re-
sulta el circuito mostrado en la Fig. 14.20.¢) en el cual:

i

Ifs) Iofsh+ Ifs) +- -+ Iafs}

i

Ifs) = Vifs) Yi(s} + Va(s) Yolfs) + - Vils) Yyls)

v la aduitancia total es:

Yis) = y, {s) + Yafs) + -+ Yn(s)



390 . Andlisis de Modelos Circuitales

si en el mencionado circuito se aphica el teorema de Thévenin, resulta final-
mente la configuracion mostrada en la Fig. 14.20.d), donde:

prog = L8 Vi) Yi(s) * Vals) Dats) ¥ Vo f9) In 5 (10 39
Y{(s/ _ Yifsj + Yafs)+ooee Yy, (s}
o
Zfs)= = 4.38
O R N YR Yuls) (1439

_es decir que el circuito original compuesto por varios generadores ¢ impedan-
cias queda reducido a un generador de tension en serie, con una impedancia
que se calcula en base a las Ecs. (14.37) y (14.38). En forma resumida, éstas
pueden expresarse ¢omo:

ZVils) Yifs)

vis) = (14.39)
Z  Yifs)
i=13
Z{8) = e (14.40) .
E Yf (E‘}
i=1

Procedimiento dual &eve aplicame s1 se parte de geaeradores de corfienie
en paraleio con sus admitancias intemas. -

Ejemplo:

Para el circuito dado en la Fig. 14.21, caleular el valor complejo eficaz de
la corriente en ¢l inductor, /y, aplicando el teorema de reduccion de genera-
dores. : ’

T1s4palD (v
Yz 206! 1)
Rl:4
R2: 2
Xpe 1,33

Fig. 14.21

Salucion:

Por aplicacion del teorema se Hega al circuito reducido ilustrado en la Fig-
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{14 22), donde ia tensién del generador equivalente y su impedancié asociada
resultan: :

gLy 1
Y, + ¥y o
Ry R,
o 1} o 1
40600 - + 2070 —
7 e — = 26,66 ¢/ OV
Y
ademads:
. 1 1
=33y T
t ﬁ___+_
Rl :
- )
z=l m = 1338
2y

por lo que la corrfente en el inductor es:

R 4 26,66 ¢/ °°
Z 47X, 1,33 + /133

I, = 1418 ¢745° 4
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14.12) Problemas resueltos

¥ ~100459 (v
Vo 50 0w
Z1e 1-§3
Z23-j3
b TE-ET
FCEITS)

Fig. 14.23
14.12 1} En ¢l circuito flustrado en la Fig.14.23 se desea:

a) Calcular el valor complejo eficaz de la comiente q.ue circula por Z, z2plicando
el Teorema de Superposicidn.

b) Reemplazar ta impedancia Z, por un generador ideal de tension aplicando el
Teorema de Compensacidn.,
Solucion:

a) Considérese primeramente ¢l estado parcial en el que actiia ¥, lo que dard
fugar a Ia componente 7, segiin se indica en Ia Fig. 14.24.a).

Fig. 1424
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En la misma resulta;

_ zZ, 7, B=i32+i4d
7z =t = = (3,69 +40,46) &
¥ 7,7, (B3—j3+2+i4) ( 10:46)

oo v, 100 ¢/ ©°
1 ™ = = = = . _
ZatZ v Zy; (T+73) + (1—73) + (369+ j0,46)
o= 17,51 7957 = (1745—~71,41) A (14.41)

En la Fig. 14.24.5) se muestra el otro estado parcial en que solo actia ¥,

resultando:

Zig=Z1+Zs=0—3)+(1+/3) = 28

Fia 7 202+ 74 '
7 gy =2 22 { ’_) = (1,5 +70,5 8
21—3 +Za 2""‘ 2+}'4 )

“por lo cual empleando el concepto de divisor de tensifn se calcula f"‘AB

como Sigue:
1,5 + O, .o
Vy =S F 10D gy g0
(I,5+/05) +(3-/3)

P_’AB = (10,5 + j']I’S) = 15,57 ef4'?,6° v

€N comsecuencia:
— . (=]
Vg 15,57 ef 978

P = —— -
Z1-4 2

o= —778 98 = (504 + [5,74) A (14.42)
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y la corriente total resulta de ta suma de Jos componentes dados por las Ecs,
(14.41) y (1442): .

Iy =1+ I =

(1745—/7141) — (3,4 + 514}

I o= (1221 =5 7,15) = 14,14 o7 30:3° 4

by Bl reemplazo se muestea en la Fig. 14.25, donde el generador compensador
Vz 5, tiene por valor:

Fopp =2, 8, = (—~i3) (1221 —j7.15) =~

Vz, == {924 +]4378) =— 4474 ¢/ v

Fig. 14.25

14.112) Para el circuito dado en la Fig, 14.26, en el instante 7 = 0% s¢ cierra
¢l intesruptor.

Ve lgoy
I (L b 10m s
R:Riein

s Iry

Fig. 14.26

Hallar la expresion de é; (¢} empleando &l concepto de la extension del teore-
ma de superposicién para circuitos que carmbian de estado,
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- Solucion:
El circuito trasformado antes de cerrat el interruptor se muestra en la Fig.
14.27.a). Con ¢l objeto de calcular la tensién en bornes del interruptor abier-

to se plantea la segunda regla de Kirchhoff, tenjendo en cuenta que
i (s} = Ig (5/, resulta:

__1"?0_ + L iy fod = (R+sh)Ixfs) -
-@- v Ly (o)
Rt =
pero Vamgyfs) = RIgs) -
R (—1—29 +Le‘1,(o~}) -Lgﬂ + 0,1
Vasyls) = P = 10°

01s + 100 107 (s + 10%)
s{s + 10%) 3 (s + 10%)

Vam fs) = 10° por lo cual

10?
Vagy (s} = Y

[vagols?
Llnts],

T

Fig. 14.27
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y la corriente en la rama que se cierra ¢] Interruptor se calcula de base del cir-
cuito ltustrado en la Fig. 1427 b), para la cuak:

107 107
V 3
D RS A P
Ry L1 Ro #5073 R,
R si
10° 10? 3
s 5 p {s + 10%)
V{8 = i =
3 5 10 1 3 + 3 + 103
10.+—--»-~-»~-—S+103 0 5+ 10°)+ (s )
2 _ 10?
(s +10°)  — (+109
I 5
Fofs} = = ;
= TR 1ok 2 10% (s + 500)
(s + 10%)
1 fs) =5 1077 — 2
5 (s + 500)

iy (1) = L7 11 (s)]

fofe) = (01 —005e %07y uft) A

14,123} Aplicando el Teorema de Thévenin se desea calcular ¢l valor com-
plejo eficar de la corriente que circula per la rama diagonal 4-8, del circuito
mostrade en la Fig. 1428, cuando entre dichos puntos se conecta una impe-
dancia de carpa Z¢ ={3 +5 11)§2.

I3= 0420
ez eio

Fig.14.28
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Solucion:

Con el objeta de calcular la imﬁedmcia equivalente de Thévenin se desac-
tiva el genmerador, conformiandose el circuito presentado en la Fig. 14.29.3)
para &l cual: : :

1 Z, , Zy _ (0-710) (10)  (10-710)( 20)

+Z, Zy+ Zy 20—j10 + 10 10—710+ 720

N

2_1"=

ol

i

Iy = Q7 0

Fig. 14.29

La tensidn de] generador equivalente de Thévenin se calcula por aplicacién
de la segunda regla de Kirchhoff al circuito de la Fig. 14.29.b) resultando:

Vagg = Ve =—1,Z) + I, Z4
. 7 4
ero = e P ==
p ! Zl + Z4 2 Zz‘f— 23
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‘porlocual
. Z z
Ve= I [—___ I__ + = 2-— )
Z, + Z4 2t £y
- e - J10 10—710
VT=100,?!?(- 0-719 007/ ]

20—-7 10 + 10 10— 710+ j 20

Vy== (10 +j90) ¥

y la comiente en la impedancia de carga, del circuito de la Fig, 14.29.¢) sera:

o Vr = (70+ j 90)
BT I+ Ze QT—H + B3+l
Lig == 3+ j2)=— 36 ¢/ 38" 4

14.124) Parz el circuito dado en la Fig, 14.30 caloular la tensin entre los
puntes 4-F cvando se conectz una impedancis de carge Zo =7 50 £2 aplicando
el Teorema de Norton.

T -
l Fusoel® (v
R 2133100

'\?"6::) 4 Ia []Eq Fs Iz 10+5
|

i - -j50
1 525

Solucion:

Con objeto de calcular la admitancia equivalente de Norton se desactiva
el generador, conformindose el circuito presentado en la Fig. 14.31.a).
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para el cual:

_ 1 1 1
Yy =0 +t = + — + —

Z, 73 Zy Zg
_ 1 1 1 1
Yy = — + +

(10 + /78 100  —;50 ;25
Yy = (9—706) 1072

Fig. 14.31

La corriente de cortocircuito entre los puntos 4-8 se calcula en base al
circuito de la Fig. 14.31.b):

50 ¢/
(10 + 7 5).

Too =Tn = — =

| =

Iv = (4—j2) A
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y la tensidn sobre la impedancia de carga, del circuito de la Fig. 14.31.¢) serd:

- Iy 4—j2
Vap = — 7 ; i
Yr + = 9—j&) 1072 4
N Za (9—jo} 750
Vag = G4+ 1= 37157 54 vy

14.12.5) Caleular ef valor de 7, para ¢l circuito y datos de la Fig. 14.32.b) en
hase a los datos del circuito de la Fig, 14.32.a), por aplicacidon del Teorema de

Reciprocidad.
A ——"7] e S
A1 EX] ] z2
L3 !
?;I Lz Liz »

T

7 e 1004 v 2110w (O)

R}
......._..i}_..._
G-T n c2 iz
L3 L2
| 3 !. Wy |
Fig. 14.32
Y 5061307 (v @ 2
Selucion:
Segiin el teorema debe cumplirse que:

v, v

L 7,

. i; e 50 e‘r 30 . )

f1="“'"""'__3 3 = P iOe‘m

¥\ 100 ¢/ 6
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14.11.6) Pata el circuito ilustrado en la Fi8. 14.33, se pide determinar:

a) El valor de la corriente parz mdxima tyasferencia de energia.

b} El valor de los elementos de la carga q¥f® Bevan al circuito a dicho estado,

. V3 .
wiile 141 xan 103 F F]g. 14-33

Zg - 104} 30

Sofucion:

1) Se logra la mdxima trasferencis cuand®

401

EC= E; .

_ 7 1% 100 ¢/ @

7 =— I . .
7, + Ze 7, * % (10 + 7 50) + (10 —7 50)

7= 5e/0 A

b) Por el conexionado de carga conviene 18 igualacion de admitancias:

- — 1 1 _ 10 + j50
Yo = }g———_—; (10_}-50) 3600
- 1 : 10 .50
e = _..+j302:1_6?;6—-+}?‘03—- por lo cual
C -
2.0 R, = 240 &
Re - 2600 ¢
50 .
EC = C = ——— en COnNsecUencd
2600
50 :
Cmme X . =19 kF

10 2600
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14.12.7) Para el circuito dado en la Fig. 14.34 sc desea caleular la impedan-
cia de excitacion Z4 g, previo empleo de fa trasformacion estrella-triangulo pard

simplificar e} circuito.

il

Fig. 14.34

Sobucion:

Con el objeto de simplificar dicho circuitoe se trasformari la configuracién
en tridngulo identificada en la Fig. 1435.4) en un equivalente en estrelia mos-
trada en la Fig. 14.35.b). Dichas impedancias resuitan:

- Zy Z, j205
Zy =t e = ~$+iHn
ZL + ZR + Zc }20+ 5"‘}' 10
— Z; Ze j20(—;10
Zy = = - 2 @189
ZL +ZR + ZC }20 + S_} 16
— Zp Zo 5(—j 10)
= R = ( = (—4—j2) 0

Ty = C
T 7, +Zr + Ze F20 4+ 5~ 10

O Fig. 1435
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Adviértase que si bien matemiticamente la trasformacién Y < A siempre
es posible, fisicamente pueden darse casos, como el de Z3, que pueden no
ser realizables. Esto no afecta para el cileulo de 1a impedancia de excitacion,
Hallados los valores de las impedancias de la estrella, al reemplazar dicha con-
figuracién por la del triangulo, se forma el circuito indicado en la Fig. 14.36,
cuya impedancia de excitacitm puede calcularse por simple inspeccion,

Se designard como 75 a la impedancia de la rama que canuene aZyy .
como Z¢ a la que conticne a 74, resultando:

Zp =23+ J20—j10= (8 —;16) +j 20 — j10= (8—/6) 5
e =2y t 10 =(—4—[2 + 0= (6-72 2

Asociando en paralelo las ifnpedancias halladas:

Zp Ze  (8—j6) (6—iD)
Zp +Zo 8-—j6+6—j2

Zppe = = (3,53—71,69) &

Fig. 14,37
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En estas condiciones Z4p puede calcularse 2. partir del cutuilo mostrado
enla Fig, 14 37 donde:

0@ +Trpe) | 10 (84 4+ 3537169
P U047y v Zpp, 10+ 844+ 353~/1,69

Zyp = (541 + j 049) = 543 el 517°

14:13  Problemas propuestos

14.13.1} Empleando el Teorema de Superposicidn calcular el valor com-

plejo eficaz de la tensién entre los puntos 4-B para el circuito dado en la Fig.
1438,

AAN
b4
al _ &2 4" 4-‘2 wi
T 4 b vz odl¥
Ri«R2=R3=RY<Ik
?,I Iﬁz R4+ 500
[
Fig.14.38

Resultado;

Vap = (0,66 — j 066) = 094 V%% vy

14.132) Para el circuito dado en la Fig. 14.39, en ¢ instante # = 0% se
abre el interruptor. Hallar la expresion de v, (¢} empleando el concepto de
la extensién del teorema de superposicidn para circuitos que cambian de
estado.

O a2
: ¥ a1o0 vy
T veltn « 30 (¥}

\'I [ velt)
l RAIsAZ« 1k
' CrlyF

Fig. 14.39
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_ Resultado:

beft) = (100 — 70 &1 Ny yry v

14,133) En el circujto ilusirado en la Fig. 14.40, se pide reemplazar la im-

pedancia Z5 por un generador ideal de tensidn aplicando el Teorema de
Cotnpensacion,

Vi 100 wl?
T3 5080 1y
FARY & 9L THEYS
Izei0+10
Ter20+j40

Fig. 14.40

Resultados:

Resolviendo et circnito, por ejemplo, por el métedo de las mailas, resuita

que 7, = 0 y en consecuencia la tensién del generador compensador Vy; =
2—3 T;- = (.

14,134} Para ¢l circuito que se muestra en la Fig. 1441, en el instante

t = 0% se cierra el interruptor. Operanda en el dominio trasformado de La-
place se pide:

a) Haliar el circuito equivalente de Thévenin a la izquierda de los puntos 4-B,
dibujando el circuito resultante,

b} Encontrar 1a expresion de i¢ ().

®1 A

CAAA I
\i;c(rl
F 3
¥
-mt RZ;

{17100 W
AlrRZvik
Cripf

reinie0

Fig. 14 41
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Resuitados: :
a) Se ilustra en la Fig. 14 42:

b)icft) = $0 107 &0 L ypy v

Iy(e}=to?

50
vris) .I

Fig. 14.42

14.13.5) En el instante £ = 0% se cierra el interruptor en el circuito de la
Fig. 14 43. Operando en el dominio trasformado de Laplace se pide,

a) Hallar ¢] circuito equivalente de Norton a la izquierda de los puntos 4-5- di'_
bujando el circuito resultante.

b) Encontrar la expresion de ig, (7).

L)
ift)ai0 uhi tal
R+ 10
RII00
Le Rl Hy
I (0= 0

Fig. 14.43

Resultados:
a) Se muestra enla Fig, 14 44

B igafr) = 99 (1 — e 101 lo‘r) uft) A
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,L?z[ [}

19€
Ipky}m——
L mno"}T

Fig. 14 .44

14.13.6) Halar el valor que debe adoptar la impedancia de carga fc para

que el dipole dado en la Fig. 1445 trasfiera la maxima potencia a dicha
carga,

¥=100 01 (V)
Frais+jis
Z2225-110
Eaensfis

Fig. 14.45

Resultade:

Zo = (37+7 2,76) = 37,10 ¢/ 425"



capitulo 1 5

Teoria |
de los cuadripolos

15.1 Introduccién: Es propdsito de este capitulo exponer en forma generl
los principios y conceptos fundamentales asociados a las redes de dos pares de
terminales, o redes de dos puertos, y que en adelante se las denominard cuadri-
polos. En consecuencia, la exposicion precedente sentard las bases, que luego pue-
den derivarse extensamente en aplicaciones especificas, y para citar un solo gjem-
plo puede mencionarse a Jos filtros eléctricos. :

Segin se adelantd en el Cap. 13, pardgrafo 13.3), para configuraciones <ir-
cuitales geométricamente alargadas es conveniente aplicar para su resolucién
una teoria especifica, que es precisamente, la que se expondrd en adelante. El
empleo de este tipo de redes es muy comin en electrdnica, y especialmente
en comunicaciones, donde normalmente se¢ conectan un nimero apreciable
de'etapas, unas a continuacién de las otras.

El desarrollo de la teoria comenzard por la definicidn del cuadripalo, la pre-
sentacion de las configuraciones tipicas, como asi también sus diferentes
clasificaciones y los tipos de problemas que se resuelven con la teoria de los
cuadripolos,

Se plantean luego las ecuaciones, pardametros 'y matrices caracteristicas,
analizando la informacion suministrada por los pardmetros. Luego de estudiar la
asociacion de cuadripolos, se expondrin las distintas formas de calcular los
parametros ¥ las relaciones entre los mismos correspondientes a las distintas
matrices. - .

A continuacidn se analizard la equivalencia de cuadripofos T y I, como
asi también los circuitos equivalentes del cuadripolo con uno y dos trasferido-
res o amplificadores ideales, que en electrdnica se conocen comdnmente como
generadores controlados,
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Seguidamente se estudiardn las impedancias de entrada y salida en condi-
cones normales de funcionamiento, definiendo ademnds las impedancias inte-
rativa, imagen y- caracierfstica.

Concluye el capitulo con el planteo de [as ideas basicas sobre las cons
tantes de propagacién, atenuacidn y fase.

15.2) Definicién de cuadripolo

“bn cuadripolo es una configuracidn arbitrariz de elementos de circuito,
que tiene dos pares de terminales para su conexidn con el resto del esquema
eléctrico, debiendo cumplirse como condicidn adicional que los terminales de
entrada estén vinculados con los de safida sélo .a través del interior del cua-
dripofo”.

En la Fig. 151 se representa su simbolo, v los correspondientes sentidos
de referencia para las variables eléctricas. En virtud de la definicion es eviden-
te que las corrientes para cada par de terminales son iguales y opuestas.

Debido a que no se impenen restricciones sobre el tipo de circuito inclui-
do dentro de! cuadripoio, [a ampiitud de [a teoria en cuestién queda en evi-
dencia, por fo cual los conceptos podrin aplicarse, por ejemplo, a circuitos
amplificadores que incluyan dispositivos semiconductores.

I 2t

}l I"z

Qo] ——)
Fig. 15.1

15.3) Configuraciones tipicas.

Si bien la definicién de cwadripolo no impone restriccién sobre la comple-
jidad de la geometria circuital interna, ciertos tipos de configuraciones se pre-
sentan frecuenternentic en la prictica, por lo cual se les ha dado un nombre,
v que s¢ presentan pars su examen en la Fig 15.2.

De la observacién de las figuras puede intuirse que por asociacién de cua-

dripolos elementales puede llegarse a los mds complicados, como se verd mds
adelantg_.
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Fig. 15.2

rEr



Teorema de los circuitos 41

15.4) Clasificacion de cuadripolos

Los cuadripolos pueden clasificarse sepln distintos criterios, a saber:

a) Segqun el tipo de elementos que incluyan:

a1} Activos: son aquéllos que incluyen generadores come los estudiados al,
presente, llamados en electronica generadores independientes. No satis-
facen el Teorema de Reciprocidad.

a.2) Pasivos: son aguéliog en Ios cuales mediante trasformaciones adecuadas
pueden ser reducidos a un esquema que no incluyan generador alguno.
Satisfacen el Teorema de Reciprocidad.

b} Segiin {os caracreristicas de los elementos incluidos:

b.1} Lineales: resultan aquéllos en los que todos sus elementos son li-
neales.

b.2} Alineales: resultan aquéllos que tienen uno o mis elementos alineales.

Es de hacer notar que el andlisis a realizar en este capitulo se referird ex-
clusivamente a los cuadripolos lineales y pasivos. '

¢] Segtin el sentido de trasferencia de la energia:

by Bilaserales: son ‘o goe pemmien ta ussfetentha de Ya energia en
“ambos sentidos con igual facilidad.

¢.2} Unilaterales: son los que permiten la trasferencia de energia coo
mayor facilidad en un sentido gue en el opuesto.

d) Segin el tipo de confipuracion:

d.1} Balanceados: som aquéllos que poseen ua eje de simetria longitudinal.
Por ejemplo, en 1a configuracién “H” mostrada en la Fig. 15.2, si las
impedancias en serie superiores o inferiores son iguales, el cuadripolo
se encuentra eléctricamente balanceado z tierra. En otras palabras,
pueden permutarse entre si, por un lado los terminales de entrada y
por otro, los de salida, y dicho cambio no serd advertide desde los
terminales mencionados. -

d.2) Simétrices: son aquélos que poseen un gje de simetria trasversal. Por
gjemplo, si la configuracién “T" mostrada en la Fig 15.2 posee los bra-
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zos horizontales idénticos, es decir de igual valor de impedancia, es
obviamente simétrica. Es decir, que se verifica si un cuadripolo es
simétrico cuando se pernmutan los terminales de entrada por los de
salida, y diche cambio no es advertido desde los terminales men-
cionados.

d.3) Asimétricos: son aquéllos que no poseen ningin eje de simetria. Por
ejemplo, la configuracién “T con brazos desiguales. Adviértase que
las condiciones de simetria que interesan son las eléciricas y no las
geométricas.

15.5) Tipos de problemas

Los tres tipos dé problemas bdsicos que pueden resolverse con la teoria de
log cuadripolos son los sigiientes:

a) £i problema de la trasferencip: trata de la determinacidn de la tensidn o la
corriente en los terminales de salida en funcidn de la tensidn o la co-
rriente en los terminales de entrada Este problema que aparece corrien-
temente en electrénica, presenta dos casos particulares de gran impor-
tancia, ¥ es cuando los terminales de salida del cuadripole se encuentran a
circuito abierto o bien cortocircuitades. Como se verd, este problema
“puede ser eficazmente resuello en base 4 ciertos pardmetros del cuadripolo,
denominados de trasfereacia, y que precisamente se definen para las condi-
ciones anies especificadas.

b) &1 problema de iz trasmision. trata de la determinacion de la potencia en
un par de terminales en funcién de la potencia en el otro par. Este pro-
blema se presenta cominmente en las lineas de trasmisién de energia, y un jue-
go particular de parimetros Hamados de trasmision permite resolver el proble-
ma en forma sencilla. como se verd mds adelante.

¢) E! problema de la insercion: trata de la determinacion del efecto que pro-
voca Ia insercién de un cuadripolo en un conjunto més amplio. Este pro-
blema se presenta, por ejemplo, al insertar un filtro en un circuito con el
ohjeto de perfeccionar su funcionamiento. En este caso se desea encontrar
la tensidn, la corriente o la potencia en la carga después de la insercion
del cuadripolo en funcién de la tensidn, la corriente o la potencia en la
carga antes de efectuar dicha msercidn. Obviamente se buscan determinar
las pérdidas por insercién. Varios de los conjuntos de parametros a definir

permiten el cdlculo de las pérdidas por insercidn, y en algunos casos parti-
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culares debido a valores especificos que toma la impedancia que carga el
cuadripolo, el andlisis se simplifica y se reduce al problema de la tras-
mision.

15.6 Eguaciones, pardretros y matrices caracteristicas
En ia Fig. 15.]. se ha ilustrade la representacion del cuadripolo. Las propie-

dades del misme pueden estar descriptas por la siguiente funcion implicita de
cuatro variables; -

Fvi v by, h)=0 (15.1) -

Obviamente, de la forma en que estd planteada la Ec. (15.1) resuita ingd-
moda para su empleo, por lo cual es cenveniente desdoblarla en pares de
ecuaciones explicitas de dos variables, y en base a todos los pares de combi-
naciones posibles pueden formarse las siguientes familias:

Vi =h(l, i)

(i5.2)
Vi =fafly . 1y}
Iy =f5(V, Vyl)

(15.3)
Iy = f4{Vy, V)
Vi =15 (§;.Va)

(15.4)
Iy =fsfly, Vo)
Vi =1 (Va, D)

(15.5)
I =fy(Vy .13}
L =f{V1.5,) '

(15.6)
Ve =fwl¥;. 1) '
Ve = fuf¥y .1y}

(15N

Iy =fulV.0y)
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donde la forma.analitica de las funciones f depende de Iz constitucidn del
cuadripolo. Cada uno de los pares de funciones planteadas conducen a una
familia de cuatro pardmeiros, seghn se demostrard, que contiene toda lain-
formacién necesaria acerca del cuadripolo. Como se verd, estos pardmetros
ordestados adecdadamente en forma de matrices permiitirdn agiizar la solucidn
de los problemas. En realidad cada una de las matrices contienen la misma
informacion que las restantes, pero presentada de disfinta forma, y es por
- esta causa que en cierios tipos de problemas una mattiz serd mis fitil que las
'restantes

a) Andlisis para lq familiz dada por la Ec, {15.2).
En particular, s¢ comienza con la expresidn para ¥,
Vi = (L, 1) : {15.8)

en estas condiciones interesa conocer como varia 1a tensién en funcion de has .
variaciones de carriente. Serd conveniente entonces aplicar a la Ec. (15.8) el
desarrollo en serie de Taylor de dos variables, donde la expresion del desamo-.
llo de la serie limitada a los términos de orden cero y primero, se expresa
-nommalmente como:

. Sy ' ay :
¥ fx, zf = yo + — rx - xo) +— I‘rz - 2.0) (15'9)
§x | xg Sz |=y
zg 20

y en la ultima ecuacién se han omitide los demds términos de la serie pues

resultaran nulos debido a la condicion de linealidad impuesta al cuadripolo.
En la mencionada ecuacién, xq y zy definen los puntas en torno de los

cuales se efectia el desarrollo., Aplicado el desarrolio a la Ec. (15.8), los valo-

res anteriormente mencionados definen para las corrientes un par de valores
de referencia, que pueden llamarse [ig e fyp, a partir de los cuales se pro-
ducirin las variaciones de las mismas con el obieto de estudiar los de Vy. En
virtud de lo antedicho, de la Ec. (15, 8) se denva que:

5V, 5 ¥,

V[ T ) = V} 3 I t f_[ ~{ j+
(1y o 12/ (f10. 20/ A 84 | o

30 T2

(fy - I/
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pos fo cual:

¥, v s (I 1}+5V‘ (L, = Iy
1 ([1 ] I?) 1 l('{!ﬂ ] 110) - 5 Il Jlﬂ 1 10 6 I 2 Tio 2 20

: Lo ' Iz9

que puede expresarse ¢omo:
sV 5V, .
AV, = AR + —— Al (15.10)
81y fIo 873 { o :
iz0 20

'y dado que los incrementos varian en funcion del tiempo, podrin expresarse
como funciones temporales, por lo cual la Ee. {15.10) resulta:

) = 222 o+ 20 i (1) (15.11)
vy ft] = = i (1) + —— Qg (t )
e 811 fLio : 81, |ne ’ '

o T2

donde les valores de iy (¢} e i, () se miden 2 partir de fy; e Lo respecti-
vamente, pudiendo estos dltimos ser incluso nulos.

~ En consecuencia, el desarrollo que sigue es vilido tanto para incrementos
alrededor de un valor de cada variable independiente, como para los valores
totales de las mismas, Las derivadas parciales de la Ec. {15.11) tienen valores
independientes de los de 7,y e [4y, por ser el cuadripolo lineal. Para los cir-
cuitos de constantes concenmiradas, dichas derivadas parciaies son operadoses
mateméticos. En efecto, tomando como ejemplo el circuito de la 1*1g 15.3,
resulta, para la malla de la izquierda:

_ g dif : .
vu’U—L*dr + Ri () + fp(t]]
vy () :[R+L féﬂt]fi (t)+ Riy 1] (15.12)
Lin . - a1}

L

vait)

.

il

— | -Fig. 18.3
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C@mpa.rando las Ecs. {15.11) v (15.12), se obtiene:

&V, d
=[R+L ——]
81, {ho dr
1)
& ¥,
L - R
5!3 o
fap

Notese que si se aplica la trasformada directa de Laplace a la Ee. (15.12)
resuita:

W fs) =IR + sL] I (s) + R I;{s)

Es decir que los operadores matematicos, se convierten en funciones opera-
cionales de 1a variable s :

Con el objeto de generalizar el problema, se planteard la Ec. (15.11) en ¢l
dominio trasformado. Las derivadas parciales se convertirin en funciones ope-
racionales que se designaran con K, (s} y K, {s) para recordar que sus valores
no dependen de fiq 18/ e {55 (5). Esto es;

Vifs) = Ki{s) Iy (s) + Ky fs) I (s) (15.13)

Operando de manera similar para ¥; de la Ec. (15.2) se llega a que:
Vafs) = Ks(s) L (s] + Kq (s} 1y (5) (15.14)

De las Ecs. (15.13) v (15.14) pueden hallarse las constantes, resultando:

¥y (s} - : o - Vais)
1 (9 Iy fs] fratsy=0 +s) Iy (s Ifz rs)= 0
Vi (s Vais) |
Kyfs) = —— | Kyfs) = ——
20 I (s} ih_ (5)=0 _ 2 2 (S)In-{s;.:_o

Notese que K, (s} resulta det cociente enire tension y corriente, por lo
que tendri dimensiones de impedancia. Como ademds relaciona fensién y co-
rriente de entrada resulta una impedancia de entrada, pero con la salida dei
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cuadripolo a circuito abierto pues debe cumplirse que Iy s/ = 0. En con-
secuencia podrd expresarse como: '

Vi {s) _
‘{l (S) fz fg) = 0 21i (S} (1515)

K] {3} =
donde z,; (s} es la impedancia de entrada con la salida a circuitc abierto.*
Por otro lado, K,({s/, puesto que es cociente entie tensién y corriente,
tendrd dimensiones de impedancia y serd de trasferencia dado que relaciona
fensidn en un par de terminales con fa corriente en el otro par, e inversa
pues es la relacion entre variables eléctricas correspondientes a entrada y sa-
lida. Como adicionaimente debe cumplirse que /; {s) = 0, la entrada debe
estar a circuito abierto, Por lo fanto resulta:

Vifs)

K fs) =
2P Iy (s) L {s) =0

:212(5') (15.16)

donde zy;{s/ es la impedancia de trasferencia inversa con la entrada a cir
cuito abierte. Este tipo de razonamiento para asignar ¢l nombre a las cons-
tantes se repite para las dos faltantes de esta familia y para todas las restan-
tes, por 1o que en lo sucesiva se dardn directamente las denominaciones.

Para K5 (5} resulta:

Va(s)

Kyls) = =29 {8} {(15.17)

N R
donde z,j fs) es la impedancia de trasferencia directa con la salida a circuito
abierto.

Para K, (s} tesulta:

' Vz (SJ

Ky ls) = —2 =zals)  (15.19)
Ipfs} V1 (s)=0

donde’ z55 (5] es la mpedancia de salida con Ia entrada a circuito abierto.
Reemplazando las Ecs. {(15.15) v (15.16) en la Ee. (15.13), y las Ecs.
(15.17) ¥ (15.18) en la Ec. (15.14) resulta:

Vifsh= zya(s) i s} + z15(s) I;(s) _
' (15.19)
Vafs)= za (s} £y () + 233(s) I (s}

Nota: Adviériase que por razones tipogrificas, en el texto se emplea para estos parémerros
Iz letra 2; pero en las figuras aparece como 3
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Expresando 12 Ec, {(15.19} en forma matricial se tiene:

Vi) [ty zn{s;] [a m] 15.90)
| V2 (s} | 2z (8 Z32{s) Iy (s)
o bién:

Vil ] Iy (s}
z (s}
| V2 fs) 313
donde [ z{s}] se dencmina matriz impedancia del cuadripolo, y sus elementos
constitutivos se llaman pardmetros impedanciz del cuadripole,

b) Andlisis para Ia fan}.iﬁa dada por ia Ec. (15.3).
Iy = fL{V, Vy)

L= fy (v, V)

Por procedimiento similar al realizado para el andlisis de la primera familia
s¢ llega a las siguientes expresiones:

Li(s) = Kgifs) Vi(s) + Kgfs] Vafs)

(15.3)

| (15.21)
Ifs) = Kqfs) Vy{s} + Kgfs} Vafs)

de donde se desprende que:

Kyfs) = L)

= 1522
V,(s) Y fs) ( )

Vafst= 0

donde y,q(s/ es la admitaneia de entrada con la salida en cortocircuito. A su

vez;
1 (s}

fot = Vz(S)‘ Vy (s} =0 = Yz fs/ (15.23)

donde ¥y, {s/ es la admitanciz de trasferencia inversa con la entrada en cor-
tecircuito. Por otro lado:

1, (s}
Vl {s} { Vaisi=ua

Kqfs) = = yuls)  (15.24)
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donde ys, {5/ es lz admitancia de trasferencia directa con la salida en corto-
circuito. A su vez:
Ia(5)

K = 525
sfs) = Al T s fs) (15.25)

donde y;; (s} es Ia admitancia de salida con la entrada en cortocircuito. -
Reemplazande adecuadamente las Ecs. (153.22), (15 23), (15.24) y (15.25)
en el juego dado por fa Ec. {15.21) resulta:

Iofs) = yau 08) Viis) + yiais) V(s

(15.26)
Iy fs) = yay (s} Vy(s} + yas (s} Vyis)
Expresando fa Ec. (15.26) en forma matricial:
1 (5)] _ yufs) - yiafs) Vi (s (15.27)
 Ia {3/ | 721 (5) - Y {s] Vais)

o bien:
mw'=;m Vifs)
| 12 {5/ | i Ve (sl

donde [ ¥ {s}] se denomina matriz admitanciz del cuadripolo, y sus elementos
constitutives se denominan pardmetros admitanciz del cuadripolo.

¢) Anilisis parg le familia dada por la Ec, {15.4).

m=ﬁm,m[

(154
Iz“ﬂsﬁu"’z)] (154)

Por procedimiento similar al realizado para el andlisis de la primera familia
se llega 2 las siguientes expresiones:

Vils) = Kofs) Ii fs) + Kiols) Vafs)
(15.28)
Iy (s} = Ky (s} Iifs) + Kyafs) Vafs)
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donde se desprende que:
Vils)
I (s} Vafs)j= 0

" Kofs) = =k (s} (15.29)

donde A4y (5) es la impedancia de eatrada con la salida en cortocircuito.
A si vez: .

= = h 15.30
Vs (s) l f g =0 1218/ ( }

donde ki, s/ es la trasmitancia inversa de tensiones con la entrada a circuito
abierto. Por otro lado:

Lty

Lifs) [ vatsi=0 = ko (s} (15.31)

Kiifs) =

donde %4, {8} es la amplificacion o trasmitancia directa de corrientes con la
salida en coriocircuito. A su vez:

fafs
¥a s

Kisfs) = = hya () (15.32)

I {sj=0

donde K4 fs} es la admitancia de salida con la entrada a circuito abierto,
Reemplazando adecuadamente las Ecs. (15.29), {15.30), {15.31) y (15.3D0)
en ¢l juege dado por la Ec. (15.28) resulta:

Vils) = hyfsh Iy s} + hygfs) Vafs)

(15.33)
Iy fs) = hyy f8) Lfs] + haafs) Vifs)

Expresando la Ec. (15.33) en forma matricial tenemos:

[Vl rs)l _ [h..rs) h;z:‘s}] [11 (s)] s
Iy (s} hay s/ haa (s)) | V2 ls) '

.11 (s}
7] ]

o bien:

I-H s)
1 (s}

i}
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donde [h;(s)] se denomina mairiz Aibride del cuadripolo, y sus elementos
" constitutivos se llaruan pardémetros hibridos del cuadripolo,

d) Andlisis parg la familia dada por la Ec. (15.5).

Vi =f1(Vy, 1)
Iy, = fs (V3, L)

(15.5)

Debido a que ¢sta familia se emplea normalmente parz el andlisis de cua-
dripolos en los cuales Ja salida de uno se conecta a la enirada de otro, cono-
cida como comexidn en cascada, como se aprecia en la Fig. 15.8, es Gt in-
vertir el sentido de corriente en el par de ferminales dé salida, y Hamando
—Iy = I'y, la Bc. (15.3) resulta:

N =fIVy, I’y
11 = fB (Vz, 1,1)

Por procedimiento similar al realizado para cl andlisis de la primera familia
se llega a las siguientes expresiones:

Viis) = Kiafsh Vy(s) + Kyg(s) I'; (s)
(15.35)
I fs) = Kysfs) Vafs) + Kygis} I’y (s

de donde se desprende que:
Vs
Vafsf | r2mp=0

Kisfs) = = A(s)  (15.36)

donde A /(s es la trasmitancia inversa de tensiones con la salida a circuito
abierto. A su vez:

Vifs)

'y (5} )| vaisi=o

Kiafs) = = B{s/ (15.37)

- donde B{s} es la impedancia de trasferencia inversz con la salida en corto-
circuito. Por otro lado:

I(s)
Vafs) § rasi=0

Kis(s) = = C{s/ {15.38)
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donde s} es la admitancia de trasferencia inversa con Ja salida 2 circuito
abierto. A su vez:

Fy (s}

Iafs) | varn=0

Kisfs) = = D{s) (15.39)

.donde” D s/ es la trasmitancia mversa de corrientes con la salida en corto-
Circuito.

Reemplazando adecuadamente las Ecs. {15.36), (15.37), (15.38) y (15.39)
en €l juego dado por la Ec. (15.35) resulta:

Vifs) = Afs) Vafs) + Bfs) I'y{s)

{15.40)
I (s} = Cfsj Vats) + Dfs) I'5(s)
Expresando la Ec. (15.40} en forma matricial vemos que:
vitst] _ fArs Brs)l Vafs) (1541)
| f1 15/ ] [ Cfs) Dfs) 15 (3)
¢ biem

v, s/ ] [ Vst
= }7fs) ,
{5 (5] ] | Ifzfs)
donde [ v(s/] se llama marriz trasmision del cuadripolo, y sus elementos cons-
titutivos se denominan pardmeiros trasmision del cuadripolo.

0 Andlisis para la familia dada por la Ec, 115.6).

y = f5 Vi, 1)

. {15.6)
Vi = Tio (Vi I3}

Por procedimiento similar al realizado para la primera familia se lega 3 las
siguientes expresiones: ) o - :

by fs) = Ky fs) Vils) + Kygis) Iy {'3)[
(15.47)
Vais) = Kig () ¥4 (s} + Kaofs) I (5 |
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de donde se desprende que:
Iy (s)
Vi fs)

Kyqifs) = lf = 4 = g1 138} {1543
105)=

donde g,', fs) es la admitancia de entrada con la salida a circuito abierto. A
54U veZ!

1y fs)
15 (s}

Kigfs) = IV oo 2i2fs)  (1544)
1 (8= 0

donde gy, {8} es la trasmitancia inversa de corriente con la entrada en corto-
circuito. Por otro lado:

Vals)
Vyls)

= zafs) (15.45)
Ih(s)=0

Kisfs) =

donde gz, s/ es la amplificacion o trasmitancia direcia de tensiones con la.
salida a circuito abierto. A su vez:

Vais):
Iy (s}

= 2125} (15.46)
Vife)= 0

Koo (s} =

donde 244 s/ es la impedancia de salida con la entrada en cortacircuito.
Tewinpeenhn shrviabemnenie des B, DS ES), DAy, B ES) 3 N
en el juego dado por la Ec. (15.42), resulta:

Iifs) = (s} Vifs) + g1afs) Io(s) :
(15.47)

Vafsl= 20 (s) Vifs) + gaafst Iy fS)J
Expresando fa Ec. {15.47) en forma matricial:
L) _f auty Snm] [Vlrs)]  san)
Vg 15/ 221 s/ 222 (s} 13 {s) o

© 0 bien:

[1”@) _ i V, (s
¥y (5] R I YT
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donde [2/5)] se denomina matriz z del cuadripolo, v sus elementos constitu-
tivos pardmeiros g del cuadripolo.

Es de hacer notar que la familia dada por la Ee¢, (15.7) no se analizard
_por que practicamente no es empleada.

15.7) Informacién suministrada por logs parimetros

Si bien los pardametros encontrados caracterizan cuantitativamente el com-
poitamiento del cuadripole para ciertos casos particulares, a través de eilos

puede obienerse una informacion cualitativa respecto del comportamiento del
mismo. Sa analizardn los siguientes casos, efsctuindose el andligis para fos pa-
‘rdmetros impedancia vy se completan las listas en base al cuadro de equiva-
- lencias entre pardmetros de la Fig. 15.18,

a) Si los pardmetros de trasferencia son nulos
| zyafs) = z1{5) = O

Yiafs) =y fs) = 0

“higfs) = hyyfs) =0

g12(8) = g21{8)

1l

0
Iyt =10
Esto significa que modificando las variables eléctricas en un par de termi-

nales no existe variacién alguna en el otro par de terminales y viceversa, Lo

anterior indica que los circuitos de entrade y selide son independientes enire
st

b) Si los parimetros de trasferencia son solo nulos en un sentido

212} = 0 3 Znfs) 20 & z(s) 0 ;5 2y () = 0
yizfs) = 0 5 porfs) #0 6 yiafsi ¥0 ; yuofs) =0
Biafs) = Q0 ; hyfs) 0 & hiafs) ¥0 ; kg fs) =90

£12(5/ =0 ;5 zafs) £0 6 gia(s) ¥0 5 gufs) =0

Esto indica que modificando las variables eléctricas en un par de termina-
les existe uma variacidn de las mismos en ¢l otro pai, pero no a la inversa,
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En otras palabras, existe trasferencia de energia en un solo sentido, y el
cuadripolo se comporta como urilateral,

¢} SF los pardmetros de trasferencia son iguales entre sty no nulos

212(8) = 291 (s} % 0
yiz2fs) = yar (s} O
Biafs) =—=hay(s) ¥ 0
guafs) =—gn (s 0

Jyl =1

1l

En este caso Ja trasferencia de energia se realiza con igual facilidad en am-
bos sentidos, y e cuadrpole se comporta como bilateral vy pasivo, satisfa-
ciendo el Teorema de reciprocidad,

d) 857 los pardmetros de trasferencia son distintos entre 51 y no aulos

2323} ¥ 290 (8) ¥ 0
vi2fs) ¥ ya(sh #0
Byafs) ¥—hy (s 0
g1zfs) ¥—gy (s} ¥ 0

Esto significa que ls trasferencia de energia se realiza mas ficilmente en
un sentido que en ¢l otro. En consecuencia, el cuadripolo no satisface el Teo-
rema de reciprocidad.

e} 57 las inmitancies de excitacion de entrada y salida son {guales

21108} = 232 (s/
yuls) = ya s
Lo anterior expresa que en los terminales de entrada o salida se presenta

la misma impedancia o admitancia, por lo cual el coadripolo es simétrica-
mente elécivico.
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£y Si los inmitancias de excitacion de entrade y salida son distintas,

211 (8] ¥ 259 (s)
Al
@(ﬂ)’ ¥ yaofs)

¥s obvio que en este caso el cuadripolo serd eléctricamente asimérrico.

15.8 Asociacion de cuadripolos

Debido a que en la mayor parte de las aplicaciones lo mis corriente es
combinar entre si varios cuadripolos, serd conveniente considerar las asociacio-
nes que pueden darse lugar entre ellos.

a) Asoclacion en serie

En la Fig. 15.4.a)se cjemplifica dicha asociacién para dos cvadripolos, y en
la Fig, 15.4.b) el cuadripolo equivalente.

[IELY] ha'st Izglal [FRL)!
. @ .

— " e
—— e freemr
Fy U‘u[s]T ole) ta) (2} Tvzulsl
Ll b s
Iytad a8}
LA At

P [
¥, - ¥
vy (s) vam[ o T1“’ a‘ﬂj
i hyls? Lapie) [ "

LUTRES ] pplyi
o'® T D] Iy layl8) T (L ] -
| — O G

[ SR P §
G - £
18] lzts}h

Fig. 154

Caracterizando a los cuadripolos flamados {a/ y b/ por sus matrices impe-
dancias pueden establecerse las siguientes relaciones:

[ Vla IF’SJ] —Z [{S} |-Iia {s) s
ERI I  nats)] 549

[ Vs (s) rz (s) ”wi’s,}] (15.50)
| Van (5] | | 125 (5) . B
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Sumando fas Ecs. (15.49) y {15.50):

Vlﬂ [/Sj V]b(.!i) {I.a (S} [lb (S'). .
{V—M(s}] IVM (S)l [ ﬂ”}[{iaa{s}] ’ [me] !Izb(ﬂ]
(15.51)

La ecuacion anterior podrd reducirse, si se tienen en cuenta los resultados
que se obtiemen al plantear las reglas de Kirchhoff al circuito de la Fig,
15.4.a), a saber:

Vifs) = Vials) + Vys(s) (15.52)
Vofs) = Vagfs) + Vap (5] (15.53)
his) = fls) = Lpls) (15.54)

Iyts) = Iag(s) = Iy s/ (15.55)

Operande ea la Ec. (15.51), y teniendo en cuenta los resuitados hallados
en las Ecs. (15.52),(15.53), (15.54) v (15.55) se lega a:

virs)] [ Iy fs)
L,W] ~{[za(s!] + {2 ”””ms)}

por lo cual ta matriz impédancia del cuadripolo equivalente resulta:

[25)] = f2a (511 + [2p {s/]

Generalizando, para i cuadripolos se tiene que:

iz = % {2k ()] | (15.56)
_ K =1 :

La Ec. (15.56) dice que la matriz impedancia del cuadripolo equivalente an .
cuadripoios conectados en serie es igual a la suma de las matrices impedancia
de cada uno de los cuadripolos intervenientes en la asociacion,

'b) Asociacion en paralelo

En la Fig. 15.53) se ejemplifica dicha asociacidn para dos cuadripolos, y
en la Fig. 15.5.0) ¢l cuadripolo equivalente.
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Fig. 15.5

Caracterizando a los cuadripelos llamados (a/ y b} por sus matrices adml
tancia, pueden establecerse las siguientes refaciones:

rma | 1 [V is)]
= P 15,57
{2015/ ] _ 7 (S)J | V2a (5] ¢ )
[ 45 (/] - - (V15 ()
' = 15.58
(26 {5/ _yb (S)_ | Van () | { ).

Sumando las Ecs. {15.57} ¥ (15.58) se tiene que:

ur rs)} [hbrs)] _ l’y m] GCT I I T T
| B i Vaalst] 470" W vay 15/
" (15.59)

La ecuacién anterior podrd reducirse, si se tienen en cuenta los resultados
que se obtienen al plantear las reglas de Kirchhoff al circuito de Iz Fig.
15.5.a), a saber:

Vifs) = Vials) = Vipls) {15.60)

Vals) = Vagls) = Vap (s) o (15.61)
I (s) = Liafs) + Fynfs) {15.62)

Lfs) = Laals) + Lzp s/ (15.63)
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Operando con la Ec. (15.59), y teniendo en cuenta los resultados hallados
en las Ecs. (15.60), (15.61), {15.62) y (15.63) sc llega a:

fufs)p 1 {5/
{12“)] I—' {yaist] + {ysfsl] IVZ .1)]

Por lo cual la matriz adrsitancia del cuadripolo equivalente resulta:
i) ={als)] + (s ()]

Genenalizando para n cuadripolos se tendrd que:

bl = T [k ls)] (15.64)
K=

La Ec. {15.64) dice que la matriz admitancia del cuadripolo equivalente a n
cuadripolos conectados en paralelo es igual a la suma de las matrices
admitancia de cada una de los cuadripolos intervenientes en la asociacion.

) Asociacion serie — paraleio

En la Fig. 15.6.a) se ejemplifica dicha asociacién para dos cuadripolos, y
et la Fig. 15.6.b) el cuadripolo equivalente.
. Caracterizando a los cuadripolos llamados fa) y (5] por sus matrices
hibridas puede establecerse las siguicntes relaciones:

3 1 h - -
Via (st Lig(s/
= | n 15.65
| £aa15) ] e ety (15.65)
K4 [ Fi : '
TIC) , ”)1 i fs}] | (15.66)
| 12515/ J _V2b(3}_

Sumando las Fes. {15.65) ¥ {15.66) resulta:

Ma {5/ Hp (s} Tyals) Iy (s}
+ = 1, +)n
[ig,(s)] []211{5'/]] [I (r}} [meﬂ)'l [ b_(SJ][Vzbr’S)]

(15.67)
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La ecuacidén anterior podrd reducirse si se tienen en cuenta los resultados
que se obtienen al plantear las reglas de Kirchhoff al circuito de la Fig.

15.6.4), 2 saber:

Vifs) = Vial(s) + Vypfs) (15.68)
Vals) = Vaafs) = Vap (s} (15.69)
Iifs} = Lya(s) = Iy (s] (15.70)
Iy fs) = Dag (8] + Ipp () (15.71).
Y Tgteh, gl ) Jain
(e e ey S ——co - o O
4.. vmmT M - ’_7"_‘,'_:; Tvz,m vzmT
O ~O 'I“’_‘ dlz{ﬂ :
is) ?........... | E—
Vyls D:D. ¥iis) valn)
'ih“]a ‘;2”(-] o—-—-—J --—-._..;;T
vint Y b izp sy TVapin)
) R 3 el O ®
I|lt1—
Fig. 15.6

Operando con la Ec. (15.67), ¥ teniendo en cuenta los resultados ballados
en las Ecs, (15.68), (15.69), (15.70) v {15.71) se llega a:

Vils)
Iz 1s)

|

por lo cual la matriz hibrida del cuadripolo equivalenie resulta:

]. =& [hafs)) +Ihb{5)1}[

(7 {51 = [ha (3]] + [Bp (s/]

Generalizando para n cuadripolos se tendrd que:

(s = T (he(s)]
K= 1

Iy (s}
Va(s)

_l

(15.72)



. Teoria de los cuadripolos

431

La Ec. (15.72) dice que Ia matriz hibrida del cuadripolo equivalente a n
cuadripolos conectados en serie-paraleio es igual a 2 suma de las matrices
hibridas de cada uno de los cuadripolos intervinientes en la asociacidn.

d) Asociacion paralelo — serie

En la Fig. 15.7.a) se ejemplifica dicha asociacién para dos cuadripolos, y
en a Fig. 15.7.5) el cuadripolo equivalente,

LN ] hglinl J2ql93 laisd
i & st e
" — -
s Wislal e te} L mT'z""’
o 24
o O
vzls)
Iptst lgp e}
—ty i
\i’;b(llT it ™ lan (3} Iv?_bll)
— = ]
) et
Ials)
Fig. 157

13 ) lzh}
rer—t r————
[o Secwm—
[::_3_ Thh} Vzhir
(D r— ———

Caracterizando a los cuadripolos llamados fz) ¥ /b) por sus matrices g
pueden establecerse las signientes relaciones:

{14 (S} _ |
LVza (S)J Za (5)
Netst]
Vs {S}J £s {5/

IVla (S) (15'73)
Iz (-S'J

V1o fs) (15.74)
RETSE;

Sumando las Ecs. (15.73)} v {15 74) se tiene que:

I I (3;"‘
Vﬁa {s}

1yy (s ,ml ] mm]
Vzafs)] Ia(’j][fza” lb” !fzbr"s)

(15.75)
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La ecuacién anterior podrd reducirse si se tienen en cuenfa los resuliados
que se obtienen al plantear las reglas de Kirchhoff, al cimito de la Fig.
15.7.a), a saben ’

Vils) = Vials) = Vin(s) - (15.76)
Vils) = Vaals) + Vap (s) (15.77)
Iyfs) = Iyafs) + Iy ls) (15.78)
(8] = [ (s) = Iy {s) (15.79)

QOperando con la Ec. (1575}, y teniendo en cuenta los reultados hallados
en fas Ecs. (15.76), {15.77), (15.78) y (15.79), se llega a:

nisy] | | Vi ts)
oz a {8 -+ ;
[Vg(s}} i F2o08/] + {30 (s)] i»’z(s}
por lo cual la matriz g del cuadripole equivalente resulta;
e (s)) = lga(5)] + gy (3/]

Generalizando, para 2 cuadripolos se tendrd que:

[gfs)} = £ lex (s)] (15.80)

K=

La Eec {(15.80) dice gue la matriz g del cuadripolo wquivalente a #
cuadripolos. conectados en paralelo-serie es igual a la suma ¢ las matrices g
de cada uno de Jos cuadripolos intervinientes en Ja asociacién

e) Asociacion en cascada

En la Fig. 15.8.a) se ejemplifica dicha asociacion para da cuadripolos, y
en la Fig. 15.8.b} el cuadripolo equivalente,
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Fig.15.8

Caracterizando a los cuadripolos llamados {g/ v (&) por su matrices
trasmisién pueden establecerse las siguientes relaciones:

Vie fs) Vaa (5) S
= a : 15.81
[flam] {"’ 1o ] [I’;ars)] ' (15.81)
Vig (/] 2 {8/ ' ’
= 15.82
[nbm} ["”} [f’zbm] (1559

Muitiplicando las Bes. (15.81) y (15.82) resulta:
N e ST ) Vin Vaaf(st] | Vas (5]
' 15,83
[!mrs)] [rwm} {"“’”] lf*zm] l“”"”] ,f’m(s)] 183

La ecuacién anterior podra reducuﬁe si se tienen en cuenta fos resultados
que se obtienen al plantear las reglas de K]rchhoff al circuito de la Fig.
15.8.a), a saber:

Vifs)h = Via s (15.39)

Vaa (sl = Vip(s). | | (15.35)
Vals) = Vap (s) {15.86)

I fs) = I,fs) - (15.87)
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Prafs) = Linfs) o assy
CIfs} = Iy (s} _ . (15.89)

Operando con la Ec, {15.83), y teniendo en cuenta los resultados haltados
en las Ecs. (15,84) a (15.89) se llega a:

nisi) _ Vals)
[nm] = 1 [l [ (9] L,zml

por lo cual la matriz trasmision del cuadripelo equivalente resuita:
[7{s)] = [va(s)] [7s (5)]
Generalizando para n cuadripolos se tendrd que:

lyes = T fr ()] - (15.50)

K=1

La Ec. (15.90) dice que la matriz trasmisién de! cuadripolo equivalente a
n cuadripolos conectadds en cascada es igual al producto de las matrices
trasmisién de cada uno de los cuadripglos intervinientes en la asociacion,

159 Cdleulo de los pardmetros y matrices caracteristicas

Los parimetros anteriormente definidos pueden ser calculados por simple
inspeccién, aplicando la definicion y ecuaciones circuitales, matricialmente por
asociacién de cuadripolos elementales o en forma experimental. A modo de
ilustracién se desatrollardn algunos ejemplos.

a) Por simple inspeccion

Para el cuadripolo de 1a Fig, 15.9, resulta pof ejemplo que:

211 (s) = Klﬂ =7, {s) + Zy(s)
Iifs) fRsp=o
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Vi (s)

I fs) = Fafls) * 23t

2 (s) =

bfsi=0

Ly (s} I

yunfs) = Vi (s} iv:rs}zo N Z,(s) +Z—2(S—)——~g3—@

Zy (s} + Zy(s)

aaf5) = Iz 4s) _ ]
B e
: 1 2 .

latsi=0

AT

Fig. 15.9 | Fig, 15.10

b) Aplicande la definicion y ecuaciones circuitales

Si por ejemplo para el cuadripolo de la Fig. 15.9 se desea caleular z4y fs/
debe considerarse el circuito ilustrado en la Fig, 15.10; dado que:

Nids) ' (1591)

Zy (s8] =
“(}_ Iyfs) {afsi=o

y debe calouiarse 7 1fs) para la condicion impuesta. Por aplicacién de la ley
de Ohm tesulta: ' '
V
£y 13/ = 115
Ihfs)=g Zifs) + Z4(s)

(15.92)
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reemplazando ta Bc, (15.92) en la Ec. (15.51)

N
Zqy {3) = -—*—-I—I_LE%“— = Zy (s} + Z,(s)
1

Zyfs) + Zy{s)

En el caso de calcular y,,(s/ se considera ei circuito mostrado en fa Fig.
15.1% dado que:

yaa () = 2 (15.93)
2 Veafs) { vimsi=o '
[ ] tgte {310
L. b 7l
Iﬁés Tvzln [V,[:l rzts)[ lem
o
Fig, 15.11 . : Fig. 15.12

y dehe calcularse /5 (5] para la condicién impuesta. Por aplicacion de la ley
de Ohm resuita:

Vi fs)

{ =
i (Sy‘”l (¢)=0 M | {15.94)

Zafs) +
3@ Z, (s} + 24 (s)

reemplazando la Ec. {15.94) en la Ec. (15.93) s¢ tiene que:

| V(s
Zi(s) 7505
Z V=
Yz fs) = v Zy(s] + Zo(s) _ ' 1
22 - - 7 Z
vy (s} 2,0 + 2Ll

Zl (S) + 22{3)
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Si por otra parte se desea caleular

Vi fs)
Lifs) thp=o0

312 (S) = (1595}

debe considerarse el circuito ilustrado en la Fig. 15.i2, y calcular V), s/ para
Ia condicién impuesta, que tesulta: '

Vifs i = Zy (s} I (s (15.96)
. his)=40

reemplazando la Ec. (15.96) en la Ec. (15.95) y operando, se encuentra que:

212 (8) = Z,(s)

¢} Matricialmente, por asociacicn de cuadripolos

Se aplican los conceptos derivados del estudio de asociacién de
cuadripolus. :

o -3 o
& p S T
Cn o)
" [¥,(s1]
o= © ° ¥ R
- E‘ui”] [¥y1a1] (4t}
o » O o
L T Fg 1513 © Fig.15.14

Considérese, por ejemplo, los cuadripolos mostrados en la Fig. 15.13 de
. los cuales se suponen conocidos sus parimetros trasmisidn. Si se asocian en
cascada segin se ilustra en la Fig. 1514, la matriz trasmisién resultannte

Sera:

(Ve /s)] = [ Ya (81 {70 (%/]
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Si a este cuadripolo resultante se lo asocia en cascada con el cuadripolo
que representa [v;{s)] se obtiene la configuracién T mostrada en la Fig.
15.15, para la cual la matriz resultante serd: :

(va 1313 = [re s/ [vafs/t

S$i por fltimo, se desean calcular los parametros para la configuracién T
puenteada que se jlustra en la Fig 15.16, seri conveniente expresar las
matrices individuales en términos de admitancias puesto que ambos
cuadripolog se encuentran asociados en paralelo, resultando:

e (1) = Dvafsh] * vals/l

o oo
» " 0
I¥c .m} [¥q tai] [¥q 1]
Fip. 15.15
0 I

gdis]

T Eig 1516
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dj En forma experimental

8¢ verd como pueden determinarse algunos parametros en base a medicio-
nes, en yégimen senoidal permanente. Supongase que se desea detemninar
experimentalmente: :

Iy == -
11 I;=0

para un cuadripolo dado. En el pardprafo 15.6, al definir los pardmetros, se

aclard que el desarrollo era valido tanto para los incrementos alrededor de un

valor de cada variable independiente, como para los valores totales. Cuando se

estudian cuadripolos constituidos por los elementos pasivos definidos hasta
ahora, como ocurre con los filtros eléctricos, interesan los valores totales de

las variables, 1o que equivale a tomar 7,4 = {49 = 0. Las definiciones de los

pardmetros se aplican entonces sin dificultad para la determinacion expeti-

mental de los mismos, '

Cuando se trata, en cambio, de circuitos que incluyen amplificadores li-

neales, los transistores o vilvuias deben fener aplicadas tensiones v correntes

continuas de polarizacion parz fijar el punto estitico de funcionamiento de

Jos mismos. En este caso interesa estudiar los incrementos alrededor del pun-

to estdtico, que produce la aplicacidn de Ia sefial varable de excitacidén. En

estas condiciones las expresiones “en cortocircuito” o *“‘a circoito abierto”

citadas en las definiciones, deben aplicarse solamente a los incrementos, sin
afectar a las componentes continuas. En consecuencia, debe utilizarse el cir-
cuito de la Fig. 15.17.2) para la determinacion experimental. En las termi-
nales de entrada se conecta el generador, y los instrumentos que medirdn la
tensidn y corriente, Debido a que la condicida J, = 0 indica que la salida
debe estar a circuito abierto pera laz variociones de serial, v como no puede

prescindirse de los componentes de continua, que se indican con el generador

V, debe intercalarse el inductor indicado. Si el mismo posee inductancia muy
elevada, tedricamente infinita, se presenia como un circuito abierto para las
sefiales alternas, no modificando el circuito para las componentes de continua.

Con los mstrumentos adecuados, aguéilos que solo midan los componentes de
altema, se miden la tensién v corriente de entrada.

Si finalinente, se¢ desea calcular:
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debe montarse el circuito mostrado en la Fig. 15.17.b). En los terminales de
salida se conecta el generador de tensién variable y un voltimetro para medir
la misma. Ei generador V colocado a la entrada representa los componentes
de continua. El amperimetro intercalado mide la corriente en los terminales
de entrada, pero como dsbe cumplirse la condicién que dicho par de termi-
nales se presente como un corfocircuito para las variaciones de seRial, debe
colocarse entre dichos terminales un capacitor de capacidad muy elevada,
tedricamente infinita. De esta manera, midiendo cordente de entrada y ten-
sibn de salida puede determinarse el parimetro buscado.

Si el amperimetro y el voltimetro son instrumentos comuunes se determina
el module de parimetro; si son vectoriales se determina ademds el argumento.

O)

Fig. 15.17

15.10 Relacién entre los patimetros corr&spondienteé a las distintas matrices

Es propdsito de este pardgrafo demostrar la equivalencia entre pardimetros
correspondientes a algunas de las familias. Se analizarin los siguientes casos:

a} Relacion entre [z {s}] e [¥(s)]
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En ¢l pardgrafo 15.4 s¢ encontraron las siguientes relaciones:

Invirtiendo matricialmente la Ec. (15.97) resulta:

Iy (s)
= (s)
["’ ] [w

[ 11 ¢s)]
[ 12 (s} |

[V (s) ]

V2080

[Vl /s)
¥a{s)

. | Vi)
i !W} [V:rs)_

. I fs)]
[l

}
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{15.97).

(15.98)

(15.99)

donde ¢l primer término del segupdo miembro de la Ec. (15.99) es la llama-

da matriz inversa.

De la comparacion de las Fcs. (15.98) y (15.99) surge que:

(zfs)] = (17"

(15.100)

donde la matriz inversa s¢ construye segitn se indict en el Cap. 13, parigrefo

13.2 por lo cual:

it =

-

Yuls  Pa (5) ]
Ayfs) Ay {s)
Ya (3} Yy (8
Ay fs) Ay (s

(15.101)

donde A p(s) es el determinante de la matriz admitancia, es decir
Ay (s)=3u(8) Yaal8) =y (s) ¥ai(s). Teniendo en cuentza la Ec.
(15.101), la igualdad indicada por la Ec. (15.100) puede expresarse como:

_211'(5)

Z9q (5}
e

Zm’s}-

Yaa (s}
Ay (s)

Yo (8

223 (s}

el

- Ay (s}

- ¥z (-‘)-

Ay {s)

Fii (SJL

Ay (3]

(15.102)
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de la Ec. (15.102) surge que:

Yoz (8} Y12 5}

- 2 O 15.103); = 227

Zyfs) Ay (s ( ) Zy2 (8) Ty Py
Faafs) = = B ?:j (15105); 245 = ——f;‘; g

b) Relacién entre {¥(s}] v [z{s}]
De la Ec. (15.98) resulta que:

fxu (s)] [ ”] [V1 fs)
I (s} V(s
De la comparacién de las Ecs. (15.97) y (15.107) surge que:

[¥{s)] = (248017

y al igusl que en la demostracion anterior puede establecerse que:

iutsh ra ) [ oz zn )
Az [s) Az fs)

iy (s) Zyy (%)

| Va1 (s)  ¥aals) | | Az fs) Bz {3

de la Ec. (15.109) se desprende que:

z37 {s). | Zyy (8
e 15,110} ; = —
”J’n(s.f Az (o) ( } Yiz (8] Az ()
I (s} | . 11 (3')
Yo (s N Py (15.112) ; .}’22(-5‘) Az oy
&

donde A z{s) = z,( (8} 253(8) — 212(8) 29, (s)

(15.104)

{15.106)

L (15.107)

(15.108)

(15.109)

(15.111)

| (15.113)
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¢) Relacion de [A(s)] con [¥(s)] & [z

Del parigrafo 15.4 se conocen las siguientes relaciones:

Vi (s}
I {s) Yvapi=n

huyfs) = (15.114)

y los patimetros y (s} y z(s) que cumplen con la condicién ¥, (s} = 0 son:

LR 5 (15.115)
Vifs) §varsi=o
12 (s)
= 15.116
Pl G o (116)

e

y es la Ec. (15.115) la que guarda relacion inmediata con la Ec. (15.114),
_por lo cual: :

hy 15 = 20 LN -
& fifs) | vatsr=0  Iy(s) Y s/
Vyfst yvaisi=o
(15.117)

y si ademds se tiene en cuenta el valor de y,, (s) dado port lﬁ Ee. {15.110),
fa Ec. (15.117) puede escribirse como:

Ry, fs) = ! . Azl - (15.118)
t Y1 (s} 233 {5} '

por otra parte es:

I3 (s}
Vafs) |Fgrs=0

a3 = (15.119)
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y en los pardmetros z{s/ la condicidon f, (s} = 0 se da para:

: Vi (s}
zi2f5) = (15,
120 7 rs) I fy ) = 0 5.120)
V(3]
z92(s) = Yy ! b= 0 (15.121)

y es la Ec. (15.121) Ia que puarda relacion inmediata con la Ee. (15119),
por 1o cual:

hoys () Iy {s) 1 0
§) = —— — -
22 V2 (S) I‘] fs} = 0 Vz (5’) 222 r(s} 5.122)
I, {s) Ii{s)=0

y si ademds se tiene en cuenta el valor de zg, {5/ dado por la Ec. (.15.106),
la Ec. (15.122) puede escribirse como:

Ay (s) 1 S
h — =
200 = e T s {15.123)

por otro lado:

Vits) |

by a8yt =
Vafs} |f: {s) =0

s 0 24)

y en los parimetros z({s) la condicién 1, s/ = 0 se muestran en I Beg
(15.120) y (15.121), pero no guardan refacion inmediata con la Ec. (15.124),
Pero si se dividen miembro a miembro las ecuaciones anteriormente Thencio-
niadas resulta: _ '

Zy2.(s) Vi fs)

- = h o
zapfs)  Vyfs) | nis=o lz_f” (15.125)

y si ademds se tienen en cuenta los valores de z,5(s) ¥ 242 (s) dados por las
Ecs. (15.104) y (15.106) la Ec. (15.125) puede escribirse como:

P12 (s} _ I (s}
Yiefst 22z (s)

Byy (s) = — (15.126)
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Si finalmente se considera:
Iy (s}
fy(s) fvats)=a

By fs) = (15.127)

y en los pardmetros y{s) la condicién V,{sj = 0 se muesiran en las Ecs.
{15.115) y (15.116); pero no guardan relacion inmediata con la Ec. {15.127),
Pero s se dividen miembro a miembro las ecuaciones amteriormente mencio-
nadas resulta:

yulis)  Iafs)

. = = h / 15128
Yl iy nfs LR

Vyfs)= 10

y si ademds se tienen en cuenta los valores de v, fs} e ¥4, s/ dados por las
Ecs. (15.110) y (15.112), 1a Ec. {15.128) puede cscribirse como:

Yaifs) _ zafs)

fy (8} = = 15.129
2 (Y Y11 (s 222 (8} ¢ )
d) Relacion entre [2(s)) y [k (5)]
Si se parte de la Ec. {15.121), resulta:
V.
rrafs) = 20 (15.121)

Ifs) | nrsp=o0

y en los pardinetros 4 (s/ la condicién F, {s/ = @ se da para los pardmetros
ya planieados en las siguientes ecuaciones:

_ a8
hyats) = 715 | 4= o (15".19)
Vyls)
b = —— 15.124
12 (S) V2 (S} 1'1 (8) = 0 ( )
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y es ta Ec. (15.119) la que guarda relacién inmediata con la Ec. (15.121),
por lo cual:

Vats) 0 _ 2 | S
fafs) | fuest=0  dafs) , Nz fs)
Vafs) 1) =0

z35(s) =

I —
hao {5}

722 fsf = (15,130)

E! procedimiento para hallar z,, (s} en funcién de los parimetros 7 (s}
difiere del empleado anteriormente, dado que estos Gltimos no contiepen la
condicidn f; 5/ = 0. En este caso es conveniente partir de las expresiones
que ligan a los pardmetros % (s/ con los z{sj, halladas en este parigrafo, in-
ciso ¢}, v que se réproducen:

By fs) = 21 (A5.118);  Kyq(s) 15.123)
3 = . H = o,
H 232 {8} 2218 232 (5} (
Zyy (5} 231 {8/
h = 15126); & =— = 5.129
1218/ 232 5] ( : ) z:lfsl 2o () (1 }.
reemplazando la Ec. (15.123) en la Ec, (15.118):
hygfsy = hnfsj hzisy .
Byy !
Azfs) = —— 5 _ 201 (5) 2aa(s) — 212(s) 2a5 (s) (15.131)
hap (s)

multiplicando entre si las Ecs. {15.126) y (15.129):

Zy3 (8} 29 (s)

h By fs) = —
1218} hz (s (o ()

—Z12(8) 231 (8} = hiafs) By (8} (2p2 ()Y (15.132)

si en la Ec. (15.132) se introduce la Ec. (15.123):

hys(s) hay(s)
2o fs) 2 fs) = —32l8 Pl C(15.133)
zy2 (8] 221 (s) a1/ (
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y reemplazardo las Ecs. (15.133) y {15123} en la Ec. (15.131} resulta:

My (s) i Rya (s} Ry (5)

——— = zyyfs) - 3

Chaafs) fiza (s} (has fs))
Iy -(ffl _ Mafs) haals) B fs) or Io cual:
hag (s has {3} (hgy fs))? P ‘

By (s) Raafs) — Ryafs) hy (s

C 2y {s} = Hos 73] y en consecuencia:
22
Ahfs
oz fs) = (5 {15.1349)
a3 fs)

Por otra parte si se relacionan las Ecs. (15.126) y {15.123) resulta:

g (s
2y5fs) = —2 (s (15.135)
haa (5]
Finalmente, relacionando las Ecs. (15.129) y (15.123) serd:
521 {s}
29 (5) =— 2 {15.136)
“ Bz (s i

e} Relacion entre [y ({s]] vy [h (5]

Las refaciones que lipan a los pardmetros A{s) con los yfs] fueron encon-
tradas en este paragrafo inciso ¢), y se reproducen a continvacion:

! _ Ayl
hyyfs) = — (15118); Ay, fs) = (15.123)
Y1 (8] : Yu (s} .
Chyafs) =— Y1afs) (15126);  hy, fs) = 22 fs) (15.129)

Yeafs) Yo (s
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De 1a Ec. (15.118) es evidente que:

: 1
SR (15.137)
Vi {3) P

pbr otro lado, si se relacionan ias Ecs. (15.118) y (15.126) resulta:

hiz (s}
8 =m— — 15.138
Yiafs) 7, (5] ( )
Si ademais se relacionan las Ees, (15.118) y (15.129) surge que:
by (5)
yuls) = (15.139)
hay fs) '

Para hallar y45 (¢) en funcion de los parimetros h{s) debe cambiarse el
procedimiento, debido a que dicha relacién no es mmediata. Vinculando las
Ecs. (15.123) y (15.118), serd:

hayz (3) _

Ay(s)= vy (s} yaafs) — yiafs) ya1 (s (15.140
1y (s}

§i por otro lado se muitiplican entre si las Ecs. (15.126) y (15.129) surge
que: ’
Pals) yais)

hials) hogfs) = —
1Y a8 a1 fs)Y

—y12(8} a1 (8) = higfs) hayfs) v1i (s - (15.141)

en base a la Ec. (15.118), la Ec¢. (15.141) resulta:

—¥12 {8} Y31 (s) = (s (s))z

(15.142)
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8i en Ia Ec. (15.140) se reémplazan las Ecs. {15.142) y (15.118) se llega
a '
' haa (s) 1 hya(s) b (5)
= Yoz fs) ¥
By (s hysfs) (hyy (s))

s (8] Raafs) — Rhysfs) Ry (s)

3’:2 {5} = b s por lo cual:
(5) = R0 (15.143)
5) = - .
72, hyy (s} : .

f) Relacién entre [y(s)] con [z(s)} : [¥(8)] v [k (N

En el parigrafo (15.4) se encontrd que:

. Vi (s} Vyfs)
= .144); B(s) = — 15.145
A m Vaisi I I'yfs)= 0 (15.144) s 28] V2 f’*J(‘-' ¢ )
I] ."sj .l']_ (S)
Cis) = —+ 15.146) ; D s} = ) 15.147
fs) Vast. l By fs)= o ( ) (s Iais) va r’sg =0 )

Si en primer lugar se buscan las equivalencias para A (s), los pardmetros de
z {s} que cumplen con la condicidén [y (s} = O son:

V, (s} Vs {s)
= 15.148) ; =
zy4 {5} 705 ’fz =0 ( )5 Zals) 7 ) ! sl o
(15.149)
Si se relacionan las Ecs. {15.148), (15.149) y (15.144) resulta:
24 {5) Vi {s)
= = 4 s
Zy {5/ Vafs) l Lfs)=0 fs) (15.150) ‘
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En 1a Ec. (15.150) se reemplazan las Ecs. (15.103) y (15.105) y surge
que: .
_ Yanafs)

Afls) =
o ity

(15.151)

Si en la Ec. (15.150) se reemplazan las Ecs. (15.134) y (15.136) resulta:

Ah(s)
Afs) = — —— 15.152
fs a1 (3) (15.152)

Con el chjeto de enconirar las equivalencias para 8 (s}, es conveniente plantear
los pardmetros de z {5/ que cumplen con la condicién V, {5} = O que son:

i i (.5') !2 f‘E)
{s) = _ (15.115} fs) = 15116 :
Y ) e ) on Vils) | vaim = ¢ s >
. Refacionando las Ecs. (15.145) y (15.116) surge que:
B(s) ! (15.153)
s) = — ) .
Yar (s

y si se reemplazan las Ecs, (15.112) ¥ (15.139) en la Ec. (15.153) resulta:

Az fy) _ By (s}
Za1 {8 ha (s}

Buscando las equjvaiencias para C(s) es oportuno plantear los parimetros
de z{s/ que cumplen con la condicion [, fs) = O que son los dados por las
Ecs. {15.148) y (15.149),

Relacionando las Ecs. (15.149) v {15.146) se verifica que:

Bfs) = (15.154)

C (s} = {15.155)

Zyy {5/

y s se reemplazan en la Ec. (15.155) las Eos. (15.105) y (15.136) se encuen-
tra que: .

Cfs) = =~ ——— = = 2l (15.156)
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Por altimo, para hailar las equivalencias respecto de D fs), de todos los
pardimetros que cumplen con la condicidn V¥, {s) = 0 es conveniente elegir,

; i .
hoay (8) = —— 15,127
21 f rig v =0 _ ( )

Refacionando las Ecs. (15.147) y (15.127) surge que:

i
Dy} = = ——— [5.157
f o rs) ( )

y si se reémplaza en la Ec. (1'5,157), la Ee. (15.129) resulta:

_Yuds) 20 ()
Yoy fs) 225 [s)

Dfs) = (15.158)

Por procedimientos simitares a los descriptos pueden encontrarse las rela-
cicnes faltantes entre los pardmetros correspondientes a las distintas matrices.
En Ia Fig. 15.18 s¢ muestran’ las equivalencias entre todos los pardmeiros.

15.11 Circuitos equivalentes del cuadripolo

15.11.1) Intraduccién: Antes de desatrollar este tema, es Importante des-
tacar que s0lo pueden ser estudiados en la forma expuesta los cuadripolos
lineales. En consecuencia, cuando se debe extender dicha teorfa a los circui-
tos con clementos alineales, es necesario reemplazar la caractecistica tensién-
corriente de éstos por caracteristicas segmento lineales, y a los elementos por
modelos circuitales linealizados. Estos modelos sélo valen para un entorno
limitado alrededor del punto de funciopamiento elegido, debiendo trabajarse
con incrementos de tensidn y corriente, por ko que se los llama “incrementa-
les”. Al comstruir los modelos circuitales equivalentes dei cuadripolo, ya sean -
incrementales o totales aparecen nuevos elementos de circuito que se conocen
en forma genérica como “generadores controlados”. Aunque esta designacidn
no es adecuada, pues en rigor se trata de elementos pasivos, se mantendrd
debido a que su uso estd muy extendide. Pueden definirse cuatio tipos
de generadores controlados: . '

3} AMPLIFICADOR 1DEAL DE TENSION: Es un dispositivo que impone
entre dos punios de un circuito una diferencia de potencial igual a A4,
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veces la tensidn existente entre otros dos puntos del mismo. Su simbolo es
el mostrado en la Fig. 15.19.a).

b} AMPLIFICADOR IDEAL DE CORRIENTE: Es un dispesitivo que impone
on una rama de un circuito una corriente igual a 4; weces la existente en
otra rama del mismo, El simbolo se muestra en la Fig. 15.19.b).

]

@ I Yag = Ay ¥op

B
A
€ %T e = A1 lco
B
. e ] izls}
A ‘ H ‘ . md—
- T i dealsl ]‘
Vap = I7.1 . ;
. 4g ° LTItk v, sl 312(3312[%}{@ @ng;ts}.llls] Yoiwh
B | |
. . A - o . - °
> - PFig.15.19 Fig. 15.20 |

¢) TRASFERIDOR IDEAL CONTROLADO POR CORRIENTE: Es un dis-
positive que impone entre dos puntos de un circuito una tensidn por
porcional a la corriente que circula por otra rama del mismo. El simbolo
es mostrado en la Fig. 15.19.¢).

d) TRASFERIDOR IDEAL CONTROLADO POR TENSION: Es un disposi-
tivo gue impone en una rama de un circuito uwna corriente proporcional a
la tensién entre otros dos puntos del mismo. En la Fig. 15.19.d). se mues-
tra el simbolo correspondiente,

Notese que en ripor los generadores controlados no son elementos de dos
 terminales, pues relacionan la tensidn o la corriente en un par de terminales
A vy B con la tensibn o la corriente en otro par de terminales C y D.

Se encontrardn a continuacion, algunos de los posibles circuitos equiva-
lentes para el cuadripolo con dos generadores controlados, o bien con uno.
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15.11.2) Circuitos eeiuivalentes con dos peneradores controlados: Copg;.
dérese en primer lugar las ecuaciones correspondientes a la familia de pardp,.
-tros impedmmcia ya halladas:

zyyfs) fofs) + zyp(8) Iyfs)

It

v (s)
(13 19)
Zay s} Iy(8) + zas(s) 5 {s)

V: {S}

Es evidente, que si se tiene en cuenta la segunda regla de Kirchhoff o)
modelo circuital idealizado que corresponde al sistema dado por la g
{15.19) es el que se ilustra en la Fig. 15.20. .

Si por ejemplo se analiza la ecuacion para la malla de entrada, es clyyg
que si el primer miembro tiene dimensiones de tension, el segundo tambigy
En particular el primer términc del segundo miembro representa lz tengan
entre extremos de uns impedancia z;, (s} por la que circulaz la cormiegte
Iy {s). El segundo ténmino representa al llamado trasferidor ideal de tensign
controlado por la corriente de salida. Por razonamiento andlogo se constiyye
la malla de salida. '

§i en segundo lugar s¢ consideran las ecuaciones correspondientes a ly fy.
milia de pardmetros admitancia, que se reproduce:

Iyfs) = yufs) Vifs) + yyfs) Vz(S)[
' {15,28)
Ls) = yuls) Vils) + yalsi Vats) |

teniendo en cuenta la primera regla de Kirchhoff y por razonamiento simjjay
2] realizado para la primera familia se lega al circuito equivalente mostrydg
en la Fig. 15.21. En este caso yy5(s) V,(s) es un trasferidor ideal de .
rriente controlado por la tensidn de salida, ¢ yy, f5) ¥, {5) un trasferiqyr
ideal de corriente controlado por la tensién de entrada.

hsh Tain
—y G
o — ' )
T .
L

vyled, gtz““’z“’l %J}l}aﬂ”-“[s} Vi (8}

Yy ’ Yoals)
o : ¢ —

Fig. 15.2}
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Considérese, en tercer lugar, las ecuaciones correspondienies a la familia de
pardmetros hibridos, que se reproduce:

V fs) = hyyfs) Iyfs} + hyyfs) Vi (S} -
(1533)
Iyis) = hoy(s) Iy (s) + haafs) Vy(s)

y por procedimiento Similar al realizade anteriormente se llege al circuito
equivalente ilustrado en Ja Fig. 15.22. En este caso Ky {5/ V() es un am-
plificador ideal de tensidn controlade por la tensién de salida y hyy (s) 1y (s)
un amplificador ideal de corriente conirolado por la corriente de entrada.

1yis) _ . 1)
e o
vis) F\;zm.vamI lhz,m. Ihted vyls)
'lag(s!
G )
Fig. 15.22

Por dltima, se tendran en cuenta las ecuaciones correspondientes a la fami.
liza de purdmetros g{s/, que se reproduce:

I1(s) = gy (8) Vifs) + 21208} Ip(s) I )
(15.47

Vals) = gas(5) Vi(s) + gaals) 1ol |

que por razonamiento anglogo se arriba al circuito equivalente mostrado en la
Fig. 15.23. En la misma g, {5} I, {s) es un amplificador ideal de corriente

—
iy geotn | 42
o ) [} o
LI
viis} 3]2{sl_lgtsll@ Iazltsl,\i'{s)l ) Vg ish
Gy tss : '
Fig. 1523
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controlado per la corriente de salida y 2,4/%) ¥, (s/ un amplificador ideal
de tensidn controlado por la tensién de entrada.

No se describe el circuito equivalente para la familia coreespondiente a los
pardmelros brasmision pues no es pormalmente empleado,

Es oportuns shora ampliar lo referente a los generadorzs controlados.
Como se desprende del andlisis anterior, dichos elementos imponen una co-
rriente 0 una tensidn en una parte del circuito, siendo la variable impuests
controlada o dependiente de la corniente o la tension en otra parte del esque-
ma eléctrico. Se emplearon los mismos simbolos que para los generadores de
tensién y corriente, pero sombreados en su interior para diferenciarlos de
aquéllos. Se insiste en que la denominacion de generadores controlados no es
adecuads dadoe gue en realidad es un dispositive de tres o cuatro terminales y
no de dos como lo indica su simbole, Por otra parte, su impedancia interna
puede no resultar nula o infinita como en el caso de los generadores ideales
de tensidbn ¢ cotriente estudiados hasta el presente, Hamados también gene-
radores  independientes. Finalmente, si s aplican las definiciones de
circuitos pasives propuestas en el Cap. 1, se observa que estos elementos son
en realided pasivos, por lo cual resultz inadecuada Ia denominacién de activos
que en la literatura técnica se le asigna a los circuitos que incluyen este tipo
de elementos. Por ejemplo, al realizar el modelo circuita]l idealizado de un
amplificador transistorizado, aparecen estos generadortes controlados, y de alli
que ingorrectamente se los denomine activos, dado que en realidad los ele-
mentos activos que poseen dichos crrcultos son la excitacidn y eventualmente,
1a fuente de alimentacion.

15.11.3) Circuitos equivalentes con un trasferidor ideal: Los circuitos
equivalentes con un selo trasferidor ideal pueden obtenerse efectuando com-
binaciones lineales entre las ecuvaciones de una familia de parametros. Los dos
circuitos tipicos son el ““Ty el 1"

Circuito equivaiente " T -

Teniendo en cuenta las ecuaciones correspondientes & la familia de pard-
metros impedancia ya hallada v que se reproduce:

Vifs) = 2y (s} Iy (s) ¥ zy2(8) f5(s)
: (15.19)
Vals) = za1(s) Iy (s) v zag(3) Iy(x)
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nada se alterard sl en la ecuacién correspondiente 2 V¥ {s) s¢ le suma y resta
zy 3} I, I3/ y en la correspondiente a ¥, /s/ se le suma y resta z,, f5) (J, £
fs)+ I, (s5)) resaltando en consecuencia: -

Vifs) = 2y () Ty fs)+ 242 fs)ia (s} + cyafs)]i(s) =244 () 1 (8}

Valsh =29y (8)dy (8)+ 225 (8) Lo 3] ¥ 20405} (I {5 L fs)) =

— 22{s) Uy {s) + 1 {2))
agrupando convenientemente:

Viofs)= (2 f3) =z fs)) Lifs) Y zyafs) (5] + 1o (5))
(15.1 59)
Vo fs) = (zay (8] = 2ya (s} (s (2oa (8) — 200 ()Y Lo (5) + |

+ 2128/, (s + 1,(s))

teniendo en cuenta la sepunda regla de Kirchhoff, el modelo circuital ideali-
zado que corresponde al sistema dado por la Ec. (15.159) es el que se ilusira
en la Fig. 15.24. En la misma (z,;, (8} - 2,3 (5/) 11 (s} ¢5 un trasferidor ideal
de fensidn confrolado pov la corsiente de eotrada. MNdtese que sz, {3 =
Zy (s}, se anula Ja tensidn del trasferidor y s6lo quedan tres impedancias,
resultando explicitado el caricter pasive y bilateral del cuadripolo, el que
satisface el teotema de reciprocidad. Obsérvese que sin embargo, en la Fig.
1520 siguen existiendo dos trasferidores ideales. Esto muestra que la presencia
de “‘generadotes” controlados no implica que el cuadripolo sea active. En
efecto, el desarrollo de este capitulo es aplicado sdlo a les cuadripolos lineales
y pasivos, pudiendo incluir generadores controlados pero no generadores
independientgs,

NI T aa- fjzin Jeal®)=Jialn 4,|3_.'-2
o L . | o | ()
L T

fi{ad +igla) gmr,}.;‘eunquj !

AT ¥y sl
: Jut 2 i

O— )

Fig. 15.24
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Circuito equivalente 11"
Se parte de las ecuaciones correspondientes a la familia de pardmetros admi-
tancia va hallada:

Lofs) = pas(8) Viis) + yaafs) Vafs)

(15.26)

[l

Iafsh = Yoy 0s) Vifs) ¥ yas(s) Vais/

nadz se altera si en la ecuacidn comrespondiente a !y {3} se¢ le suma y resta
¥z {5} Wy {s} ¥y en la correspondiente a ', f5) se le suma y resta vy, {5
(¥, fs} - V, {s}) resuliando en consecuencia:

Lis)=va ) Vofs) v yoafs) Vaflst+ yiafs) Vifs)— 5 ts) Vi ls)

Sa (s} =0 (s} Vi (s) + yaa (s) Vo fs) + yyals) UV fs) —Vifs)y —
“Ya (8 (V) (s Vo s}

agrupando convenientemerite:

Lois) =Wy sy sDVifs)t y o (s){Vyfs)— V, (s))

Iofs) = (a8l =y (SN Vils) ¥ (e (5)+ prafsyVafs) + (15.160)

+ (s} (Vy(s) = Vafs})

considerande ahora la primera regla de Kirchhoff, e modelo circuital ideali-
zado que corresponde al sistema dado por la Ec. (15 160} es el que se mues-
tra en la Fig. 1525, En la misma (v, (s} — vy (s)} V) (s} es un trasferidor,
ideal de corriente contrelade por la tension de entrada, que se anuia si los pa-
rimetros de trasferencia son’iguales, esto es, si el cuadripolo satisface el teorema
de reciprocidad . :

nitey ! (a : 21s)
AR iz o

o - g 1
1 T Nem—

_l L:J"[’.”E'IZ“] ?Mish‘?,zul |
Wikl J |
1 Ypisds Jppltives

& |

i e ! Fig. 15.25
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15.12 Equivalencia de cuadripolos

* Se dice que dos cuadripolos son equivalentes cugndo las matrices caracte-
risticas de ung cierta familia de pardmeivos, tienen el mismo valor para ambos
ctadripolas. ‘

Nétese que aqui la definicidn es mds amplia que pare la equivalencia de
dipolos, que come poseen un solo par de terminales, basta sélo con la igualdad
de un pardimetro,

En particular, es objeto de este parigrafo calcular las impedancias de un
citenito T" y de un circuito “II” equivalentes a un cuadripolo dado en funcién
de los pardmetros medibles fisicamente en los tenminales de entrada y salida,

Dado un cuadripolo, como se ilustrz en Ia Fig, 1526, es sabido que en jos
terminales de entrada pueden medirse;

sy LY ity = 2L :
zy (8) = —— ; = ——= S
H Iifs) | =0 H Yifs) | Vatss=0
- -
hyfs) = Vats)
s} {vasi=o
y en los terminales de salida:

20n (5] = Va (s . ) = fa(s)
4 L)V hey=0 e Vafs) | vitsy=0

I (s}
Vofs) 1 niisi=0

figz (5} =

fisl lats)

ey i
{ el i)

vyla) [V?{al
g ST L ]

Fig. 15.26
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En base a o expresado anteriormente y eligiendo a tres parmetros se pro-
cede a:

a) Céleulo de las impedancias del circuito equivalente “T"

Para ¢l cuadripolo equivalente en T mostrado en la Fig. 15,27, por simple
inspeccion resulta:

20,08 = Z,(s) + Z4(s} {15.161)
Zals)  Zsfs)

hyyfs) = Z;_ (s} + 2,05 + Zafs) (15.162)
222(s) = Zafs) + Zy{s) | (15.163)
Fig. 15.27
de las Ecs. {15.161} y (15.163} se deduce que:
Zyls) = zq4(s) ~ Z3(s) ‘ (15.164)
Zylsh = 233 (s — Z, (s} . (15.165%)

reemplazando las Ecs. (15164} v (15.165) en Ja Be. (15.162) se tiene que:

Zy{s) (zaa(s)— 2, (s1)
Zyfsht z4y(8)—Z, (s)

Ry (s = (20 (s)— 2, (s)) +

operando con la expresidén anterior:

[hrsfs) — (2 fs]) = Z(8))) 292 () = Zy{s) 235 (8) — Zzz (s
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efectuando ¢l producto indicado y simplificando:

Miifs) 2a208) — 241 (s} zpa (s} =— 2% {s) ..

Zals) = V23 (5) @11 (5) = Iy (5)) (15.166)

reemplazando 1a Ec. {15.166) en las Ecs. (15.164) y {15.165), resutta:

Zy(s) = 2y, (s} — \/Zzzfs)' (Zyi s} — hyy (3)) (15.167)

Z3t9) = 22 f8) = N zgafs) @uafs) = hay () (15.168)

Las Ecs. (15.166), (15167) y {15.168) permiten calcular las impedancias
. de un circulto T equivalente 2 un cuadripole dado en funcidn.de pardmetros
medibles fisicamente,

b) Cilculo de las impedancias del cirenito equivalente n .

Para el cuadripelo equivalente en Il ilustrado en la Fig. 15.28, por simple
inspeccidn resulta:

!I‘_‘L Zglsl (jﬁ
— TS
) ’ Zalsd
AT Zets) Yois)
O . s
v
Fig. 15.28 -
Zyfs) (Zgls) + Zels)) | (15.169)

=TI Zals) + 2o (s
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}:“ (S‘} = ZA (3) Zs (3}
Zafs)-+ Zg (s}

(15.170%

Zofs)  (Zafsh + Zyfs))
Lyfs) + Zpfs) + Zo (SJ_

I (8} = {15171

Qperande con las ecuaciones anteriores se demuestra que:

} 5 (s
Zofs) = L9 (15.172)

V 232 (s} (21 fs) — by, (5))
| hofs) o108

i

Z,(s)

_ (15.173)
232(8) =N 235 fs) (2yy (5]~ Aoy 13)) :

Ryls) 2z (sl _
2 ls) =N 23 fs) Ty fs) — ) (s))

. Zp(s)

(15.174)

Tas Ecs. (15.172), (15.173) y (15.174) permiten calcular ias impedancias
de un circuitc r equivalente 3 un cuadripolo dado ¢en fun-:mn de parimetros
medibles fisicamente,

Es de hacer notar, que para las dos equivalencias analizadas, matemdtica-
mente siempre es posible su realizacion, pero a veces puede resultar fisicamente
irrealizable el equivalente debido a la aparicion de resistencias negativas, como
ya s vic para la trasformacion estrella iridnpulo en el Cap. 14, problema
14.11.7). .

Por otra parte, como se desprende de la definicién de equivalencia de cua-
dripolos enunciada al principio de este pardgrafo, los dos circuitos equwa.lentes
hallados serdn iguales entre si cuando por gjemplo:

(z6s)1r= [z{s))n o bien [y{s/)y = {p(s)1n

y si se aplican estas igualdades matriciales para los circuitos "T y “a” se ob-
tienen las formulas de trasformacion estrella-tridngule, también conocidas como
formulas de trasformacion de Kennelly analizadas en el Cap, 14, parigrafo
149.
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15.13 Impedancias de entrada vy salida en condiciones

normales de functonamiento

A presente, s¢ han calculado las impedancias de entrada y salida de un
cuadripolo en condiciones limites, es decir con un par de terminales a cir-
‘cuito abierto © bien cortocircuifados. Pero es de hacer notar que los cuadii-
polos se encuentran normalmente conectados como se indica en la Fig. 15.29.
En la misma Vg (s y Z,{s} representan en conjunto a un generador real de
tensién, v Zo 8/ a una impedancia de carga. Este caso tipico se presenta en
electronica al estudiar, por ejernplo, a {os circuitos amplificadores.

nist iais)
—

Fig. 1529

ay Cdicule de la expresion- de la impedancia de entrads Z, (3}

la impedancia de entrada al cuadripolo es el cociente entre los valores de
tensién y corriente en los terminales de entrada del mismo, o sea de la im-
pedancia que presenta al generador real de tensidn. La misma puede encon-
trarse a partir de !as ecuaciones correspondientes a la familia de pardmetros
trasmisién ya haflada que se reproduce:

Vils) = Als) Vafs) + Bfs) I'y(s)

(15.40)
fifs) = Cs) Vy(s) + D{s} Iy (s/
efectuando el cociente entre ambas ecuaciones ecuaciones se ve que:
4 A 4 + Bi{s) I :
Wi is) — 7 (s = fs) Va (sl If&" ’2(5) (15.175)
1y (s) Cfs) Vafs} + Dfs) afs)

dividiendo numerador v denominador de la Ec. (15.175) por 7' (s_} y tenien-

Vols) :
do en cuenta que ——— = Zo (3] resulta:

Iy (s}
Zits) = Als] Zcfs) + B(s) ' (15.176)

Cis}) Zefs) + D{s)
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La Ec. {15,176) permite calcular el valor de la impedancia de entrada al
cuadripolo en funcién de los pardmetros trasmitién. En la misma se observa
como se refleja la impedancia de carga sobre los bornes de entrada del cua-
dripalo. )

b) Céleulo de la expresion de la fmpedanéfa de salidg Zg (s)

La impedancia de salida del cuadripolo resulta del cociente entre jos va.
lores de tensidn y corriente en los temminales de salida del mismo, con el
generador excitador conectado a la entrada desactivado, o sea la impedancia
gue presenta el cuadripolo a Ia carga. La misma punede hallarse a partir de Ia
Ec. {15.40) expresada en forma matricial, ya hallada y que se reproduce:

Veis) oofAts B} Vs ()] (1541)
Iy (s} Cis) Dsiy {ais)
despejando de la Ec. (15.41) ¥y (s/ e Fy (gt
Vifs) B(s}l
v m= Iy (s} Dis}| Vifs) D{s) — 1,(s) Bfs} (15.177)
2 4 ts) Bis)] A (s} Dis) — C (s) Bls)
Cis) D{s)
Afs) ¥y (s}(
I'zr's)=C(S} I {3):-"1(3) Iy (s) — Cfs) Vi (s} (15.178)
' A (s) Bis} 1 Afs) D (s} — Cis} D{s]
Cs) D{s)
Vs fs) Vals)
é ie: £ = = — —
dado que: Zg{s) I () 7 5]
efectuando el cociente entre las Ecs. (15.177) y (15.178) $¢ tiene:
14 Dis) —~ 1 B '
Zofs) =— DO LB B (Y (15.179)

Afs) Iy{s] — C (s} Vyfs)
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dividiendo numerador y denominador de la Ec. (15.179) por {y (s}, operando,

Vi s} :
v teniendo en cuenta que, — —l—(- = 7y {s/. cuando el generador Vg ha sido

1y (s

desactivado, resukta:

Dis) Zg (s} + Bys}
Zg(s) = = (15.180)
Cfs) Zgls) + Afs)

La Ee (15.180) permite calcular el valor de Ia impedancia de salida del
cuadripolo en funcién de los pardmetros trasmision. Obsérvese en la misma ef
reflejo de la impedancia del generador sobre los bornes de salida dei cuadri-
polo. '

15.14 Impedancias iterativas, imagen vy caracteristica

a) Impedasicia iterativa

La impedancia iterativa .de un cuadripolo es la fmpedancia que, conectada
en un par de terminales, produce una impedancia igual en el otro par.

Mas especificamente, se denomina Impedancia fterativa de entrada, o en el
sentido progresive de la sefial, Z;, /s) al valor de impedancia que debe conec-
tarse en los terminales de salida, Zo s/, para que se refleje en los terminales
de entrada, Ze {5}, ese mismo valor de impedancia, es decir:

Zefs) = Ziy(s) = Ze(s) S (15.181)

Con el objeto de encontrar la expresién de esta impedancia se reemplaza
la condicion dada por la Ec (15.181) en la Ec. (15.178), resultando:

A(s) Ziy(s] + B{s)
C{s) Zix(s) + Dfs)

Ziy fs) =

por lo cual:

Cts) Zh(s) + Dis) Ziy(s) — A(s) Ziy(s] — B{fs) = 0

73 () +

Afsi — D{s) [A(s} -—D(s})z B{s)
Zi S L A -_ 7 + —= .
s/ 2C/s) \/ 2C(s) Cis) (15.182)

——— Zey (s) — ? = { en consecuencia,
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Por otro lado, se denoming impedancia iterativa de salida, o en el sentido
regresivo de la seital, Z;, fs/, sl valor de impedancia que debe conectarse enm
los terminales de entrada, Zg {s}, para que se refleje en los terminales de sa-
hda, Zg {5/, ese mismo valor de impedancia, es decir:

Zg (s} = Zig (s} = Zg(s) (15.183)

Con el propdsito de hallar 1a expresion de esta impedancia se reemplaza la
condicion dada por ta Ee. (15.183) en Ia Ec. (15.180), resultando:

Dis) Zin(s) + Bis}
Cis) Zizlsi + Als)

Ziz s} =

y despejundo ;4 5/ surge que:

Dis) — Als) | /(D(s;uA(sz L B

2 C(s) 2 Cfy) cry U1

Ziz(s) =

De las Ecs. (15.182) y (15.184) se desprende que las impedancias iterativas
dependen s6lo de los pardmetros del cuadripolo. _

b) Impedancia imagen

Se denominan impedancias imdgenes Zyy (s) y Zyy (s} a dos valores de im-
pedancias tales que si en extremo ! se cargn con 7y (s} la impedancia de
entrada en el extremo 2 es Zy, (s} mieniras que si en el extremo 2 se carg
con Zypg (8) la impedancia de entrada en el extremo 1 es Zy (s).

Aplicando fa definicion a las Ecs. (15.176} y (15.180), resulta:
A(s) Ziy(s) + Bfs)
Cls) Zpafs) + Dfs)
D{s)*Zri (s) + B(s)
Clsl Zry(s) + Afs)

operando <on las dos ecuaciones anteriores resulta;

VATRE)]

it

y

Zyals) =

1

Cls) Zyy (s} Zia(s) + D{fs) Zy, (s) - Afs) Zyy (s) — Bfs) = 0
(15.185)

Cls) Zpy(s) Zip(s) + Afs) Zra (s} — Dfs) Z (s) — B(s) = O
{15.186)



Teoria de los cuadripolos 467
vestando miembro a miembro tas Bcs, (15.185) y (15.186)

Dys) Zy\(s)—~A(s) Ziy (s} ~ Afs} Zya(s) + Dfs) Zy (s} = 0 ..

Zryfs) = 4 Zrqy fs) (15.187)
D {s)

3i ahora se suman las Ecs. (15.185) y (15.186) vemos que:

20(s) Zry (8} Zrafs) — 2B(s) = 0
B (s
C {5}

Zi{s) Zrafs) = (15.188)

reemplazando la Ec. (15.187) en la Ec. (15.188) y operando: .

 [Bly Dy
Zia (S}.—- M | (15.189) |

despejando Zr 3/ de la Ec. {15.187), reemplazéndola en la Eec. (15.188) v

operando, resulia:
B Afs}
zZ = [/ —
n s} D) Cls) (15.190)

Las Ecs. (15.189) vy (15.190) indican que las impedancias imigenes de-
penden solo de los pardmetros del cuadripolo.

c¢) Impedancia caracteristica

Es de prictica normal conectar varios cuadripolos en cascada y con el ob-
jeto de lograr la mixima trasferencia de energla se impone la ignalacidn de
impedancias entre la salida de umo v la entrada de otro. Generalmente, los
tipos de cuadripolos que se emplean son, ademds de lineales y pasivos, bils-
terales y simétricos, lo que se traduce, segin se ve a continuacidn, en ja apa-
ricién de un nugvo concepto.
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De acuerdo a la Ec. (15.41), ¢l determinante de la matriz trasmisién es:

Als) Bs)

= Afs) D{s) — Bfs} Cfs} o {15.19D)
Cfs) Bs) .

expresando los pardmetros trasmision en funcidn de los parimetros impedan-
cia segin las Ecs. (15.150}, (15.154); (15.155) v (15.158) resulta que:
z11 (8) zaals)

Ay D) —Bis) Cs) =
I ’ Zq {8/ 2o {5/

21148) 222 (8) — 23 (s} 294 (5} 1
Zgy 5/ Zy (5)

y operando con la expresidn anterior surge:

vl = _‘Z‘_@% B (15.192)
21

De la Ec. (15.192) se desprende que al ser el cuadripolo pasivo y bilateral
y por le tanto cumplirse que z,, (s) = z,y {5} serd [yfs)} = 1. '

Por otra parte, $i ademds es simétrico también se cumple que
zy1(s) = z32(s), v segin lag Ecs. (15.150) y (15.188) se cumplird que
Afs) = Dfsh. Y si bajo estas imposiciones se revisan las Ecs. (15.182),
{15.184), (15.189) y (15.190) se observa que todas adoptan el misro valor.

Por o tanto, si el cuadripolo es pasivo, bilateral y simétrico las impedan-
cigs iterativas ¢ imdgenes son iguales y reciben la denominacion especigl de
impedancia caracteristica Zy (3]

En virtud de lo anteriormente expresado su valor serd:

Zo(s) = Zofs) = Zg(s] = Zofs) = Zy(s) = Z;i(s) = Zfs)= 515/
- Crs)

{15.193)

Notese que el resultado obtenido no es el mismo gue el encontrado en el
Cap. 14, parigrafo 14.7, y sblo coinciden en el caso que la impedancia carac-
teristica sea resistiva pura. ' '

La Ec, {15.193) da la forma de cdleulo de la impedancia caracteristica en
fupcién de los pardmetros trasmision.

Es wil, también disponer de una expresién de cilculo para Z4{s} en fun-
cién de los pardmetros medibles desde los terminales del cuadripolo. Con el
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objeto de encontirar dicha expresidn, se parte considerando Ia Ec. (lS 176} que
se reproduce:
Af(s) Zo(s) + Bfs)

Zefs) = i) Z Ay b Dl (15.176)

Si en la Ec. (15.176) se hace Z. {5/ = O sc halla la impedancia de entrada
con la salida en cortocircuito, que se denomina Zg.. (s}, ¥ teniendo en cuenta
la Ec. {15.29) resulta:

B
Zope (5) = 3% = hy (s} 5 Bfs) = hyy(s) D{s)  (15.194)

Ademis, si en la Ec. (15.176) se hace que Z, (5} »s, s¢ halla la impedan-
cia de entrada con la salida a cireuito abierio, que se denomina Z.., (5], ¥ te-
niendo en cuenta la-Ec.{15.15) resulta:

4(s) A
Lecafs) = crs) = Z11(5) . C'fs) = s (15.195)

reemplazando las Ees. (15.194) y (15.195) en la Ec. {15,193}, y teniendo en
cuenta que A4 (s} =D (s} para el caso en andlisis se encuentra que:

Zots) = N Ry zu(s) ©(15.196)

La Ec. (15.196) da k forma de céleulo de la impedancia caracteristica en
funcién de parimetros medibles directamente en los terminales de entrada.

15.15 Constantes de propagacién, atennacion y fase

Es muy comin ¢ electronica, y mis especificamente en sistemas telefonicos
conectar cuadripolos en cascada que resultan ser pasivos y simétricos. El cir-
cuto de la Fig. 1529 puede pensarse como wna equivalencia del sistema en
cuestion, En estos casos interesa frecuentemente determinar la trasferencia m-
versa de teasiones es decir:

vy (s) : '
Ay (s} = ~—— 5.1
] v (o) ¢! 97_)
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Si se reemplaza V, (s} en funcidén de los pardmetros trasmisién segin la
Ec. (15.40), la Ec. (15.197) toma el aspecto:

-+ ! I
Ay fs) = Afs} Vyis) Bis) I'y{s} = Afs) + B(s) 2 (8}

Vz {S} Vg r?}

(15.198)

S .
pero 88!1 la Fig. 15.29 se cumple que ?2—{-5-—*-“ Z.{sj por lo cual lz Ec.
{15.198) serd: 2

B
Ayfs) = Afs) = ——= (15.199)

y en el caso de considerar al cuadripolo pasive bilateral y simétrico, como se
menciond 2 prncipios de este parigrafe, se cumple que Z.(s) =Z, (s}, en -
consecuencia la trasmitancia dada per Ja Ec. (15.199) e

8 fs)

Av(s) = Afs] +
’ VANEY

(15.200)

reemplazando en la Ee. {15.200) el valor de Zy {3} dado por la Ec. (15.193),
resuita:

Ayfs) = A(s) + B{fs) C(s) (15.201)

Segin se analizé en el parigrafo 15,14, incise c), al ser el cuadripolo pa-
givo v bilateral se cumple que:

Afs) Disj — Bis) Cf5) = 1 (15.202)
y por ser simétrico 4 (s} = D fs) (15.203)

Reemplazando la Ec. (15.203) en la Ec (15.202) y operando se flega a
que: .

VBs)Cls) = Natis) -1 (15.204) -
ecuacion esta Gltima que reemplazada en la Ec. (15.201) hace que:

Aufs) = Afs) + A (s)—1 {15.205)
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ia Ec. (15.205) indica que la trasferencia inversa de tensiones en condicio-
nes noxmales de funcionamiento parz un cuadripolo pasivo bilateral y simétri-
¢o terminado en suw impedancia caracteristica es solo funcién de la fras-
mitancia inversa de tensiones con la salida a circuito abierto para los incre-
mentos de sefial. Esta propiedad es muy 0til para su aplicacion en el disefio
de filtros. A parfir de la Ec. (15.205) pueden derivarse algunas relacicnes que
se emplean en lu aplicacion mencionada, no tratada en este bibra, pero que
sin embargo se presentarin a modo de introduccion. Para su aplicacion a fil-
tros mteresa trabajar en régimen senoidal permanente, por lo que se pasard
del dominio s al § w.

Generalmente, la 4, = Ay ffw} es un nimero complejo, que naturat
mente depende de la configuracidn circuital, ¥ que puede expresarse arbitra-
riamente como:

A, = e (15.2006)
donde ¥ es un niimero complejo.

Y=o+ jf - (15.207)

de la cual @ y B son nimeros reales. En base a la Ec. (15.207), la Ec.
(15.206) puede escribirse como:

Ay = el HIB = g% lf (15.208)
Si s¢ relacionan convenientemente las Ecs. (15.205) v (15.208) .resultan:.
A=A+ VI~ =¢® el® (15.209)-
que desdoblada en modulo ¥ argumento serd:

= A+ VI -1l a=n A+ VAT T |
(15.210)
Jm (A + VAT—-1)

B = arcty — =
R (4 +/A4-1)

a 5.21 1)

Es evidente que o solamente afecta al médulo de fa trasferencia de tensio-
nes, por lo que se [a denomina constante de atenuacion. Si « es negativo
cuanto mayor es su valor mas grande serd la atenvacion, es decir que mayor
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es la pérdida de sehal em el cuadripolo. La constante & sélo puede ser nula
en algunas redes puramente reactivas que se estudian en el disefio de filtros.

Por otra parte, § afecta sclamente a la fase de la trasferencia de tensidn,
por lo que se la denomina constante de fase, Cudnto mayor es § mds grande
es el desfasaje entre las seitales de entrada y salida. Naturalmente, que §
puede ser nula si el cuadripolo se comporta come resistivo puro.

yreeibe el nombre de constante de propagacion. Esta constante, que
sirnplifica las ecuaciones puede calcularse a partic de un parimetro trasmision.
Es sabide, de las funciones hiperbélicas gue:

A, = &Y = coshy + senhy (15.212)

ademds: coshty + senhy = 1

senty = N cosh®y — | {15.213)

Reemplazande Ja Ec. (15.213) en fa Fc. (15.212) y relacionando esta il-
tima con la Ec. (15.209) se encuentra que:

A+ AP =1 = coshy v Soosky—1 ..
coshy = A ' (15.214)

Puede derivarse otra forma mas til para el cdlculo de 7y si se recuerda
que:
senh
cosh 'y

relacionando adecuadamente esta Qltima expresion con las Ees. (15.212),
(15.214) v (15.205) serd:

A2—1
CtEhy =—\/“—‘:-“-—
: A

y reemplazando esta Gltima por lz Ec. (15.204) édaptada a este andlisis re-
sulta: '
VECT
tghy = T (15.213)
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Y
Puesic que fghy = , comparando las Fes. (15.215) y (15.214) se
obtiene: coshy : :

senhy = JEC (15.216)

va que ..para el caso en estudio A = D y si se reemplazan en la Ec. (15.215)
las relaciones obtenidas en las Ecs. (15.194) y (15.195} seri: :

B .
yhy = /~r5“ (15.217)

it

Obviamente, la Ec. (15.217) se aplica a cuadripologs que terminan en su
impedancia caracteristica, y es comin empleara en ¢l disefio de filtros.

Es de hacer notar, que la Ec. {15.200) se planted para una trasferencia de
tensiones, pero si en los terminales de entrada v salida existe la misma im-
pedancia 7. deberd cumplirse también que:

s

A = = g7 - (15.218)

=~

2

Es. claro, que a través de lo expuesto se desprende que tanto ¥ como sus
componentes son nlmeros carentés de dimensién, pero existen nombres que
s¢ atribuyen a las unidades en que se miden. Dado que § se definié como
una diferencia de fase, su unidad serd el grado o radidn segin corresponda.

El nombre de la unidad de a es el neper. Téngase en cuenta que segin la
Ec. {15.210}, es el logarittno natural del mobdulo de la trasferencia en estudio,
que puede expresarse ¢omo sigue:

— — vV {
=w@|d + VAT —1l=1 — = tn
: Vs, I
por lo cual la atenuacion puede medirse como un dado nimero de neper. La

atenuacién se mide mas corrientemente en decibeles, que en el caso de cum-
plirse la Ec. (15.193) puede expresarse como:

P‘i V] 2 Vl I‘]
dB= 10fog — = 10lpg | — =2Qlog — =Wleg —
Py Va Va Iy

Finalmente cabe destacar, que a través de todo lo expuestc en este capf—
tuio, los dos primeros tipos de problemas mencionados en el pamgrafo 15. 5
han side bdsicamente ya considerados,
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En realidad, el tercer problema planteado que es el de la inserccion no se
considerd especificamente, ¥ es conveniente hacer una mencidn sobre el mis-
mo. Si en el circuito de Ia Fig. 15.29 antes de insertar el cuadripolo, sobre la

carga se tienen I'y; ¥, v Pg, v luego de la insercidn del cuadripolo I';; Vg y
P4, las pérdidas por insercidn pueden expresarse cormo:

P V * I’
dB = 10log = =20 log ~~ = 20!0g—,£
Pz V2 . ‘Iz

Estas pérdidas por insercion pueden determinamse en base a cualquiera de
las familias de pardmetros estudiadas, dependiendo en definitiva la eleccién
del caso especifico a tratar

Notese que 2l problema de la trasmisién relaciona a tension de salida y
entrada, suponiendo .que la primera de ellas se mantiene constante. El proble-
ma de la insercion tiene en cuenta la caida de tensidn que se produce en la
impedancia del generador luego de insertado el cuadripolo, y es obvic que
dickos problemas son e¢ocincidentes si dicha impedancia del generador es nula.
También coinciden si al insertar el cuadripolo no cambiz la corsiente por la

. impedancia del generador lo que ocurre cuando se cumrnle b relaciin doda
‘por 1a Ec. (15.193).

15.16 Problemss resueltos

15.16.1} Para el cuadripolo ilustrado en la Fig. 15.30 calcular z,4 & ¥,
por simple inspeccidn.

Solucion: .
Ty =2+ Z3= (40— 10} Q
Yoy = ! = {266 f -?
J’zz——_—ﬁ':‘*‘“z‘z—-ﬁ( 6 —J66) 1077 U
3 Zl + Z=‘2 . .
7 7,
Fera— _ G _
_ Ty 180-1200 00
3 Zaefzo4 100
Fazt20411010
ot ! o
Fig. 15.30
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15.16.2) Hallar las matrices trasmisidon de los cuadripolos mostrados en la
Fig. 15.31.a) y b), por aplicacién de las definiciones de los parametros.

o [ BT b ] sl
rosmnd N o, WORUN S S o v o
Zais)
“lwqled ‘ Yals) Vyls] zgial Wplsh
(e [0 o >
b @ e I ®
Fig. 15.31
Solucion:
Cuadripolo a)
4 {s] :
= dadoque V,{s)= V¥, (s} .
Afs) ot | =0 que V, 2
Afs) =
Vi {3} : ¥y fs)
Bfsi= —— - pusstoque I3 =
&=t | vaw=o e e Z4fs)
Bfs) = Zafs)
[l (S} .
= : ro I'sfs) = Q0 =1I,{s) .
C{s) Vars) | rais=o e 2 1
C(s) = |
Iyf{s) , .
= como Iy (s) = I’y (s) .
Ds) I (s) I Vs fs) = 0 ' 2
Dis} = en comnsecuencia:

e

(15.219)
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Cuadripoio b)

- o
Afs) Vats | ra = o como ¥y fs) 5 (5]
Afs) =1
v
Bfs) = 1 fs) si Vyfs) = 0=V, (s) -
s (s) Vafs) =0 L
Bis) =0
cry = 1l como 1, fs) = 2
C Vads) f agsy =0 Zy (s)
Cfs} : |
o= —
: Zg.(s)
D) = 411 vo 1, (s) = U'yfs) :
Iyfs) | vars) =0 pere At A

Dfs}) = | en consecuencia

g 1 0
[ ¥sfs/] =l . l (15.220)

-]
Zi(s)

15.16.3) Hallar la matriz trasmision del cuadripolo ilustrado en la Fig.

15.32 por asociacién de cuadripolos en base a los resultados encontrados en .
el problema 15.16.2.

o g |I F > L
Zgpia)
Ziie) . Zals
s * * o o]

Fig. 15.32  Fig.1533
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"Bl cuadripolo temado como dato puede consiruirse a partir de la ssecia
citn en cascada de tres cuadripolos como se muestra en la Fig. 15.33. Dichos
cuadripolos s¢ han individualizado con 1), B} v ¢) respectivamente. Relacio-
nando adecuadamente jos resultados de las Ees. (15.219) y (15.220), y adap-
tandolos al problema en cuestion serd:

Iva rs)] -
1

-
[eo] =1

por lo cual:

1§

{"m fs}]

l)’abc (S)] =

{va 1) [ rs)]

[es 51] [ 5]

C 1z,

Zyfs) 2y {s)

[ 2, 1)+ Zy (s}
Z3(s)

1 Z,
2 (8) r1

2y (8)+ Zy(sj+ Z5fs) Zy{s)+ Zy{s)f

Zy{s)

hra

Zy {5} Z3{s)

Zy (s} ‘
(15.221)
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15.16.4) Para el circvito ilustrado en ia Fig. 15.34 hallar la expresion de

Vals) empleando resultados obtenidos

fa trasmitancia de tensiones H(s/ = "
on los problemas 15.16.2 y 15.16.3. "t {s

] Tty =0

._.I.._{.fi_p 2pla) 2
I~ 4L & - -C)

? LS |
Iyl
v (2 Vg tu)
v 2368 ZgisH
- - _0
Fig. 15.34

Solucion:

De la Ec. (15.220), adaptindola al problema es:

i 0
[Tc fs,'] = 1
Z.fs) 1
De la Be. (15.221):

2,05+ Z3 15) Z, () ]

Zy (s}

l')’abc (S)I = . . :

Zy(s) ¥ Z5 (s} + Za (s} Zils)+ 2, (s)
L _21(3) Z;(S} ‘ : ZI(S} -

pot lo cual {a matriz trasmisidn total es:

el = ave (s1) [e (3)] =
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Zy(5)+ Za(5) | Zy(s)

Z3(s) Z,{s}
Zyfs)t Zy(si+ Zs(s) . Zyfs)+ Zy (s}
Zy (s} Zy(s) Zy (s} Z:{s)
A (s) Bls)
[y (s)] = |
Cls) Dfs}
| (15.222)
puesto que:
sl
_ Al = Vafs) § 12 si=0

como la condicién I’y(s) = 0 la cumple el circuito de la Fig. 15.34, el
“cdleulo de la trasmitancia pedida se reduce a:

= e 15.223
Vifs) { rats)j=0 Afsj ( )

en consecuencia relacionando la Ec. (15.222) con 1a Ec. (15.223) resuita:

. 1 1
H = =
N =36 T Zai+ 2309 L 22l
Za(s) Z {s)
His) = Zafsl Z. (s}

Zals) Zofs)+Zsfs) Zo(s)+ Zy(s) Z3(s)

15.16.5) Encontrar las expresiones de las impedancias iterativas e imagen
del cuadripoto ilustrado en la Fig. 15.35 en base a la matriz transmision del
mismo. Si adicionalmente se supone que Z, (s} = Z3 (g, determinar la im-



480 _ Andlisis de Modelos Circuitales

pedancia caracteristica del cuadripolo en base a los coeficientes de la matriz
tragmisién.

I a0 !

I Zilas ' Zate
z50s! Y L e . 1o
)13} als
' !I]T-‘]H
2!} T
0 - e A
T e
i - @ I )]
"Fig. 15.35 Fig. 153.36
Solucion:

La matriz trasmisién del cuadripoio puede hallarse a partir de la asociacién
en cascada de tres cuadripolos como se muestra en la Fig. 1536, Las matri-
ces inrdividuales para cada uno de [os cuadripolos componentes f{ueron halla-
dos ¢n el problema 15162, y adaptendo los resultados a este problema serd:

[ 1 Z,y(s)
[Ta(U] = .
s 0 |
' = o
['Ybr‘b‘)] = |

| Za15) l
" 23(3)*
{ms;! - -

0 f
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Por lo cual

S Y ()] = [va {54) (e (5)]

[ave ()] =[Yap (S 5 ()] =

Cfs)

451

€N consecuencia

Zefs) _
( +Z; ) Y Zafs)r Z| (sh

%6,
22 (S)

-

Bt

Dis)
- (15.224)

Las expresiones de las impedancias iterativas las dan las Ec. (15.182) ¥ Ec.

{15.183) que se¢ reproducen:

Als) =Dl [{AGT =D B
2 15) = AL Ds J( (;JCKS) (N Bis)

2C¢(s)

Ds) — A :
2t = 222200,

2C(s)

Pis) — 4 (s}

20(s)

o (15.182)
2
] + B (15.183)

Cfs)
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Empleando los vatores de los pardmetros dados en la Ec. (15.224) resuita:

( + Z:fs)) __'[Za("’ 1}
Afs) — Dis) _ Zy{s) Zy (s} L Aafs) = Zsfs)

2C7s) 2 2
h Zals) (15.225)
2 Su vez:
Ds) —Afs)  Zafs) — Zy(s)
2 Cs) = 5 (15.226)
por otra parte:
| Zuty + 2 2 4 2
20 Ll = 2y (s) Zyfs) +
C(s/ 1 ! 2
Z31(s)
+ Zy(s) Zyfs) ~ Zy (s} Zs(s) (s
reemplazando Jas Bes. (15.225) v (15.227) en la Ec. (15.182):
Z,(s) — Z
Ziifs) = £ s) . afs} N
,
-— 1
i/(-zl—m——z—-—zs(S}) + Zy(s) Zofs)+ Zafs) Za(s}+ Zy(s) 2 (s)
: (15.228)

y reemplazzndo las Ecs. (15,226)Iy €15.227) en la Ec. (15.183%

2 ls) = Eﬂ_;_f_lﬁi .

Zafs) ~Z, {s)}? o
i‘/(Lzlﬂ) + Z (fZy s} ¥ 205} Zafs}+ 2 (8} 25 5)
(15.229)
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Las Bes. (135.228) y (15.229) dan las exprcs:mes de las unpedancms itera-
tivas buscadas.

A su vez, las impedancias imdgenes pueden calcularse a partir de las Ecs,
{15.190) ¥y (15.189) que se reproducen:

[ Ats) Bis)

Zr (s) = S D) : (15.190)
_ /Bis) Dfs)

Ziy(s) = Afs) Chal (15.189)

Empleando los valores de los parimetros dados en Ia Ec. (15.224) y ope-
rando resulta:

2 o) /ZTrs;fzzrs) b Zal5))+ 23 (2 (3] + Zofs)) + 225 () Za(5) Za 1)
. |  Zyfs) +Zy(s) o

(15.230)

z {s),=\/zzf'3} @1 (5) + Z3 (5 + Z3(5) (2, (s) + Zy(s)) ¥ 22, (3) Z,(5) Z3 (s
e 2,05 + Z3fs)

(15.231)

Las Ecs. (15.230) v (15.231) dan las expresiones de las impedancias ima- -
genes buscadas. Si adicionalmente se supene que Z, (3) = Z; {5/, es decir
que ¢l cuadripolo es simétrico, las impedancias iterativas e imdgenes coinciden
y pueden calcularse a partir de la Ec. (15.193) que se trascribe:

B(s)
Zols)= ?{7 | o (15.193)

" o bien se encuentra haciendo Z; s} = Za(s} en las Ecs. (15.228) (15.229),
(15.230) y {15.231), resultando:

Zols) = Z2(s}+ 22, (s) Zy (s)

15.16.6} Un cuadripclo pasivo y simétrico, posee con lz salida en corto-
circuito una resistencia de entrada de 7,5 ohm, y con la salida a circuite
ahierto una tesistencia de entrada de 10 ohm. Se desea caléular la impedancia
caracteristica del cuadripolo.
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Solucion: _
De zcuerdo a lo expuesto en el parigrafo 15.14.c) es evidente que:
7,5 £ = hyy

10 &2 = Z1

en consecuencia aplicando la Ec. (15.196):

Zo =Vhy 2y = V1.5 10
Zy = 856 Q

15,17 Problemas propuestos

15.17.1) Para el cuadripolo ilustrado en ia Fig. 15.30 calcular 7y, y A4
por simple inspeccion.

Resultados:

Ty = (307 15) &

A =(14—-j12)

15.17.2) Calcular las matrices admitancia de los cuadripolos indicados en
la Fig. 15.37.a) y b) aplicando las definiciones de los parimetros.

Zyts) Zaist
o Pl D *: Il— 3
Z4t5l
Zgis)
O ST 4l
G
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Resultados:
[}_’a (SJ] =
i | 1 _ Z5 (s} ]
Zfs) + Zafs) Zals) Zi()Z3(s)+ Z (s) Zy(s)+ Zy (s} Z5(s)

Zo(s]+ Zyfs)

Zy (s} 1

Zyis] Zafsf+ Z(s) Zy(s) + Z5(s) Z3 (s) Zals) + Zyfs) Zy(s)
I | 2,(5) + 2 (s'
- 1 . 1 "~
Zofs)  Zyfs)
.be (S)] =
] 1
_" Z,l3) Z40s)

15.17.3) Hallar la matriz admitancia del cuadripolo ilustrado en la Fig.
15.38 por asociacién de los cuadripolos del problema 15.17.2,

Z]l!}_ 23i51—|

Ials)
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Rewlwmdos:
Y fs) Yia(s)
[yis)i =
| yulst  yals
yufst = Zy (s} +,23 {s} X '
Zy(s) 2y (s)+ Z1(s) Ds(s)+ Za(s) Zals)  Zals)
- Z
Yiz = Yaafs) = — 2 (5) ] '
v Zy(8) 2y fs) ¥ 2y (e} Zy{s) + Zy (s} Z5 (s) Zo fs)
. !
yafls) = Zy (s} + Zy (s}

+
Zi (3} Zyfst+ Zyfs) Zafs)+ Zy (s} 235 (s) Zq (s}

15.174} Encontrar los pardmetros correspondientes a la matriz “g" para el
cuadripoio del problema 15,173 empleando la equivalencia con los pardimetros
admitancia,

Resultados:
= Ay({s}
g is} = AT A 1
Zy () 22 (5] + 2, (5) 2 (5] + Z2 ()22 () | Zq{5)
- Zy{s) ' 1
g1208) =g (5)= 2y () Zs (s} + Z, (8) Za {8) + Za (s) 33 {3} B Zofs)
Zyfs) + Z3(s) !

Zy(s) 2y {s)+ 2, (SJ23(5}+21(3123(3) Lo {5}

1
Zyfs) + Zy(s) . 1
Zi () 2o 0s)+ Zy (s) Zy (s3] + Z4 (s} Z5 (5} Za{s)

g22/5) =
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15.17.5) Hallar la expresidn de la impedancia de entrada para el cuadripolo
mostrado en la Fig. 15.39, en condiciones normales de funcionamiento. Pueden
emplearse resultados parciales obtenidos en el problema 15.16 .4,

Res:.'dmdos.'

e fs) Zy(s) + Zo(s) Zy(s) + Zafs) Za(s)y Zy(s)
Zo(8) Zo(s) ¥ Lafs) Lofs) v Zafs) 2o (s)+ Zy18) Eafs)+ 22 (s) Z3 (s

Ze(s) =

29(5]’
' o

Fig. 15.39



capitulo 1 6

Circuitos acoplados
inductivamente

16.1 Introduccién: En el parigrafo b3 del primer capitulo, al mencionar
lps elementos de circuitos pasivos necesarios para caracterizar las distinias for-
mas de almacenamientd o intercambio de energia, se vio que el inductor mu-
tuo se utilizaba parz representar la trasferencia de energia entre dos partes de
un esquems eléctrico a través del campo magnéiico. También se dijo que, a
diferencia de los otros elementos pasivos de dos terminales, éste requeria un
modelo de tres o cuatro terminales para su caracterizaciOn. Por esta causa se
dejd su estudio para este capitulo, con el fin de disponer de técnicas de and-
lisis mis adecuadas. Se comenzard por definir la inductancia mutua y el coe-
ficiente de acoplamiento, introduciendo la diferenciacién entre acoplamientos
débiles v fuertes.

Luego se estudiaran las tensiones de induccién mutwa, relacionindolss cua-
litativamente con las de autoinductancia. Se introducirin las polaridades de
los arrollamientos y la forma de plantear las ecuaciones en circuitos con
acoplamiento inductivo débil. Ordenando las ecuaciones, se encontrard la for
ma de construir circwitos equivalentes donde el acoplamiento inductive no
aparezca en forma explicita, sino a través de generadores controlados o de
modificaciones de los valores de las auteinductancias. :

Luego se vera como aplicar €l método de las mallas v el teorema de The-
venin & circuitos con acoplamiento inductive débil, introduciendo el ccncepto
de impedancia reflejada v otras formas de circuitos equivalentes,

Se completard ¢} estudio de los circuitos con acoplamiento inductive débil,
analizando la respuesta de frecuenciz de circuitos acoplados sintonizados,
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A continuacidn se definird el trasformador ideal y se hallerd el circuito
equivalente de un trasformador real con aceplamiento fuerte.

Finalmente, se estudiard ta respuests de frecuencia de un irasformador real
con nilcleo ferromagnético.

16.2) [Inductancia mufwa: Se dice que dos circuitos estin acoplados mag-
nética o inductivamente, cuando al variar la corriente en wno de ellos, se in-
duce una tension en el restants, sin que exista un vinculo conductive entre
ambos.

Fig, 16.1

En la Fig. 16.1.a.), s¢ muestran dos arrollamientos conductores proximos
entre sf, que no estdn unidos conductivamente. Supéngase que se aplica una
corriente constante 7, que entra por el bome B. Aplicando la regla del tira-
buzén de rosca derechs, se deduce que la circulacidn de la cordente /| por

el arrollamiento | crea un flujo ¢, (; con el sentido indicado en la Fig. 16.1.b),
que es concatenado por dicho arrollamiiento. Pero ademas, la circulacién de £, por
el arrollamiento T crea un flujo ¢4, que es concatenado por el arrollamiento il.
Néatese que el primer subindice numésico identifica al arroilamiento que conca-
tena el flujo, mientras que el segundo hace lo propio con el gue Io creq. Esta clare
que si I} varig, ¢o 11 ¥ .21 también serdn variables con el tiempo ¥ por lo tanto
se inducirin fensiones en ambos arrollamientos. En consecuencia, podemos
afirmar que los arrollamientos conductores de la Fig. 16.1 estin acoplados
inductivamente, : :

Un analisis similar mostraria que la circulacion de la corrente [, creard un
campo magnético cuyas linéas de induccion serdn concatenadas por los arro-
Hamientos I y 1I dando lugar a los flujos concatenados ¢,47 ¥ Pez1-

De acuerdo & la definicion introducida en el capitulo I, pardgrafo 1.4.3,
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las inductancias que ahera podemos llamar con mds precisidn inductancias
propias § autoinductancias de los arrollamientos senin:

Pe 1 : '
Ll = L” = Il (IGI)
t .
Y
Ly = Ly = Pezz_ (16.2)
P

a partir de eflas se oblienen lac tensiones de autoinduccion producidas por las
variaciones de ias corrientes i, e f,. Ellas son:

"um‘:“j}" = ‘&";[Luf: {f)]“ Ly 'i;}{‘i (16.3)
o, TR
Vay 1) = dn = [522 53 (ﬂ] =Lay dt( i ‘ (16.9)

Del anilisis efectuvado surge naturalmenie la conveniencia de introducir las
inductancias mutuas, para caracterizar la¢ temsiones inducidgs en un arrolla-
miento por Ias variaciones de comiente en ¢l restante.

Por analogia con las inductancias prupms, las inductancias mutuas se defi-
nen de la siguiente manera:

My = Perz (16.5)
A
j'l

En base 2 consideraciones energéticas, puede demostrarse que las induc-
tancias miituas son iguales entre si, Esto es:

MQIEMJ];:M o (16-?)

En este libro se toman M), y M,, siempre positivos, al igual que L, y
L. o
La siguiente demostracion de la validez de fa Ec. (16.7), puede ser omitida
en una primera lectura, sin que esto afectz Ia comprension de los temas si-
guientes. ‘
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Fig. 162

Considérese el circuito acoplado inductivamente de Ia Fig. 16.2 con condi-
ciones iniciales nulas. Las ecuaciones d¢l equilibrio instantineo, planteadas
como se ensefia en el parigrafo 16.6 son las siguientes:

: : diy (1) diy (7) ,
MalaI: v, {2} = Ry iy {t) + L, ’":}T — My~ ;t (16.8)
dig_ f{t)’ d‘rl (t)

(16.9)

Maila H.: O=Ry iy (t} + L, — — M it

Donde el signo negative de M,, y M2y surge de considerar que los flujos
propios y mutuos se dehilitan entre si, i

Multiplicando las Ec. (16.8) por la tantidad elemental de carga iy (t/df y
y la Ec. (16.9) por iy {1} dt resulta:

vift} & {t}=R, i dr+ by Lt dip (1} My iy dia (16.10)

A

O=R,ia(t) dt+ Ly iy (1) di, () =My B2t} diy (1)~ (16.11)

Las ecuaciones de equilibrio instantdneo también pueden ser planteadas

partiendo de un balance energético, de modo de satisfacer el principio de
conservacion de la energia, tal como lo hace HERMAN ELIGES en su trabajo

“Energia Mutua y de Trasferencia en Circuitos Magnéticamente Acoplados™
publicado en los ANALES DE LA SOCIEDAD CIENTIFICA ARGENTINA de

Julio-Agosto de 1971; Tomo CXCII, pég- 3.

En ese caso resulta:

Malla©: v, (1) iy (t) di = R, i(t) dt + dwy + dwp, (16.12)

Malla}l: dwr, = R, i3 (t) dt T dWea - (16.13)
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Donde:
vy (t} & {t} dr esla energia elemental entregada por el generador.

R, r'f {t)dt v R, E% {t) dt son las energlas disipadas por los resistores R, y
R,.

dwry  es laenergia elemental trasferida desde el primario hacia el secundario. |

dwrp, es la energia elemental recibida por el secundario.
‘De acuerdo al principio de comservacién de la energia debe ser:

dwr; = dwr, (16.14)

dwey ¥ dWeq Son las energias elementales almacenadas por ef campo en los
arroffamientos de la Maila J {(primario) v de la Malla H (secundario), respecti-
vamente. Lot valores de estas energias son los siguientes:

La energia w,; almacenada por el canipo en el primario es:

1 1
Wer = ',,—fl (U‘f’u:‘;’] (t) ($e1y — beya) (16.15)

Donde: -
tey = Dor1 —deyz es el flujo total concatenado por el arrollamiento primario.
#1; esel flujo creado y concatenado por el primafio;
$:12 es el flujo creado por el arrollamiento secundario y concatenado por el

pramario,

Reemplazando en la Ec. (16.15) las expresiones de ¢.,; y ¢.y2 deducidas
de las Ec. (16.1) y(16.3) resulta:

1 1
o wa =) Lo M i () B ()
y diferenciando
' . 1 ) 1

Awey = Ly iy (t)dyy (1) — Py Myg &y (G din (1) — — My £ (1) diy (2

(16.16)
Andicgamente, 1a energia almacenada por el secundario es:

1 !
Wep = -2— iz (1) (;)‘.2*-“*—2— I2(8 (P22 —Dogr) =

o, 1 . i
"leff)Li_‘?M:“ :l(tfi Iz(f}

: . _ 1 !
Ldwey = Lyiy (t]dig (1) — ry Moy iy () dig {t}— E} My, iy (t)diy (8
: (16.17)
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Reemplazando ias Fcs. (16.16) y (16.17) en las Ecs. (16.12) v (16.13),
respectivamente, se obtienen:

V()i () de =R, (1) de+ Ly by (t)diy (1)~

1 I :
- ":2" Mi'). ii {t,l' diz (f.i‘ - *_2_ M}'z f2 (U drll (U + dwT] (16.18)
dwry =Ry i2 (1) dr+ Ly iy (1) diy () —

1 ) ) 1 i .
—_ -~2--.M21 15 {f)(f!zf(f}”‘g le fg(f)dll,(ﬁ (1619)
Comparando la Ec. (16.18) con la Ec. (16.19) resulta:

' 1 1 o
—Myy by () diy (1) =— £y My iy (8] diy (8] — _{.Mu iy ftjdiy {t) + dwy,
1 ' 1 . .
Lodwry = “‘2“‘ My ip (1) diy (1) — "5‘ Mz iy (t) diy (1) (16.20)
Andlogamente, comparando fas Ec. (16.19) v {16.11), se lega a:
1 i 1 _ o
M i (1) diy () = £ My iy () diz (1) + P’y Myt (t)diy (8] + dwpy
1 3 1 _ .

" dWTz = _2"'M21 1'2 {I}]dfz (f}"' E_Mgl 5] (ﬁd!z (r} (16-21)

Finalmente, reemplazando las Ecs. (16.20) y {(16.21) en la Ec. (16.14)
queda:

1 ' 1
by My iy (t)diy {t) — 5 My Iy (1) diy (1) =

.!' ‘ ' 1 |
= _é_ Mg iy (t) diy (1) — ’Y Mz ig(thdiy (e}

que se satisface para:

Myz = My
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16.3  Coeficiente de acoplamiento

En el parigrafo 16.6 Ej. 6, se demuestra que la energia entregada Por el
generador que alimenta al circuito acoplado inductivamente de la Fip. yg.347
supuesto condiciones iniciales nulas estd dada por la expresidn:

]t ]: 1 P :
W =W, 0+ e (Lﬁ"- i (7) (15 22)
R
AN
— Moy R
IES R - izt
witd B L2
P j §
Mi2
Fig. 16.3

t ' .
Donde wR1 es la energia disipada por el resistor entre 0 y ¢ segundos.
Notese que en Ia Be. (16.22), si

Mﬁ
Ll > —
Ly
o, lo que es lo mismo e
' < 1 1¢
L i (1§ 23y

la energia que suministra el generador es igual z la que disipa R; mds la que
almacena L;. Esto es, si las inductancias mutuas son muy pequefias frer,g, ,
las propias, el circuito de entrada primario se comporta como si N0 eXiSare
el acoplamiente magnético con el segundo circuito (secundario).

Esto ocurre cuando los arrollamientos estdn tan alejados entre si, Qi
flujo creado por cada uno de ellos no es concatenado por el otro.

Por el contrario, si

o, lo que es igual

_ 1 l,
L, L, (%.24_
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E! Gitimo término del sepundo miembro de la Ec. (16.22) se anulz y toda
Ia energis entregada por la fuente se disipa en R,. En este caso, el acopla-
miento es tan fuerte que las energias almacenadas en las inductancias propias
y mutuas se Hegan a cancelar entre si. '

Esto -ocutre cuando los arrollamientoss estin encimados y todo el flujo
creado por cada uno de elios es concatenado integramenie por el restante.
Naturalmente que se trata de un caso ideal. El andlisis realizado muestra que
el cociente

MZ
Ly Ly

puede ser tomado como un pardmetro normalizado para caracterizar el prado
de interaccion entre los campos magnéticos creados por los dos arrollamien-
tos.
En consecuencia, se introduce el coeficiente de acoplamiente & definido
como indica ka Ec. (16.25):
K - M?
Ly L,

S M=k LY L_; Lg (16.26)

Puesto que la enerpia suministrada por el generador no puede ser negativa
para tedo ¢ > 0, de acuerdo a la Ec. (16.22) resulta:

{16.25)

M
L= 5 >0
Mt
1
Ly L,

y teniendo en cuenta la Ec. (16.25):

Teniendo en cuenta que M, L, y L, son positivos y el menor valor de M es
cero, resulta: '

0<k <1 (16.27)
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Cuando X tomaz valores pequeiios se dice que el acoplamiento es débil,
mientras que para valores grandes de k el acoplamiento se denomina fuerte.
Normalmente, el estudio de los circuitos con acoplamiento débil se realiza
empleando las inductancias mutuas y circuitos equivalentes que derivan de
ellas. Por el contrario, cuando el acoplamiento es proximo a la unidad,
como ocurrre en los transformadores con niicleo ferromagnético, el estudio se -
gfectia mediante modelos que se comstruyen a partir de un trasformador
ideal caracterizado por la relacion

Yy

— 16.28
” (16.28)

ti—

denominada relacion de trasformacidn.
16.4 Tensiones de mduccibn mutua

Considérese nuevamente el circuito de la Fig. 16.1. 8i no existiera el arro-
Hamiento I, la tensi6én de autcinduccion en el arrollamiento Iserfz 1a dada
‘por la Ec. (16.3):

ddey di {t). :
= L — 3.
dt 1 dr (163)

vy ft) =-

© Si se toma en cuenta la influencia del arrollamiento II, debe considerarse
también la influencia del flujo ¢,,, creado por H v concatenado por L Esto.
es;

dq)c !

vift)= T d?ﬂ 14 fA22ts (16.29)

d .
_—— » t ¢, m— —
dt [ @e1s 2 Go1a) at dt

Donde el signo + corresponde al case en que los flujos propios v mutuos
s¢ refuerzan entre si, como ocurre en la Fig. 16.1.b.). El signo — corresponde
al caso de la Fig. 164, en la cual los flujos propios y mutuos se oponen
entre si. :
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Teniendo en cuenta las Ecs. €16.1} v (16.5), la Ec. (16.29) puede escri- -

birse: . '

diy (t dis ft
1 (1) + M iz {t)

veft) = L 16.30
10 = Ly ~g kM (16.30)
Andlogamente, ia tensidn inducida en el arroltamiento 11 resulta:
di (it} dia [t
(e = Ly —— * My — i (1631)
L .

dt

En los segundos micmbros de las Fes. (16.30) y (16.31), los primeros tér-
minos son las tensiones de autoinduccién dados por las Ecs, (16.3) y (16.4)..
Los restantes términos son las tensiones inducidas por los flujos mutuos. Por
tal causa se las denomina tensiones de induccion mutua,

dig ft)
Vares ()= My —— : (16.32)
R
_ diy (t)
varag (1) = My ey ‘ {16.33)_

16.5 Polaridades de los arrollamientos

rlesttr goer - sedicthie s et ypatece” sevhulimenne gaud- oo A pres
sencia de auteinductancia, resulta razonable su representacion en los modelos
cirouitales ideatizados mediante el simbolo grafico de c¢vatro terminales de la
Fig. 16.5.

"
"o

u§ e

o . Fig 165

Comparando el simbolo de la Fig. 16.5 con los arrollamientos reales de Ia
Fig. 16.1, se observa que el primero carecc de informacion acerca de si los
flujos propios ¥y mutuos se refuerzan o se debilitan entre si. En el circuito
real, esia informacién se deduce de la geometria v de los sentidos de las
corrientes.
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16.5.1) Bornes de igual polaridad respecto del flujo: Para incorporar al
simbolo de la Fig. 16.5 la informacion sobre el caricter de la interaccién
_entre los flujos mutuos vy propios, se definen las polaridades de los afrolla-
mientos de la siguiente manera: Se dice que dos bornes tienen igual polaridad
respecto del flujo, o bien que son homodlogos, cuando al entrar (o salir) por
ambos la corriente, se crean flujos propios y mutuos que s¢ refuerzan enire
si. Los bormes homéblogos se identifican con un asterisco, un punto © con
indicaciones similares, tal come se mwestra en la Fig. 16.6.

;

o @ o

o {3
L
;
° ® o
Fig. 16.6 Fig. 167

»

Si se aplica la definicién anterior al esquema de las Fig. 16.4, resulta claro
que el homblogo del B es el D, ya que al entrar las corrientes por ambos, los
flujos propios y mutuos se refuerzan entre si. Andlogamente, en fa Fig. 16.7,
los bornes de igual polaridad respecto del flujo son By C o bien 4 y I

" 16.5.2) Propiedades de los bornes homdlogos: 74 Propiedad. Si en un
borne de un arrollamiento se produce un incremento positivo de la corriente
entrante al mismo, en el borne homdlogo del otro arrollamiento, la corriente
tendrd un incremento positivo saliente, S '

En la Fig. 16.8 s¢ resume esta propiedad, que se deduce de la ley de

Lenz. Enefecto, Al, debe ser tal que se oponga a la cavsa que la genera,

+a1) o
o —f

1AM
YL

e - Fig. 168
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que es el incremento del flujo. Para crear un flujo que dehilite al original, la
corrente debe ser saliente.

24 Propiedad: Si en un armllamlemc se produce un incremento positivo
del potencial de un borre, respecto del restante, en otro arrollamiento acopla-
do inductivamente, existird un incremento positivo del bome homéloga, res-
pecto del complementario. Esta propiedad es ilustrada en la Fig. 16,9, Como
es evidente, esta propiedad es una consecuencia de Ja anterior, va
gque + AP, tiene el sentido necesario para producir + AJ;, mientras
que + AT, es el que aparecerd sobre una carga al circular + AJ;.

Es interesante destacar que Ia aplicacion de la 22 propiedad permite esta-
blecer un método ripido, simple v seguro para identificar los bornes de igual -
polaridad respecto del flujo. En efecto, considérese el esquema de la Fip.
16.10. Se trata de hallar el bome homélogo del 4. Se elige un resistor R de
‘valor adecuado para limitar la corriente en el primario y un voltimetro de
_aleance conveniente. Se cierra el interruptor y se observa el sentido en el que
se mueve la aguia indicadora del voltimetro. Si se desplaza hacia la derecha,
el borne homblogo del 4 es el €, al cual se ha conectado. el terminal posi-
tivo del voltimeiro. _

Si el desplazamiento de la aguja es opuests, el borne homdlogo esel D,

\ o
c
* #*
T TRASFOR. +
+AY, ‘uwz MADOR
j BEAL .
B (8]
o -

Fig. 1659 . - Fig. 16.10

16.6  Planteo de las ecuaciones en circuitos con acoplamiento inductivo

Para plantear las ecuaciones en circuitos con mductancia muiva, puede
aplicarse la 28 ley de Kirchhoff, teniendo en cuenta que para cada in.

ductor Ly, afectado de uno o mds acoplamlenlos inductivos, el flujo CORca-
tenado serd de la forma:

bea = Pean t Poapt Gray ... .. . (1634}

y por lo tanto, en el dominio del tiempo deberd computarse una tension:

e Ly dig (1) dig(t) di. (1)
Vo (8} = = * M i ... .
w (1) = P = Y Moy 7 {16.35)
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Fn el dominio trasformado de frecuencia compleja sers;
Vi (8)=5Lo Iy (3] * sMag Ig(s) * 8 Myy Lyls) = ... L (16.36)

y en el dominio jw

Vo= jw Ly Ta * jw Mag Tg % jwo Moy Ty ... .. (16.37)

En las KEcs.{16.34) a {16.37) debe tomarse el signo positivo para los tér-
minos correspondientes a los flujos mutues que refuercen al flujo pro-
pic @pae ¥ et signo nepativo para 1o que lo debiliten. Para determinar st los
flujos mutuos tienen sentido opuestc o igual a ¢pq. deben analizarse los
sentidos de las correntes respecto de los terminales de igual polaridad res-
pecto del flujo. Asi por ejemplo, si las corrientes iy (1} e ig{t) son ambas
entrantes {0 ambas satientes) a los bornes homoélogos, los flujos Pega ¥ Peap
tienen igual sentido y se toma el signo positivo parz la tensién mutua. Si no
estdn dados los sentidos de las corrientes, se los fija arbitrariamente.

En consecuencia, al aplicar la 22 ley de Kirchhoff, se toman con ¢! mis-
mo signo que la tension en lz autoinductancia L., todas las tensiones de in-
ductancia mutua para las cuales los flujos mutuos tengan igual sentido al flu-

i propio ¢... ¥ con signo opuesto las que establezcan flujos mutues con-
trarios.

|2

Rl

it
(o *
T\r] (tl amy > L1
Fig, 16.11

Ejemplo 1.
Plantear las ecuaciones correspondientes al circuito de la Fig 16.11. Apli-
cando lu 28 ley de Kirchhoff a la malla de la izquierda, resulta:

“dis L odiyft
vyft)= Ry iy (1) + 1, ;r” — My, “‘1”27;{"‘)*

diy (1) | diy (1)
con signo opuesto a L,

Donde se ha tomado My, pues

iy (t) entra al bome marcado, mientras que £, {2/ sale del borne homodlogo.
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Analogamente para la malla de la derecha, se tiene:

:  diy (1) diy (1)
—vyft) = Ry iy ft) + 1L My
2{1) 5 Byt 2 i 2T

R1
Niy
?«mr L1’j
. | .- Fig. 16.12

Ejemple 2:

Plantear las ecuaciones correspondientes al circuito de la Fig. 16.12. En
este caso, iy (1) € i {1/ son salientes de los bornes homologos, de modo que
los flujes mutuos y propios se refuerzan entre si resultando las siguientes

ecuaciones: diy (1) iy (1) :
: . I ft b
vift)= Ry iy (t) + Ly —f‘ﬁ + My —

el d—;p_-(.‘l_}
— * v
- N
|V|[1') 2K \}‘ L1 L2 =K '.uamT
I/ .'I :
[
Ejenplo 3:

Plantear las ecuaciones para el circujto de la Fig. 16.13, suponiendo que
no se da el sentido de referencia de 7, [t).

En primer términe 3¢ fija arbitrariamente el sentido de iy (t), por eJemplo‘
el indicado con linea de trazos. Luege se plantean las Ecuaciones teniendo en
cuenta que para el sentido de /; /#/ adoptado, los flujos se refuerzan entre si,
pues ambas corrientes entran a los bornes homdlogos.

Fig. 16.13

yft)= Ry iyt + 1y

d:; (1), dald

diq (t di, {t)
_VZ(U:::_'RZ fz(f)“Lz‘—“?;L)__Mgl d:
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RT . _lz':_t_]:-
A " — i
i o fee e ) ::L
- .
.- ~,
E\.-\UJ 2%K } L
‘ _2“_]: R3
; i Fig. 16.14
BEITE)
Efemplo 4:
Plantear las ecuaciones cotrespondientes al circuito de fa Fig. 16,14,
f i ft} di, (1) diyft)
1 2 3
v f=R, Lft) L ——— =M, —— + M —
/i 14 LT M2 = o 13T
¥
1 diz (1) diy (1
0 = "f iy (1) dt Vg (0) + Ly ——" — Mo i
3y 70 dr dt
dis (t) diy {1t}
0 = R, i3ft) + L + My ————
{ 3 13 3 T BT
Nétese que no existe acoplamiento inductivo entre L, y L,.
LA
If[ ;ﬂ," (S ;} t‘l“'zi 5
Iv,m r:) L -
L3 ’aa l\@(s]
* Fig. 16.15

MY
Ejemplo 5:
Plantear las ecuaciones correspondientes al circuito de la Fig. 16.15 En
este caso, por tratarse del dominio s las tensiones de- mduccwn mutua serdn
del tipo mostrade en la Ec. {16.36). Esto es:

V()= Ry Iyfs) +sLly Iyfs) — SMyy Infs) + My Izfs)
— Vyfs)= Ry Iy (s} +sbly I3(s}) — sMy Iy (s} — sMy; I3(s)

V3{5'):R3 !3,{3} +SL3 Ig {S} +SM31 I] (S} - SM32 I;{S}

Observese que €N este £aso existe acoplamiento inductivo entre Ly v L
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Fig. 16.16

Ejemplo 6:

Plantear Jas scuaciones para el circuito de la Fig. 16.16 y determinar la
expresion de la energid entregada por el generador, Notese que este circuiio
es ¢l de la Fig. 16.3, con el agregade de las polaridades. Las ecuaciones son:

diy (i Cdig '
vift}= Ry iy (1) + L, I;z_} — M, ::J . (16.38)

diy (1) diy ()
= - M
2 ar . # dt

. dig(t)
Despejando & de la Ec. (16.39), se obtiene:

(16.39)

diyft) My dify
dr Lq dt

(16.40)

Sustituyendo la Ec. (16.40) en la Ec. {16.38), resulta:

diy {t) My My diy (1)

]I-?(”::R £ 8] + L
1 1 i fH t i it

que puede escribirse, recordando que My, = M, = M

L _
M ) diq (5) (1641

vifti= Ry i, {t) +(L —
' b ! Lz dr

{a potencia desarrellada por el generador es:

_ M? diy {t
pu(t)= MMty = Ry A1 *(LI"Z? ) iy ;:”

(16.42)
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y la energia entregada por el generador o y ¢ seg_undos:

2 T

t ' . t M :
W, ] =/ Pyt dt = le £y de + (Ll —*-) j hoft) diyfe)
o Jo o Ly f g

que puede escribirse:

t | M
i} i, 0 2 Ly

t

donde #Wg, ] = R, f 1";’ {t) ot esla encrgia disipada por et resitor Ry entre
0 ‘0

Oy ¢ segundos.

16.7 Asocizcion de inductores con acoplamiento inductivo

en serie ¥ en paralelo

Considérese el circuito de la Fig. 16.17, constituida por dos mdUQthes
acoplados inductivamente, conectados en serie.

Fig. 16,17

Aplicando 1a 23 regia de Kirchhoff, resulta teniendo en cuentz que og
flujos propios ¥ mutuos se refuerzan entre si:

dift dift dift ,
vit)= R ift) + L, aify + My, ift) L iff) v oMy, dift)

teniendo en cuenta que My, = M, =M puede escribirse:

dift)
Pt)= R i{t) + (L + Ly +2M) T (16.44)

Si fas polaridades fueran las indicadas en la Fig. 16.18, los flujos propjos y
mutuos se debilitarian entre si y fa Ec. (16.44) se convertiria en:

di [t}
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1 Fig. 1818

Las Ecs. (16.44) v (16.45) pueden ser resuntidas en la siguiente:
dift)

Vit)= R ift) +(Ly+ Lyt 2M] ” (16.46)
que permite dibujar el circuito equivalente de la Fig. 16.19, donde:

Lps =L+ 1Lyt 2M (1647)

Fig. 16.19,

El signo positivo corresponde cuando - los flujos se refuerzan v el negativo
cuando se debilitan entre si. :
Teniendo en cuenta la Ec. {16.26), la Be. (1647) puede ser expresada:

Les = L+ Ly 2 2k Ly Ly (16.48)
vyl =1L, =L | |
Lps = 2L+ 2kL=2L(1%k) (16.49)

Para k = O se obtiene, como es natural, Lys = 2L

Para 0 < k < 1, results, tomando en cuenta los dos signos de la Eec.
{16.49):

0 < Lps < 4L
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Notese que girando un arrollamiento respecto de otro, pueden variarse M y
k en forma continua, cambiando incluse e sipno que les antecede en las Ees,
{16.47) a (16.49), De este modo, puede vararse la inductancia: total dentro -
de un amplio margen, sin que s modifique [a resistencia, tal como ocurriria
si se cambiara ¢l ndmero de espiras mediante un cugsor.

Considérese zhora la asociacion en paralelo de Ia Fig. 16.20.

Fig. 16.20

Aplicando la 28 ley de Kirchhoff en las dos mallas indicadas en la Fig.
16.20, resulta, teniendo en cuenta que tanto [, como [, f5) entran por los

bornes homologas:
Vis) = sLy I (s} +sM I, (s (16.50)
Vis) = sky Iafs} +sM I, (s} _ (16.51)

Ordenando y despejando I, fs) e I, (s), se obtienen:

V(s sM
L) = YOI sk Vis) s (Ly=M) Vis) Ly = M
! sk, sM sleLz"-szMz— s . LyL,—-M

sM SLz

(16.52)

L, Vis)

M 14 -
L) = L KANRR AL T i (16.53)

32L1L2_52M2 s Ll Lz —Mz
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Aplicando la ley de Kirchhoff y teniendo en cuenta las Ees. (16.52) v
(16.53), resulta;

Vis)
I(S)" Iy(s)+ 1, (5} = S L, = flo—84+ Ly —M)

Vis) Ly +L, —2M

T AL W Bk
y despejando V {5/ ,
' Ly Ly—M

Vis) = 8§ ——2-I(s) (16.54)
Ll +L2_'2M

que permite dibujar el circuito equivalente de la Fig. 16.21, donde:

L = M ’ (16 SS)
T8 L+ Ly—2M - '
|ls-.!
m———in
Wis) L1

Fig. 16.21

Si {as polaridades fueran opuestas, la Ec. (16.55) resultaria:

Ly Ly — M?
Ly = (16.58)
LytL,+2M
Las Ecs. (16.55) y {16.56) pueden ser resumidas en la sipuiente:
UL Sl (16.57)
T2 L L, 3 2M '

Donde el signo negative corresponde al caso en que los flujos se refuerzan

y el positivo cuando se debilitan entre si. Expresando M en funcidn de k, ja
Ec. {16.57) queda:

Ly Ly—K Lily,  (1-%) L L

Li+Ly 7 2k /L, L, Iyt La F 2 VLI,

Lrp = (16.58)
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ysiky =L, =1L

. IRt S 2 St s
' ™ "op32kL 2 17 K 39

Para k = 0 se obtiene, comoe es logica:

/ L
T -
)
Para O < & < 1, resulta, tomando en cuenta ambos signos del denomina-
dor de la Ec¢. (16.59).

0<Lpp<L

16.8 Circuitos equivalentes con “generadores controlados™

Cotisidérese una rama como la de la Fig. 16.22.a, que incluye un inductor
Ly, acoplado inductivamente con otros a través de las inductancias mutuas
Mag ¥ Mey. Supngase que @eyq s reforzado por ¢pep y debilitado.
por $eqy, de modo que la tensidn total incluyendo el efecte de las induc-
tancias propias y mutuas es, en el dominio temporal:

iy (tf dig (1) di ftf
Palt) = Ly —— + Mg ——=— M T 16.60
«lt) = ke =5 “* Tdr L (16.60)
y en ¢l dominio de frecuencia compleja:
Vals) = sho In (s} + sMag Ip(s) — sMay 1y (s} (16.61)

Notese que la tension de autoinductancia
Via (8} = 5Ly Iy {5)

depende de la corriente Iy (s} que cireula por J.a fama conszderada, mientras
que las tensiones de induccidon mutua.

Vap(s) = sMup Iafs) ¥ Vay (s) = s Mcx*y L‘y {s}

son funciones de las corrientes en otras ramas.
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4 : &
N
- Tuagier= smlgte)
v (& Map . Idisil .
!d\[s)i é bl ’ Ly Iv,._um
W
»
» Moy -
w3 - | Vyghst= S rpls]
¥ g X v
i) -
° © ®
Fig. 16.22

En consscuencia, puede dibujarse un circuito equivalente al de la rama
dada que en iugar de tener el acoplamiento inductivo incluya un generador
controlado por cada inductancia mutua, tal como se muestra en fa Fig.
16.22.b.). Las tensiones de induccién mutua se toman siempre con signo posi-
tivo, Su sentido de referencia, es igual al de la tensién en la inductancia pro-
pia cuando los fiujos se refuerzan y opuesto cuando se debilitan muiuamente.

La tensitn mutua es de la forma:

] dig (t}
Eneldominio t : waa(t) = ” (1662)
En eldominios . 1 Vaafs)= sMag Ig(s) {16.63)
Enel dominio joo 1 Vap = jw Mag Ig (16.64)

Nétese que para dibujar el circvite equivalente con generadores controladoes
no €5 necesario plantear las ecuaciones, ya que se agrega un generador con-
trolado cuya tensién estd dada por alguna de las Ecs. (16.62} a (16.64), por
cada acoplamiento.

El sentido de la tensidn de cada penerador controlado se toma ipguat al de-
la tension de autcinductancia cwando los f]UJOS se refuerzan y opussto cuan-
do se debilitan entre si.

Ejemplo 1:

Dibujar el modeto con generadores controlados equivalerite al circuito de la
Fig. 16.14.
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En la malla d& la izquierda deben incluirse dos generadores controlados, de
tensionas:

Vs ft)

dis (1)
M, —2
ER

dis ft)
iy {t) = My; ——d?fz—-—

El primero con sentido opuestc a Vrq (#/ y €l segundo con el mismo sen-
tide que L, {1}, ya que i, ft) e i3 (¢} son entrantes a los bomes homalogos
mientras que iy (1) es saliente.

Con igual critedo, se colocan un generador controlade de tension

di diy (1)
var () = My — en fa

en la segunda mallay wuno vy (1) =My,
tercera, En la Fig. 16.22.c.) se muestra el circuito equivalente

1]

= Al
e

ipLth

'!2“11
C)Tv1“) V|3UJ

uL!(I ﬁ 4}

Fig. 1622

Noétese que aun cuando el circuito equivalente de la Fig. 16.22.c.), incluye

custro “generadores controlados”, es’ pasivo. pues es equivalente al de 1 Fig
16.14 donde Iz Gnmica excitacién es v {f). Por otra

parte, -haciendo
v1 {f) = Q, se anulan todas las corrientes y tensiones. :

Ejemplo 2:

Dibujar el modelo equivalente con generadores controlados correspon-
dientes al circuito de la Fig. 16.15.

Procediendo como en el caso anterior, pero usande la Ec. (16.63), se
obtiens el circuiio de la Fig. 16.23.
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Fig. 1623

16.9 Aplicacion del método de las mallas a circuitos
con acoplamiento inductivo

Considérese el circuito de la Fig. 16.24. Las ecuaciones correspondientes a

las dos mallas, planteadas como se explicé en el pardgrafo 16.6, son las
siguientes: '

. :
Vifsi= Ryl (s) +;E 1y (s)+shy Iy fs) — sM I {s)
1

1
1= Vafs)= R, 1, (s) +—C- Iyfs} +slyly(s)—sM I, (s}
dia

Fig. 16,24

Ordenando segiin las corrientes queda:

1
Vifs)= (R1 +sl +--—-*) Iy fs)~— sM I,(s)
sCy

1 (16.65)
Vg(:i‘)=“‘ SM!J_ (S} +(R2 + SLz + ——“JIZW
. SCz .



512 Andlisis de Modelos Circyjyylog

St se invirtiera fa polaridad de uno de los arrollamientos se obtendria;

1 .
V,(s)= (Rl +sL, + ——m) Iyfs)+sMI,(s)
SC]_ . . .

(t6.66)

1
e V:r&'): + M 11(3}"’ (RZ +'$L2'+ c ) IE(S,]

Sl

Resumiendo los sisternas de las Ecs. (16.65) y (16.66) en una ecuacidy ma.
tricial resuita:

1
V(s Ryt shy +— M I {3
= LY &
1
—V2 (S} 3 M Rg + 8 [42 b Iz-(&)
$Cy
Q16.67)

Donde el signo positivo corresponde al caso en que los flujos se refyerzan
y el negativo cusndo se debilitan mutuamente. Comparando la Ec. (16.6}) con -
ia Ec. (16.68) correspondiente al método de tas mallas.

? Vis) Zyy {3} Zya (s} Iy (s
= (15.68)
1213 ¥is) Z21 (5} Ly (s} Iy (s}
Puede escribirse:
E Vsl = Vil 5 D V() == Vs
. 1
Zigfs) = Ry + sby + —— ; = Ry + 5Ly + ——
13 (s 1+ sl i, Zyy 7 T 5k, G

le = ZZI = s M

De donde pueden deducirse las siguientes reglas para aplicar el métogq de
las matlas a circuitos con acoplamiente inductive.
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1°} Los elementos de la matriz de excitacidon se calcudan como si no
existiera el acoplamjente magnetico, entre Las mallas. Si hay acopla-
miento entre dos inductores de una misma malla, se toma la indueg-
tancia total Lyg dada por fa Ec. (16.47), (al terminar el capitulo, ver
los ejemplos 16.18.3 ¥ 16.184),

2°) Las Impedancias propias Zyq (s} se determinan come si no existiera
acoplamiento inductive.

3°) Si no existe acoplamijento conductive las impedancias mutuas o com-
partidas Zo, 5/ se toman iguales a+ s M si los flujos se suman y — s Msi
se debilitan entre i,

4°) Si existen acoplamientos conductivo y magnético, tal come se mues-
tra en la Fig. 16.25, resulta:

Zogls) = — Z(s) — sM _ (16.69)

Fig. 16.25

Donde Z (s} es la impedancia compartida conductivamente y s M la impe-
dancia mutua correspondiente al acoplamijento inductivo.

Ejemplo:

Plantear las ecuaciones, del método de las mallas para el circuito de la Fig,
16.26. Aplicando las replas arriba mencionadas resulta:

7 [z, z. 7. z.] [R]
o Zn Z32 Z13 Z 2 | I,
o | Zn  Zy  Zss  Za Iy

-~ Vzd ' Lf41____ Zaz | 243 Zas i N ia i
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Fig. 16.26>

donde:

Z“ =R1 +f(0 L]

. . -
=JCQL2+;OJL3+}'ML5+—H"—'

Z2; Py
Zy3 = Ry + jwl,

Zaa JwlLg

Ziy =2y =~ JoMy

Zy3=Zy =0

E14 =Z4: =0

16.10 El circuito con acoplamiento inductivo débil como cuadripelo

En 12 Fig. 16.27 se ha dibujado un circuito con inductancia mutua ence-
rrado en un cuadripolo, respetando los sentidos de referencia introducidos en
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el capitulo 15, Planteando las ecuzciones para dichos sentidos de referencia
resulta: :

Vifs) = sLy 1y(5) k. sMI,
y comparando con la familia de pardmetros z.
Vifsy =2y Iifs) T Ty 1pf3)

Vafs) = Zoa di (s} + Zaa L5 (s)
queda;
Zig = sby 230 = 2l

Czyy =2y = HM

Donde el signo pesitivo' corresponde al caso en que las corrientes f; {5/ e
Iy fs) entran a los bornes marcados.

ts) :
-t et -

i W
. vyls) LI L2 |V2{s]

Fig. 1627

Log parimetros correspondientes a las restantes familiss pueden ser obte-
nidos a través del cuadro de equivalencias de la Fig. 15.19.

16.11 Impedancia reflejada

Considérese €l circuito de la Fig. 16.28, constituido por dos mallas acopla-
das inductivamente. Se ha sefialado con trazo continuo un par de bornes
homologos para el cual los flujos se debilitan y punteado otro par pam el
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. laf
Iﬁ'.“:to Zyis) _a(sL

L2 Zala}

?VI!’)

Fig. 1628

cual los flujos se refuerzan entre si. Las ecuaciones del método de las mallas
para el circuito en estudio son:

Fi(s/ Zyy (s} Zya(s) [y fs)
o (16.70)
0 Zafs/ Zq2(s) 1y (s}
Donde: —
Zyafs) = Zosfst = ~ 1 M

Donde el signo negativo corresponde a los asteriscos dibujados con trazo
fleno y el pesitivo a los punteados.

¥, (s) Zuils) e SM 1, {s)
0 Wi s M Zan {s) Iy (s}

despejando 7, {s) resuita:

Vyfs} sM
0 Zaa(s) Zaa (s}
I = — = ¥,
W a2 2t W
_— sM L9z (s}

De modo que la impedancia de exeitacién alimentada por el generador,
impedancia de entrada de] circuito acoplado es:

Zots) =L e = Zu (s
U - Za2(s) EARANPNYY
Zuv(s) Zaafs) = 8 M? (16.71)

2 2
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Como el generador tene una bmpedancia interna nula, £, {5/ es la impe-
dancia que presentaris el circuito si no existiera acoplamiento inductivo. En
consecuencia, el término restante puede ser interpretado como la impedancia

Zg () reflejada sobre la malla de la izquierda por la de la derecha. Esto es:

Zefs) = Zyyfs) + Zp(s) {(16.72)

Donde
L 6.73
ZR(SJ#_-E'H{SJ {16.73)

Asi por ejemplo, la componente resistiva de Zgp (s)representa en la malla
de entrada la energia cedida al medic por los resistores de la malla de la
derecha.

Notese que al ser M* = }? L, L,, resulta;
3 .
Zpfs) =— ——— (16.74)

De modo que la impedancia reflejada disminuye con el cuadrado del indi-
ce de acoplamiento, al alejar los arrollamientos, Obsérvese ademds que las
polaridades de los arrollamientos no afectan el signo de la impedancia refle-
jada.

Si se trabaja en régimen senoidal permanente, la mpedancla reflejada de la
. Ee. {16,73) se convierte en:

— fiew)? M? w? ME
Zr=—"% =— (16.75)
212 Z23

SiZp=Ray + }'Xn, reemplazéndo en fa Ec. (16.75) se obtiene:

w? M2 w? M? _ w? M2

drp= —— - = Rpy = f Xy oy ——
Ry + X, R+ X%y,

- (16.76)
Rzz + ing :

La Ec. (16.76) muesira claramente que el signo de la reactancia total de a
malla de la derecha o secundario, se invierte al reflejarse sobre la malla co-
nectada al generador o primario.
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16.12 Circuito equivalente con una impedancia reflejada
y un generador contrelado

Seglin se vio en e} paragrafo anterior, el primaric puede ser caracterizado
por las Bes. (16.72) y (16.73). Esto es:

Zofs) = Zys (s} +ZR (S} ' (16.72}
con
st ot
Zg(s) = — == (16.73)
Z32(8)

Pero al mismo tiempo el secundario puede ser caracterizado por la expre-
sion: :

0= Zoz () £, (s _ sMI, (s} (1677

Las Bcs. (16.72), (16.73) y (16.77) permiten construir otro circuito equiva-
lente at dade, que en lugar de tener dos generadores controlados, tengs una -
impedancia reflejada v un gencrador controlado. En efecto, si se aplica la se-
gunda regla de Kirchhoff a las mallas del circuito equivalente de la Fig:
16.29, se obtienen las Ees.(16.72) v {16.77).

Iy l=

Zqls) . ;
_______ R b falsl

i
hvm:sa Ipisi =S

vzibsle SK.T (s

l“”

L2

Fig. 16.29

Ef circuite equivalente de la Fig. 16.29, permite efectuar un andlisis de
tipo cualitativo pera determinar la influencia que tiene sobre un inductor ia
aproximacion de un blindaje. En efecto, al acercar el blindaje, las lineas de
induccion del campo creado por el inductor, son cortadas por la supeerficie
metdlica y el conjunto s¢ comporta como un circuito acoplado inducti-
vamente, donde el secundario tiene una resistencia R,; y una reactancia Xa,
de cardcter inductivo,
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Segin la Ec. (16.76), la impedancia reflejada serd:
. M 0wt M

Zr=Ray —(——5 Xy
Ry + X2y Ria+ Xy

y ia impedancia presentada por el inductor serd:

- = - ) ' w? M? o w? M2
Ze=ZyTZr= R +jwl, +an ks m
ordenado resulta:
Z.= (R1 + Ry, "‘*‘"ﬂz‘“) + fw(Ll — X2z _w’iz__)
R%y + X%, Rip+ Xn

(16.78)
La Ec.. (16.78) muestra que al acercar un blindaje aumenta la resistencia

efectiva v disminuye ls inductancia efectiva del inductor. En consecuencia, el
' factor de mérito disminuird al acercar ¢l blindaje, ya que:

: - 'ZMI
" Q}Ll "’Xzz—_cd"———‘—"'
R,

2 2
Ry + X'
sz!.

{16.79)

16.13 Aplicacidn del teorema de Thevenin a circuitos

con acoplamiento inductivo

Se trata de aplicar el teorema de Thevenin para sustituir la parte del cir-
cuito de la Fig. 16.30 que se encuentra hacia la izquierda de los bormes
Cy D .

his) 242 Zptsl  Ials)
25 ol 12,

Fig. 16.30 Fig. 1631
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La impedancia de Thevenin es la que presenta el citcuito entre los termi-
nales ' y D, con los generadores desactivados y la carga descomectada. Esto
es, la impedancia indicadd en la Fig. 16.31. Si se imagina excitado el circujto
desde los terminales € y D la impedancia que estos presentarsm sera la propia
de fa maifa de ia derecha.

Zyafs) = 5Ly * Zy(s)

mds la reflejada por la malla de la izquierda sobre la derecha. Es decir

2 M: 32 MZ
Lpqy (3)=— =
Ril(} ZII(SJ Zl($)+SL1
En consscuencia
Z,(s) ik (16.230
Z = si4 t s - ——— 16,
(s} = shy t £y 7055, )

La tension de Thevenin, es la que existe entre los terminales C vy D con Ia
carga desconectada, tal como se indica en el circuito equivaiente de Ia Fig.
16.32, donde Zg ,,(s) = O pues 2,3~ o por estar ¢l secundario a citeuito
abierto. Par tal causa, se denomina /4 (s} a la comiente del primario.

IWLEY!

[PEELL]
QL 2ist 2oy POl

V=il

%" Fig 1632

Como f30(s) = 0, resulta Viaofs) = O al igual que la caida de tensidon
en Z, (5). En consecuencia, aplicando la 23 regla de Kirchhoff resulta, para
el sentido de 17, ¢ /$) en el caso considerado.

Vifs)= Vg ls) = sMIyg(s) (1681

Donde
Vi fs)

e por set Lpgfs)= 0
5L, +Z|(é‘}

Hots) =

quedando finalmente:
Viis)

R — (16.82
SLl +27, {s) )

Vr(s) =
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que permite dibujar el circuito equivalente de la Fig. 16.33 para Ia malia de
la derecha. Nofese que si las polaridades se cambiaran, las Ecs, (16.81) y
{16.82) iendrian el signo opuesto pero la Ec. {16.80} no se modifica.

Ie‘sl

Zia)
2ais)
les!
Fig. 16.33

16.14 Diﬁgmnms fasoriales de circuitos con acoplamiento inductivo

Al construitse estos diagramas fasoriales, debe tenerse en cuenta que las
tensiones de inducciones mutuas dependen de la corriente en una malla, pero
aparecen en la suma fasorial correspondiente a la otra malla.

Considérese, a manera de ejemplo, el circuito de la Fig. 16.34.3.) del cual
se desea dibujar el diagrama fasorial. Se suponen conocidos los valores de to-
dos los parimetros, asi como el mddulo de 1a corriente {4, Parz efectuar la
construccion se elige [, como fasor de referencia asigndndole arbitrariamente
" fase cero.

H oW
L1§ ELE

En fase con 7, se dibuja, en la escalz de tensiones elegida, las tensio-
nes R, [, en fase con /4 y jwl, 1, adelantada en 90° con respecto a dicha
cottiente, por estar afectada del operador j Puesto que en la malla de la
detecha solo actian las tensiones dibujadas y la de inductancia mutua, el
tridngulo de tensiones debe cerrarse con la tension jw M7, tal como se mues-
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tra en la Fig. 16.34.b). Para determinar el sentido del fasor dibujado en 0l
timo término deben analizarse los semtidos de las corrientes 7, e [, respecto
dé los bornes de igual polaridad respecto del flujo. En Iz Fig. 16.34. a) se
observa que 1, entra al borne marcado, mientras que [ sale del homologo

Tn comsecuenci?, los {lujos s debilitam y jo M, dete temer seniido
cpuesto al de jw Ly I, en el tridngulo de tensiones. En efecto, la ecuacion de
la malla considerada’es:

0=R, T +jwlaly +jwMI, (16.83)

Conocido el fasor jw M|, la determinacion del médule v la fase de ?_1 es
inmediata,

En la Fig. 16.34.b) se ha dibujado 1, atrasada’ 90° respecto de jow MI;
En fase con {, s tiene la tensibn R; 7|, adelantada 90° estd jew L, Ty,
finalmente adelantada 90° respecto de I 2 se encuentra fw M I,. Sumando fa-
sorialmente estas tres temsiones mediante una poligonal, se obtiene la tensidn
aplicada ¥,, tal como corresponde a la ecuacion de la malla entrada:

V, = Ry Ty + jwl I, — joMI, (16.84)

Notese que e! &nguloa debe ser menor que 7/2yz que (L; > 0). 4 _
queda comprendido entre I el,

En la Fig. 16.35.b) se muestra el diagrama fasorial correspondiente al cir-
cuito de 1a Fig. 16.35.a), en €l cual s han cambiado las polaridades de modo
que los flujos propios y mutuos se¢ refuerzan entre si.
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El diagrama responde 2 las ecuaciones.
V, = R,T1 + jwl Ty + joMT} (16.85)
0= Ry13 + jwly[3 + juMi (16.86)

Es inieresante destacar que al despejar 77 del sistema de las Bcs. (16.83) ¥
(16.84) que corresponde al circuito de la Fig. 16.34.2), resulta:

B Joo M I—"I
TRy +jw i) (R +jwLy) + WP M

1, (16.87)

Si en cambio se despeja ?—,3 del sistema de Jas Ecs.{16.85) v (16.86) corres-
pondientes al circuito de la Fig. 16.35.a), se obtiene:

— —jwM -P;l
2T YRy Fjwly) Ryt o Ly) + w? MY

Es decir que:

-7, : (16.88)

!

ba

De modo que al tomar {7 con signo negativo en todos los fasores en que
interviene en el diagrama de la Fig. (16.35.b), quedan invertidos los sentidos-
de 17, R, [3, jw by 1y y joM £, obteniéndose, como es natural, el diagra-
ma de la Fig. 16.34b), que cs el que correspontde a la realidad fisica, de
acuerde a la Ley de Lenz

16.15 Respuesta de frecuencia de los circuitos con
acoplamiento inductive débil

16.15.1} Imtreduccién: El analisis de la respuesta de frecuencia de los cir-
cuitos con acoplamiento inductivo débil, se tealiza de la misma manera que
para los modelos ctrcuitales sin acoplamiento. Esto es, se debe hallar la fun-
cidn operacional de transferencia H(s/ que correspenda y luego obtener las
curvas de H{w} y Ofw/ a partir de la configuracion de polos y ceros, o
mediante los graficos asintoticos Bode o bién con un andlisis cualitativo y
cuantitative tradicionales. La cantidad de polos de Hs/ estard directamente
relacionada con el niimere de elementos reactivos del circuito. Asi, para el circuito
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de Ia Fig. 16.36, en el que existen dos elementos reactivos, Ia funcion H{s) estd
dada por la Ec. {16.89), que presenta dos polos:

Vals
His) = 21
Vifs)
. Rg & g
VI Lo 1k R, R 1 RR, 1
VI Ly . (h__1_+___2) oy Rk :
i Lz ’_kz Ll Lg 1 ""'k
(16.89)
R1 . Al R
o A AA% ; " —— A
ey o " ' i wx| ) *1
v te) w ; El.a vals) SRz 1.1; Lz valey ==c2
L | . '
Fig. 16.36 Fig. 16.37

En la Fig. 16.37 se muestra un circuito con sintonfa simple que se emplea
en los amplificadores de radiofrecuencia sintonizados acoplados por trasfor-.

mador. El circuito mencionadc posec 3 elementos reactivos y su trasmitancia
de tensiones, dada por la Ec. {16.90), posee 3 polos.

V. is 2
fy =2 o [l Ko
v, (s L, 1—k

g

o1 R R Ry R R
2+ (—1+—2]$2+( 1% ] )s-!— !

11— \ Ly L, Lils Ly Cy LilyC
| - (16.90)
.)—‘-_C{ R1 RE

—
i8]

"]jTjrcz I .
Fig. 16.38

Finalmgnte, el circuito doble sintonizado de la Fig. 16.38, de gran aplica-
cién en la prictica, que serd analizado con todo detalle en los dos pardgrafos
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siguientes, tiene cuairo elementos reactivos y su trasmitancia de fensiones
Va(s)
Vi fs/

(16.118)}.

La diferencia que estas funciones H(s) presenian con las estudizdas en los
capitulos anteriores reside en que dependen del indice de acoplamiento k.
Por lo tanto, presentard gran interds la investigacion de Ja manéea en que &
afecta la forma de la curva de respuesta de amplitud, asi como la determi-
nacién de su valor mas adecuado para cada configuracion. A manera de ejem-
plo se analizara con detalle lz respuesta de {recuencia del circuito acoplado
doble sintonizado.

Se ha elegido este circuito por corresponder al caso mds general, para el
que pueden extraerse interesantes conclusiones y ademds por ser el mais em-
pleado en la prictica.

posee 4 polos, segin muestran la Fig. 1645 y la Ec.

His) =

16.15.2) Anilisis cualitativo de la respuesta de frecuencia del circuito doble
sintonizado con acoplamiento inductive débil. Se trabajard en el dominioj w con
el circuito equivalente de la Fig. 16.39. Se supone que el primario y el secundaric
tienen igual factor de selectividad y frecuencias de resonancia coincidentes.

Esto es:

Fig. 16.39

Esto es:
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La impedancia reflejada por el secandaric sobre el primatio esté dada por
la expresion:

. w? M‘E i ot M2 .
Zr == = (1691}
ZZ2 2 . 1
43 C'J_
y teniendo en cuenta que
MY=k L, L,
puede escribirse
— wt L, L 1
Zr -*—-—#l—*"%----— con Xp = (uLz - ] (16.92)
RZ 1 X wC;

La Ec. (16.92) muestra lo siguiente:
a) Z g es directamente proporcional al cuadrado del indice de acoplamiento .

b) A la frecuencia de resonancia wy el denominador se hace minimo y Zg
toma su maximo valor:
2
— wy Ly Ly

= e (2 16.93
Zrg R, { )

¢) Al racionalizar la Ec. (16.92), se obtiene:

X,
Z-—mLLkz[ — ] 16.94
# R2+X2 TRY 1 (16.54)

La Ec. {16.94) muestra que la parte reactiva de Z p tiene signo opuesto a
la de Z5;. Esto es cuando el secundario es inductivo, se refleja sobre el pri-
mario como capacitivo y viceversa.

Se analizardn en primer término lus curvas de las corrientes /i vy V,; en
funcion de ia frecuencia, para distintos valores de k. La corriente [, esti da-
da por :

]
it

{16.95)
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La tensitn de induccién mutua es:

Vg = foMIy = jw NI Ly k1, (16.96)
Resuliando la corriente, I,

_ v, R .
To =224 = oL, L, kT, Vs 1697

YAy,

y finalmente la tensién V.

Vz— = kfl ng =

o 1, jwliLy - — [L1 Ly
jw Oy B jw €y

k] Iy Yaq (16.98)

Se comenzmi e} andlisis supcniendo que el acoplamienio es muy débil
£ €1 -
En estas condiciones, lz impedancia reflejada Z 5, que segin la Ec. (16.92)
es proporcional al cuadrado de &, sc hace despreciable frente a Ia impedancia
_propia del primario Z,,. La Ec. (16.95) queda entonces:

- ¥ v, '

Iy = = = " (16.99)
H Rl +f ((.!J LI - ]
[ Cl

que corresponde a un circuite resonante serie como el analizado en el capi-
tule 12. En 1a Fig. 16.40 se muestra la curva correspondiente.

Fig. 16.40

|
|
|
|
|
s - . w

Para analizar 13 forma de V,, se parte de la Ec. (16.98)

Ll e — |
V2=( L2 k}fl Yoy (16.98)
C, |
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L L : .
El factor {l—-i k) es constante para una configuracién dada, mientras
- — 2 . -
que Iy y Yy son dos curvas de resonancia simples que presentan un maximo

para & = wy ¥ que poseen la misma selectividad va que Qo = Uo2-
En consecuencia V, estari representada por una curva de mayor selecti
vidad, con un méxime para w = We. tal como muestra la Fig. 16.41.

Fig. 1641

Supbngase ahora que k es suficientemente elevado como para que exista
una marcada influencia del secundario sobre e primario. En estas condiciones,
ocurre o siguiente:

1°) Para w = g la impedancia toma su miximo valor, dado por la Ec.

(16.93). v

Zeo” TR,
2

Consecuentemente la corriente [y resulta menor que para acoplamiento
despreciable, pues aumenta la resistencia de! primario segiin muestra Ia
Ec. (16.100),

= 2 v
Tio= — = 2 1 : . (16.100)

Ri+ Zro 4 +_f_'-’_051 Ly P

Ry

2°) Para w > wy Z4 es inductiva y por lo tanto Zg resulta capacitiva. En
consecuencia, si el acoplamiento es suficientemente fuerle, llega a cance-
lar la reactancia inductive del primaro, produciende una resonancia que
se manifiesta- con un pico €0 la curva de 7, para wyy >'wy

3%} Pam w < Wq, Zan s cagacitiva y se refleia como inductiva, Como en el
caso anterior, puede llegar & cancelar la reactancia capacitiva del primario
dando lugar a un pico de resomancia para wyy; < wp.
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ta curva de Iy en funcién de w se representa en la Fig. 16.42,

i
— b LN
Ws Lika 5 ! I\ |
H'I'i'--———-ié—*—K i | |
| : |
| | !
i !
b
L — -
Whyp B, gz W
Fig. 1642 :

4%) La curve de ¥ también presenta 2 picos, levemente mis juntos y con
un valle menos pronunciado.
Esto es asi va que V, depende del producto de [y por Yi,, de acuerdo
ala Be. (16.97) y la Fig. 16.43.

Fig. 16.43

Ademds, por haber aumentado el acoplamiento, la curva de F, para
acoplamiento mas fuerte estard por encima de l» correspondiente al mis
débil.

Comparando la curva de V, de la Fig. 16.40Q, dibujada para acopla-
miento muy débil, con la de la Fig. 16.43, comespondiente a acoplamiento
fuerte se intuye que debe existiv algin valor particular del indice de acopla-
miento que corresponde a la trasicidn eéntre las curvas de V3 que poseen uno
y dos miximos. ' _

Este valor particular de K = k; se denomina acoplamiento transicional y
cuando es (g = Qpy coincide con el acoplamiento critico kg, que permite
obtener la mayor ammplitud de V, para w = g, tal como muesira 12 Fig.
16.44,
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Fig. 16.44

16.15.3) Andlisis cuantitative de la respuesta del circuito doble sintoni-
zado con acoplamiente débil: Se estudiard nuevamente ¢l circuite de la Fig.
16.38, trabajando ahora en el dominio de frecuencia compleja, para completar
el dnalisis conceptual del pardgrafo anterior. Las ecuaciones del método de
Ias mallas correspondientes al circuito de la Fig. 16.38 son:

Vyis) = Zys(s) Iy (s) + Zya(s) Ip(s}
O =2y (s} Iy(s) + Zyy(s) I,{s)

Resolviendo para [, (&) se obtiene:

!311 fs/ ¥y (st

)]
Is) = ki - - Vi B 2l
? £y (5} 24215} Z11(8) Zaafs)— Zyy (s} Za1 (s}
Zovts) - Zaafs) . (16.101)
y como: .
Vils) = —— Ifs) (16.102)
H Cz

Sustituyendo la Ec. (16.101) en la (16.102) se obtiene la trasmitancia de
tensiones H (s} buscada:

Vafs) . \ 231 {8/

- 16.103
Vits) sCy 2y (8] Zyz(s) — Z15{5) 2oy (5} ¢ )

His} =
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T
Interess investigar cGmo varia H fwy) = '.23'] en funcidn del indice de
' [ ¥y Wy
acoplamiento & para determinar el valor Optimo de este. Para eflo se expre-
sard la Ec. (16.103) para répimen sencidal permanente, a la frecuencia de
resonancia del primaro y el secundario que se¢ suponen coincidentes. En estas

condiciones es:

_jlfu = R, +jwg iq+ - = R, (16.164)
fawp €

— [ )

Zzzg = Ryt jug Ly + ~= Ry (16,105}
Jwg Oy

Zigy= Za1g =~ JwgM=—jwo k I Ly (16.106)

Reemplazando las Ecs, (16.104) a (16.106) en la Ec. (16.103) resulta:

_{73_ wg k L L, 1
Vi do, Jwo Gy Ry Ry + Wl Ly Ly K2

kI L 1

€, RiRy+wiL, Lk

Sacando factor comiin w; Ly Ly en el denominador v recordando que
W) Ly C; = 1, queda:

172] kI L 1
[P

17 wy Ly Ly C, 2&&_ . 2
w(}!—‘l .L2
e VIm
L R, R
1 : | Bk 3+ 52
woL] Lg

(16.107)
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y como los factores de selectividad del primario y el secundatio son

Lin L] _ “y l,_?;' -
Joq = R, y Co, &, (16.108)
sustituyendo sus valores-en la Ec. (16.107), resuita finakmente
V. .
2 (16.109)
uiy Ll T T '
Q(J] QUQ

Como es natural, por estar en resonancia msulta——] H Derivando la Ec.
“o

{16.109) respecto de & e igualando a cero, se obtiene el valor optimo de &
lHamadoe i

1]
coeficiente de acoplamiento critico k¢ paras el cual es
V2

¥

“e_ (“_1___ . k2)~k2k
._'-'I_ Vz "I_.I_z_- QO] QZ =0
dk ?1 g L]

wa ) ]
QD] Qﬁ
i

G R kL — 2 Kl =0
QG; Q{]g

maximo.

De donde surge:

i
—_— (16.110)
WV QO} Qoz

ke=

Es interesante hallar el valor que toma la impedancia reflejada para
W = wy ¥ k = ke La expresion de zge es:

LW Ml KLy L
Zre = =

Z224 . Zaa,

que puede escribirse, teniendo cn cuenta las Ecs. (16.105) y (16.110)
F
- wy Ly L .
Zpe = 21— (16.111)
R Qo O,
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v sustituyende en la Ec. (16.11]) los valores de (Jg, ¥ Qy, dados por las
Ec. {16.108):

2z
g £ L
Zre = o Zt 72 =R, (16.112)
C&JG Ll Wy LQ_ '
R, L
R, R,

Puede decirse entonces, que el acoplamiento critico e¢s aguel para el cual
la tension V{wo/ toma su maximo valor y ls impedancia reflejada por el
secundario sobre el primiric a da frecuencia de resonancia, es igua) a I resis
tencia R, propia del primario,

Esto significa que cuando se tiene el acoplamiento critico, la mitad de la
potencia disipada al medio es cedida por el primaric y la otra mitad por el
secundario.

Se retomard ahora el andlisiy general en el dominie de la frecuencia com-
pleja. Se supondrd -para facilitar el desarrolle, que ademds de resonar a Ja mis-
ma frecuencia, el primaric y el secundario tienen factores de selectividad

iguales.

Esto es: Woy = W, = Wy
Qol = Qoz = Uy
como Gy, = “Lioﬁ{:l' =y, = m;:,}_: o
resulta: Bi R | @ (16.113)
' Ly Ly o
Por otra parte: LI - = Gy {16.114)

teniendo en cuenta las Ecs. (16.113) v (16. 114), las expresiones de las impe-
dancias propias y muituas pueden escribirse:

o o )
Zutsl =Ryt sl o = (@ e )

s § L, L ¢
L w .
=1 2+—'9' 5t wé)
£ o

(16.115)
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_ L Lz(;4R2 L] )
Zyafs)=Ry+sly r—r=—{s2+=>3 ol
22() 2 2 SCQ ¥ L'z Lng

L)
§ 0 : .
(15:116]

Zials) = Fyts)=—sM=—sk 1,1, (1F-17)
Sustituyendo las Ecs. (16.115) a (16.117) en la Ec. (16.103) resulta:
Hiy= V2 kI
)= = .
Vifs) sCy Ly ( w R
8

2
u 1 =
sz+—-—s-rw0) — s K L, L,
o

Ly L,
‘que puede escribirse, sacando factor comin —— en el denominador:
5 .

_vils) kI L, 5?

V19 Ty hg by l

“o
st + o s+ w%)—kzs“
0

Teniendo en cuenta que
xE—yr=Axty) (x—p)

el denominador puede ponerse como sigue:
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y agrupando los términos en s° del denominador

: kL Ly ¢
: 1 L w )
? vz isz. f1+k) =2 gt wﬁ”s?(lwk}—&- Y os+ wé]
o Qo
! 2 . - .
Recordando que o = ), ¥ haciendo unitarios los coeficientes de los
2Ly

términocs en 3° del denominador queda:

(AJ?D ‘\/Ll Lz_ k

Hs) = .
TR

52

2
o f 5% _(«Jg g+ o - P “o_, 5+ @
O1l+k . 14k Oufll—K ~ 1—k

Resultando finalmente:

2 2
- |5+ o s+ “ o+ o g+ “o (16.118)
Qofl+kj 1tk Qofl—kl 1k

Esta trasmitancia de tensiones posee un cero doble en el origen y otro,
también doble en el punto impropio del plano 5.
Ademas tiene 4 polos dados por: :

P a1+ &) VY R -

wn ‘ w? wp,
P3ia=——o N - (16.120)
2Q0(1—k) 40 (1 %) 1—k
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Como pam Jos circuitos selectivos es @ » 1, los polos resultan complejos
conjugados vy las Ecs. (16.119) ¥ (16.120) se pueden escribir:

g , o i
pl i1 — — + o — 7 --..-—;—-
20001+K  JTFR 403 1+ K
(16.121)
Y

wWo . Y

1
L= + S ]6_122)
SRR YNTRY ’fr:;e/ TR

En la Fig. 16.45 se ha representado la confipuracién de polos y ceros de

His) = Yy (s)
Vifs)
[13].]
B X AR e
il’1 ] e \/].h._._.l._.._
| T VR LR
|
|
o
wo i
T TS
h i .
P
ETOI
i s
i .
ine - : Fig. 16.45
|
Py K

Suponiendo que Q5 > 5 v & < 0,5 pueden escribirse las Ecs. (16121 ¥
(16.122) como sigue, cometiendo un error menor del 1 %:

wo 4 om0 .(16123)
Priz=— 7 .
P 2Qo 1+ k) VI1+k _
[ [ 5}
Pyiq 2~ s +] (16.124)

N
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En general Oy toma vylores del orden de 100 o superiores. Reemplazando
este valor de (o en Ia B¢ (16.110) resulta k¢ = 0,01. Is decir que en la
prictica suele ser k < 1 Aceptando que esto se cumple, puede suponerse
que las componentes reales de los cuatro polos son coincidentes, lo que facili-

ta notablemente las conStmpciones geomélricas postericres.
En estas comdiciones:

Pyiq -y B0
2¢, NI
Log . Wo

T 0 TR

(1 2k)""=1%p k cuande k¥ <1

Cprm e sy (1) (16.125)
203 2

Psia S tjwp (1 +*k—ﬁ" (16.126)
20, 2

En la Fig. 16.46 s¢ muestra la configuracién de polos y ceros para un
valor genérico de & paty Qg » | y &k <€ 1, de modo que sean validas las
Ees. (16.123) y (16.126).

Lz respuesta de frecuencia de amplitud, determinada como se explicd en el
capitulo 11, pardgrafo 11,7, esti dada por:

q 12
H:'w)zﬁzA 'ﬁt_ = (16.127)

9 =, |5
Vi IBLICIID] |E)
Donde 4 B CD y E son fos factores dirigidos desde los ceros y los

polos ab punto del eje jw considerado.
Como (g » 1, resulta;

Lag

k
W lz2—} = »
o (1357 = > 2o
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por lo cual, en las proximidades de wy es:
VIDIE = 2i4] (16.128)

Sustituyende la aproximacion (16.128) en Iz Ec. (16.127) queda:

Hiw)= A A 4o ! (16.129}
wjE Ay = — —— .
®44°BC 4 BC

L

Fig. 16.46

Es decir que la respuesta de amphtud queda gobernads por los dos fasores
ubicados en el semiplanc supetior.

Para las coordenadas de los méximos de {f {w) se traza una sermcn‘cunfe-
rencia que tenga cormo didgmetro al segmento que une los dos polos del semi-
plano superior, tal como muestra la Fig. 16.47. El drea del tridngulo rayado
estd dada por el producto de dos de sus lades por la mitad del seno del
éngulo comprendido.
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Esto es:
I
AREA =—2— 1B IC] sena (16.130)
gue también puede expresarse como (a mitad del producto de la base por la
altura .
_ 1 wyg 1 kwé
AREA =1k ( ) =— (16.131)
2 2@ 4 Qg

Tgualando ia Ec. (16.130) y (16.131) queda:

1 kwp
—BC sengy = —— —

2 Qo

PP (16.132)
B T 20, sena '
Sustituyendo la Ec. (16.132) en la Ec. {16.129) resulta:
A sena

Hiw = _ﬂo_?__ (16.133)

2k Wy

Segin la Ec. (16.118), 1a constante de escala es:
A 2 f fz & 16.134
0 = &y Ll 1— k2 ( ' )

Reemplazando la Ec, (16.134)en 1a (16.133) se obtiene:

Hiw = o f_&g_ k Qy sern
Ly 11—k 2k o)

[Ea Q0 e |
L, 2-#) o e

Para un circuito dado, todos los factores de la Ec. (!6.135') S0 constan-
tes, excepto sen . En consecuencia, H{w/ serd miximo cuando lo sea sen w.

y simplificando:

Hiw}

I
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K w

. 0 _ .
Se presentan tres casos posibles, seplin que —- 5 = §¢d (NAYOI, Menut o igual

w
que e En fa Fig. 16.48 se muestran las tres posibilidades.
7
« o

l|u_)

L
=} e
¢ q
[, -r——---—-—[—€5+2«--—-—~—-t- P
al KK bl KeKg
Fig. 16.48
Primer cgsor Acoplamiento superior al critico
Este ¢aso es el mostrado en la Fig. 16.48.a,
Se presenta cuando:
k LAV Wy
2 2 Qg
a lo que es lo mismo, cuando
1
k> — (16.136)
o
Segiin la Ec. (16.110). para Uy, = (g, = @ es:
1
kp = — {18.137)
&

De medo que ta condizion 16,136 puede ser expresada:

Lk,

(16.138)
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[/

- . 2
Este caso se denomina sobregcopledoe v la curva de Hfw) :“—;- presenta

. 1
dos maximos pata las pulsaciones en gue la semicircunferencia corta al eje

T
jw. En efecto, en esos puntos sem o toma s mdaximo valor yz que @ = —

.

i
Para todo ofro w es a > - En la Fig. 16.49 se muestra la curva de res-

pliesta correspondiente, que parte de cero para w = 0, debido al cero doble
en ¢l origen y tiende a cero para w —> = debido al cerc doble implicito en
el punte impropioc.

3 PR V2 pwy N
¥ ! :
Doy = Wy V 5 ‘
3 . r -
Le o !
Ly 2Kp ! : ! ‘
H |2 -"—-'-conh“ﬁi(c .
fie = a - ton Kc.“c
L K%Ké
Fig. 16.49 i W * Waun

Wy s @~ ¥ k2o nE
Como sence = 1 para ambos mdximos, ellos tienen la misma amplitud. De

acuerde a la Ec. 16.135 la ordenada de los mdximos vale:

o [l o _
H160)] g = L, aios (16.139)

y sustituyvendo (Jy en base 7 la Ec. (16.137)

Hiwll = /i2 —— : - (16.140
max Ly 2ke (1—&%) o

y conto k% <€ ]

Hiw ] R : (16.141)

mdx L, 2 ke
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que es independiente del valor de & Esto significa que al aumentar & se sepa-

ran mds los miximos pero no se altera su amplitud, siempre que se cumplan
las hipttesis simplificativas introducidas.

fwo, = Wy, 3 Qo; = Coyi Co P 11K €U

Para hallar las expresiones de las pulsaciones wpr; v wprs correspondientes
a los maximos de H{w/, se utilizard la Fig. 16.50. En eila se deduce que:

Pt (16.142)
cos § = ——=— .
P C '
v también _
[ Cl _
cosff =—— (£6.143)
k(.l}ﬂ ) ’

Igualande Jos segundos miembros resuita:

Awg _ C

C k(AJo

Lokwy Awy = F
Pero aplicando Pitdgoras
Cr = Al +H 20 )2
. . IQO
Igualando las Ecs. (16.144} v (16.145) queda:

(16.144)

(16.145)

2 2
k(.l.?o &(A}I =Aw,2 + ‘i"“‘-—)

Il
<

DAW — ke Ay + ( Yo )2
' ' 2@

Ecuacién de segundo grado que permite obtener:

nupm v hor sy f(Ey (o
P2 : 2

20,

1 !
y como — = k;é,puede escribirse
1]
kw Wy
Ay = —— 1—5"— K kG

16.14
> (16.146)
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Ky
4 e

"
L Z2Qa .

Fig. 16.50 Fig. 16.51

En la Fig. 16.50 se ve que:

k
W, = g (1— "2*) + Acw, (16.147)

y sustituyendo el valor de & w, dado por la Ec. (16.146) en la Bc. (16.147)
resulta:

wg k @ I
WMy, = Wo (1"“‘—2') '*"—;_ tm-;L\/ k- ke

que simplificande se reduce a:
w
Wiy, = Wo mi"— VK —KE (16.148)

La separacién entre los mdximos es:

L = wo VK —&Z (16.149)

que aumenta a medida que el indice de acoplamiento s¢ hace mayor.

8 Wy = wp, — Wy

Para hallar Ja ordenada del minimo de H{w/ se hard referencia a la Fig.
16.51. En la zona comprendida entre War, ¥ War,y, Sen o toma su minimo
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n
valor para w = (g en que @ = —2— s¢ hace méximo. Por la simetria de la

figura, pvede escribirse:

%k 2k
qon Smin_ _ B k0o “o (16.150)
2 | B \/kwg)z ( wg)z
2 20
&g “Ip
¥ 2 2
cos Zmin _ 2Q0 o (16.151)
2 (5] /[kwo)z +[ g )2
N 2 20
Sustituyendo las Ees. (16.150) y (16.151)en
2 * e
sen Oz, = 2 sen— cos—
i 2 2
resulta;
kwo W i
eng =2 - ——
min 2 ZQQ ( kg )2 " g 2
N7 ( 20, )
Simplificando:
k
sena, = - %) S {(16.152)
— 4
Co 73 2 0} )

Sustituyendo la Ec. (1.6.152) en la expresion de H{e:) dada por la Ee.
{16.135), se obtiene: '

Lq o k
{w} min Ll 2(l"k2} [ki 1
[H]

2 _ZQ%]

Simplificande queda:

L, k

Ly ]
(1—k) (k2 4 — )
"z

Hrﬂ.’) ]m in =
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y sustituyendo: 1
. ———— I k-
o
L k
Hiw)| = [ T (16.153)
Jmin L, (—k } (k + k2

ysi ki<l

‘ La il 6.154
Hi|, . = T iE (16.154)

Falta haltar las pulsaciones de corte superior e inferior, para las cuales
H{w) se reduce al 70,7 % de su valor miximo.

Esto es:

Hiw.) = :{%~ H{w}] (16.155)

mdx

Reemplazando en la Ec. (16.155) las expresiones de H {we)y H{w] max
dadas por las Ec. (16.135) v (16.139) queda:

[y Qs v /Ly Qo
— T SN0y o f e e
Ly 2{1-k%) 2 Ly 2 {t—k*)

Sivanlifpasdo sp ohtinoe:

V2
sen @, = —'T

: il (16.156)
Lo, = .
4

En Ia Fig. 16.52 se muesira iz construccion parz la obtencidn de las pul-
saciones de corte superior wes e inferior wey. Se parte de Ja construccion
efectusda para obtener wpr, ¥ Wi, En efecto, se determina el punte £ en
el cual la horizonial que pasa por jwg corta a la circunferencia que tiene un
didmetro que pasa por los polos p; ¥ ps. Con centro en F y radio igual al
- segmento tendido entre & y py se traza una nueva circunferencia. Los puntos
G y H en los que ésta corta el eje jw corresponden a las pulsaciones de
corte buscadas. Er efecto, ¢l dngulo tr formado por los fasores B y C ten-
didos desde los polos al punio G 6 el H es de 45°, de modo que satisface a
la Ec. {16.1586).
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N

i Ky
§ L Wty
T
e ————
Wy _,..—"/‘

Fig. 16.52

En ls Fig. 1652 quedan ubicadas todas las pulsaciones de interés.
Las expresiones de wes ¥ wyei pueden ser obtenidas a partir de la Fig.
16.52. En efecto, de ella se deduce que:

2 .
FF? = B2 4 JK? = r‘.;f_‘l)_ r[_k_“"_ﬂ)2 _ 2{1‘_‘1’_‘1)
' < 2 2 116157
ademas GF = kF por construccién {10.158)
Y s — wp = G =] GF— JF? (16.159)

wp g kwg _ kC‘ Wy

— k
Siendo JF = - =
2Q, 2 2

L
= (k— kel (16.160}

Reemplazando las Ecs. (16.157) y {16.160) en la Ec. (16.159)}, teniendo en
cuenta previamente la Ec. (16.138) resulta:

kg \ Wo \°
wc.s—wo=_\/2('—j)—£) -—(—°) k= kel = =2 20 (i ko

2
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Desarrollando 1a cantidad subradical v despejando wes queda:

o :
Wes = wo + —;9- \/;ﬁ —ke* + 2k ke : {16.161)

Andlogaments se obtiene

{2
et = g — 1’3 \/kz — ket + 2k ke (16.162)

Resultande el ancho de banda de potencia media, o reactancia total igual
a la resistencia, o para una caida de 3 dB:

ch= Weg == Wer > Wy \/k1 “kgl + Zkkc (16]63)

En la Fig. 16.53 s muestra la interpretacion del ancho de banda 4 we.

¥z
e
il - - e
Vi § mda, 1 }
H | 3da
2 ) SO S suffh TN A
2 'V'de:( i | N | A
e !
I i AV
e PN 2
| ) ] o | i | aTor \"_| )
e | i
L [ '
] : ] ; I -
' I
W Wwm| O I Uyz | Wes w
| [P -
sl =E Ky
Fig. 16.53

LEE'?C_’ Wy /KE-KE 42 ke

Segundo caso; Acoplamientta critico

Este es el caso mostrado en la Fig. 16.485).

Se presenta cuando = —— k= = ke

2 200 O
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En la figera mencionada puede verse que existe un solo valor de w pary el
s
cual sena se hace maaximo. Esto ocurre PREA Wy = W €0 que o = -—
2
Sustituyendo este yalor de @ en Ja Ec. {16.135) se obtiene.

L'2 Qﬂ L2 1
. [ Ro = — 6.
A0 bax = T 577 1) L, 2k 1- 22 (16.164)

-1

que coincide con [z amplitud de los méximos de H(w) para k > kg, dada
por la Ec. (16.140). En 1a Fig. 16.49 se ta representado la curva de M (e
en funcidn de w, junto con la curva para & > ke

Para hallar las pulszciones de corte puede emplearse la misma construcejon
utilizada para el ¢gz0 7 en la Fig. 16.52. En cuanto a las expresiones de ‘s
wei ¥ Awg, basta tomar k = ke en las Ecs. (16.161) a (16.163}, result.mdo

o _ _

Wes = Wy . ke /2 : Uﬁ-lﬁS)
w —

Wi = W T iﬂ ke V2 - (16.166)

Awe = 7 kewy (16.167)

En fa Fig 16.33 se muestra fa curva de Afw/ v el significado del aneho
de banda Awe.

Tercer caso: Acoplamiento inferior af critico

En la Fig. 16.48.c) puede verse el caso en que <—20 k< ke,

2 20
denominado stb- geoplado. Puede verse que & toma su mayor valor para
T
Wy = &y, PEIG no flega 4 valer —, por o cual el maximo es de amplijud
2

inferior a la de log 2 casos anteriores, tal como muestra la Fig. 16.49. papa
hallar el valor Hyw) |,z se utiliza la Fig. 16.48c) como base. En elia

resulta:
{ w@ 2 kwo
Bi|= e 4+ f— .
' \/(290} ( 2 ) (16-168)

. Awﬂ; 2 K wgyj2
JEE) () 06165)

mo
il
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Segun las Ec. (16.129) y (16.134) es:

Ao 1 )
Hiw = — —— 16.129
fw) % BC ( ]

L, &k
Ay = W /}i — (16.134)
.1

Reemplazando las Ecs. (16.168); (16.169) y (16.134) en la Ec. (16.129)
queda:

wy Jly k !
w &= = -
HI( }]mé,\' 4 Ll l__kZ ( 2+ (f.L “31})3
20y 2
1
Teniendo en cuenta que — = kA, y simplificando:
9

Ly k -
. f — 6.135
Hiwl,, . PRy k’j (16.135)

y por set k1 <€ 1

Ly &
Hiwl, . = }4 E"“};‘ ' (16.136}

Notese que la Ee. (16.136) coincide eon fa Ec, (16.154) que corresponde
al minima de H{w) para k > k. Debe tenerse presente sin embargo gue la
Ec. {16.154) se calcula para & > A¢ y la Ee. (16.163) pam & < &g, de mo-
do que

H(w; min

> H(w}]
k> ke

k<k¢

Puede demostrarse que el ancho de banda A w,. vale en este caso:

Aw, = wy \/\/ R“ + kc - (ki — &) ) - (16.137)

16.15.4) Acoplamiento tramsicional: En los pardgrafos anteriores se ha
considerade el caso muy frecuente en que Wo, T Wo, ¥ P4,% o,
8i Qp, = Qo, pe10 Wq,, # wy,, poede demostratse que es posible eni-
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plear las mismas curvas, sieniprc que: Aw = |wp, — w'{)” < wed =
=V g tz_' Para ello debe adoptarse para cada curva un coeficiente de
acoplamiento efectivo algo superior, dado por ka expresion:

K=/ ® +(—-—-~)2 (16.138)

Si wo, = wp, pero Uo, #* Qoyys el acoplamiento transicional &, ¢UYO V&
lor debe ser superado para que la curva de ¥V, presente dos picos, resulia
alpo superior al critico. Este acoplamiento %, definido por CB. Alken en
“Two-mesh tuned coupled circuit filters™ Proc. ire Vof. 25.2 (Feb. 1937) Pag. 230
y Brrata 26.6 (Jun. 1937), Pig. 672, tiene por valor:

1 { 1 ' .
b = fou | — — 165.139)
' ‘/ 2 [Qai + Qoi) (

k; provee el mejor ancha de banda paracurvas de un solo pico. NGt#se que
para Q01 = Qpy = Qo tesulta

1
ki‘ = = kc
2o

Cuando Qo, # (g, ¢l pico de frecuencia mds baja resulta algo mas eleva-
do, aunque el efecto es poco notorio para valores de & que no difieran CXCe-
sivamente. Ademas la amplitud de los- mdximos decrece al aumentar &l 2C0-
plamiento en lugar de mantenerse invariable como en el ¢Bso de
Qo = Qo,-

En la Fig. 16.54 s¢ muestran las curvas correspondientes al caso 0 que
oy = Woy YQ'I]] #* Qﬂg

lva
v

Fig. 16.54

€y
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Finalmente, el caso més general es aquel en el que Wg, * o, y

20, # Oy, En estas condiciones, la curva de V;/V para k> k; no es simétrica
respecto del pico para k > ke, como muestra la Fig. 16.55.

Wi =Wy 19y = @

oz

e g w0 < Oy Fig. 16.55

16.16 Ciruﬁfos con acoplamiento perfecto. Trasformzdores

16.16.1) Acoplamiento perfecto Cuando los circuitos acoplados inducti-
vamenie tienen un indice de acoplamiento £ = 1 se dice que estan perfec-
tamente acoplados, ya que todo el flujo creado por wn inductor es integra-
mente concatenado por el restante. Esto es lo que ocurre muy aproximada-
mente en los trasformadores con micleo ferromagnético. Estos estin consti-
fuidos por dos o mas arrollamientos conductores dispuestos sobre un niicleo
de maierial magnético de alta permeabilidad, tal comoe muestra 12 Fig. 16.56.
El trasformador sirve para trasferir energa de un circuito a otro con distintos
valores de tension y ¢orriente en cada arrollamiento.
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Los modelos circuitales utilizados para representar los trasformadores, di-
fieren de los empleados para los circuitos con acoplamiente inductive débil.
Para“introducir dichos modelos se debe efectuar una conceptualizacién previa,
definiendo el trasformador ideal,

16.16.2) Trasformador ideal 3Se denomina asi al elemento de circuito de
. cuatro terminales representado en la Fig, 16.57, que satisface las siguientes
expresiones, validas para condiciones iniciales nulas:

Vals) = a Vy(s) ' (16.140)

i
Lfs) === 1y (s | (16.141)

Donde 4 es un ndmero positivo denominade relzcion de trasformacion.

Iy0a} bais)
p: « .
[ =
| [y +

1 H

Zg(s]m i :

T sl TR e

V[a]Q
)

I
g "~

Lo d Fig. 16.57

kol

Zls}

S

| P —

Sia > 1 se dice que ¢l trasformador es elevador y si ¢ < 1 reductor.

De las Ecs, (16.140) y (16.141) surgen las siguientes propiedades:

1°} 8i s conectz una impedancia de carga Z.(s/) al secundaric resulta:
Vafst

Iy{s) = ——— 16.
2 Tj' ZC'/S} ( 142)

Despejando /(5] de la Ec. (16.141) v ¥ (s} de la Ec. {16.140), se
obticnen: '
Iy fs) = al, {s) (16.143)

Fifs) =

th[H

Vats) (16.144)
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La impedancia de excitacion que presentan los bomes del primario es:

V(s
Iy (s}

Ze (8} = (16.145)

Reemplazando las Ecs. (16.143) y (16.144) en la Ec. (16.145) resulta:

1 Vafs)
J [ — ————
els oL (s)
y teriendo en cuenta ia Ee. (16.142)
Zofs
Zels) = "’z” (16.146)
a

Esto es, la impedancia de curga Z;. se ve refleja sobre el primario dividida
por el cuadrado de la relacién de trasformaciion, tal como muestra la Fig.
16.58.

, b
Zg (s Hﬁ!ﬁ. _
| S
*
vie}d Vils) E--Cq[,;]
Fig. 16.58.

Noétese que si Zp{5) = 0, resultaZ, (8)=0
29 Sily s} = 0, seglin fa Ee. (16.143) es:

Il (S) =0

Es decir que al quedar el secundario a circuito abierte, el trasformador
ideal presents una impedancia de excitacién infinita. Esto también surge de la
Ec. (16.143). '

_ 3°) Si @ > 1 {trasformador elevador), la tensién aumenta a veces y la co-
rriente disminuye en igual proporcion. Teniendo en cuenta las Ecs. (16.140) y
(16.141), resulta;

’ 1
Vofst Iy fst= aV, fs) . fifs) = Vi(s) 1,(s)
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v en el dominio jo: o -
Vz ,{2 = V]_ []_

. Psy = Ps, (16.147)

En consecuencia, ol trasformador ideal trasfiere integramente la energia
que recibe, alterando Onicamente los valores de lu tensidn y la cordente pero
manteniendo ¢onstante su producto. Inferesa relacionar el trasformador ideal
con el circuito con inductancia mutua, sin pérdidas y con acoplamiento per-
fecto de la Fig. §6.59.

Las ecuaciones del circuito mencionado son, teniendo en cuenta que para
k=1lesM=+~/LiL,:

Vifs)=shy Iy (si—sT1L; Ia(s) (16.148)
O =31 1 (s) +[sky+ Ze(s)dyls) (16.149)
Resolviendo para 15 fs) wesulta:
sLy V. (s)
Lt TSVEL: 0 N sVEiLa Ny
sL, —sE I, SLilsly*+ Zets))—5* Ly Ly
—svLi Ly sly+Zefs)
oy = s NIy Ly Vi (s)

32 L] Lz + SL| Zc(g} = S2 Ll Lg B

. s Ll Lz Vl (S) Lz Vl (S}
= VL vt fle (16.150)
sLy Ze(s) Ly zefs)
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Reemplazando fa Ec. {16.150) en la siguiente:

Vafst= Zofs) Iyfs)

Tafy) = /i (16.151)
Vitfs) I ‘

Comparando la B¢.{16.151) con fa Bc. (16.140)es posible pensar que el cir-
cuito acoplado sin pérdidas vy con k& = 1 satisfuce las condiciones del trasfor-
mador ideal. Sin embargo, no es asi. En efecto, resolviendo las Ecs. {16.148)
y {16.149) para f,, se obtiene:

4] P v fa+2Z
1,0s) = . §ho tLe(s) - 108/ [sha T £p(5)} (16.152)

sky —evELi Ly sLy £e(s)

"S‘\/L} Lz SLQ +ZQ(S}

queda:

Haciendo el cociente entre las Bcs. (16.150) y {16.152) resuita:

hiy _ 2l is (16.153)
i s/ slq+Zprs)

que no satisface a la Ec. (16.141) del trasformador ideal, a menos que
sLy ® Z:{5). Por lo tanto, deberfa ser L, ~ = para que la Ec. (16.153) se
convierte en laEc. (16.141). Pero ademas, segin la Ec. (16.152) es:
Mifs) L Vifs)

Zefs) Ly 3 Ly

Iy (s) = (16.154).

Si el secundario gueda a circuito abierto (Zgfs) > =), el primer término del
segundo miembro de la Ec. (16.154) se anula pero queda:

Ityy=—"=%#0 (16.155)

y a menos que L, - o [{g) no se anulari.
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Resumiendo:

Para lograr un trasformador ideal a partir de un circuito acoplado inducti-
vamerntte, deber: cumplirse las siguientes condiciones:

i°} No debe presentar pérdidas. Por lo tanto, las resistencias £, y R, de
los arrollamientos serdn nulas y el nicteo ferromagnético no tendrd
pérdidas por histéresis ni por corrientes pardsitas de Foucault.

2°) No debe existir flujo disperso (k= 1} Por 1o tanto T permeabilidad
i del nicleo debe tender a infinito.

.y ‘ ) Vals
37) La relacién enirc las tensiones serd una constante -—?(—Ezaa! igual

o hfy 1 Vifs)
que entre [ag corrientes }—(—}: — . Paraello, la inductancia del secun-
1 f¥ a

daric deberd ser infinitamente grande fig —+ =)

4%y Al quedar los bomes del segundario a circuito abierio, no debe to-
mar corriente en el primaro. Par ello debe ser 1, infinitamente.
grande. (> o /.

i8] la (s}

I —fa * i 1% .2 * .\,
[y VR A— - ———
-~ -

! T

Wyts] 0 R vatslh (2001
: TV
O b -——

Fig. 16.60

Como se ve, el circuito acoplado sin perdidas y & = 1 de la Fig. 16.39
no es un trasformador ideal. En realidad el circuito equivalenie de dicho cir-
cuito es el mostrade en la Fig. 16.60, donde se ha empeorade convenien-
temente un trasformmdor ideal con el agregado de L. En efecto en el secun-
dario se tiene:

!VMFaHN

1
]th;hW
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Zofs
y reflejando, Zs(s) sobre el primario como # gueda el circuito de Ia
. - @
Fig. 16.61, para ¢l cual la admitancia de excitacidn vale:
1 Ly .
Yols) ==t == Zofy)
sLy Ly

y por lo tanto

Vi (s Ls
Iyfs)= Vaifs) Yeis) = BYAREE s/ Ty
1 “14C

que coincide con la Ee. (16.154).

Iisl
. .
e e
*
!
:\rt: ! §LP .Zéc plliLa K
[ s
Fig. 16.61

16.16.3 Circuito equivalente del trasformador no ideal sin
péndidas en el nicleo ferramagnético

Si parte del circuite correspondiente a dos arrollamientos con resistencia e
inductancia, acoplados inductivamente, tal como el representado en la Fig
16.62.

Y1ist 1zl=}r

— i
A e
[ Rl Rz %
: % * ’
sy U L2 gt 2oty
i :
—i ’

Fig. 16.62
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Las ecuaciones correspondientes al circuito de {a Fig. 16.62 son:
Vils)=(Ri +sLyJI{s) —sMliy{s)
O=—sM Iyfs)t (Ry+shy v Ze(s)}*{y(s)
que pueden escribirse, recordando que
Vals) = Zpfs) I, (s}
Vifs)= Ry +sly) Iif{s) — sMIyqs) {16.156)
—Vofs)=—sMI (s} + (R +5La)Fyis) {16.157)
Estas ecuaciones pueden ser representadas por el circuito equivalente T de

la Fig. 16.63. En efecto, sumando las Ecs. (16.156) y (16.157) y agrupando
términos se obtiene: '

Vyfsh—Vafs)=[Ry ¥ s{Li—MJ|I,(s)+[R>+s{Ly - M)]I,(s)
(10.158)

que corresponde a la malla indicada en la Fig. 16.63. Por otra parte, aplican.
do lz 23, ley de Kirchhoff a la malla de la izquierda de la figura precitada,
s¢ obtiene la Ee. (16.136) y aplicando - dicha ley 2 la malla de la derecha
resulta 1la Ec. (16.157). Por lo tanto, el circuito de la Fig. 16.63 es equiva-
lente gl de la Fig. 16.62.

R1 Li-M LZ-M REZ

st Y
10s - S iglel
-~ ! W2

[RESRFEY IR

v l5} ( vE ) Vylst
M

AN P
| \“‘-.__ - -
- + O

Fig. 16.63

El modelo de la Fig. 16.63 no siempre es realizable fisicamente, pues si
Ly y L, son muy diferentes, alguna de las dos inductancias superiores
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{Ly~M} y (L; —~ M} puede resultar negativa. Por ejemplo, si L; = 9H,
Ly =1Hyk = 039es

M=k LiLy =099 =27H
~M=9-27 =63H
Ly-M=1-27%~17H

Aunque desde el punto de vista matemdtico esto no representa impedimen-
to alguno para la caracterizacidn buscada, es preferible modificar el modelo
de modo gue 1odos sus pardmetres sean realizables fisicarnente. Por otra par-
te, el circuito de la Fig. 16.63 presenta un vinculo conductivo entre los ter-
minales de entrada y salida inexistente en el circuito original.

Se meodificard entonces el circnito equivalente de iz Fig. 16.63, de manera
que las dificultades enunciadas sean salvadas. Supingase que L; — M < Q.

Dividiendo ambos miembros de la Ec. (16.157) por una .,onstante arhitra-
ra 4, tal que

M
Lg ——— > O
queda: 4
— V(s M Ry + sk
-———if—) —— s I (s) + —~2~;——~—3 1 {s) (16.159)

oot Bn B (L6 AEY ¥ QAN v chtisne.
Vy s} M R L
Vyfs)— :s =[R1+5(L1_7)]f1f3)+[‘42 18 (A_z_ )]1213)

que puede escribirse, multiplicando y dividiendo poi A el dltimo término del
2° miembro, para que R, y L queden divididos por 4%, como si se los
“reflejara sobre el primario, al igval que en la Ec. (16.146):

Vs {3} M R i M
v, (s~ 2A =—‘{R1+L(L1~Z—)]II.(S)+[A.—:+S =2 _ ——)}A[zfq}

A* 4
- {16.160)

que conduce a la parte superiot del circuito de la Fig. 16.64, ya que al apli-
car lIa 24 ley de Kircchoff en Ja malla indicada se obtiene 1z Ec. (16.160). El-
esquema se completa con la inductancia central M . Ei circuito de la Fig.

A
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16.64 es equivalente al de la Fig. £6.63.
Kirchhoff 2 las mallas de la derecha y la

Andlisis de Modelos Circtitales

En efecto aplicando la 22 ley de
izquierda de la Fig. 16.64 resulta:

M M
Vils) =Ry d, {s)+ .-;(1,1 ——;_)11 (s) ¥ [1, (s} - A1, (s,J] — (16.161)

Vafs)

A

Rz

A2

s M M
A]zer)} (;{i"“:‘i— AI:!S}""SZ[II (S}-A!z(ﬁ)]

(16.162)

Simplificande y ordenando las Ecs. (16.161} ¥ (16.162), correspondientes al

circuito de la Fig,
para el meodelo de la Fig. 16.63.

=4

16.64, se obtienen las Ecs. {16.156) v {16.137), vilidas

T iatsl

% AL "‘a‘.'";';,

o /

1
i LFLEY

Fig. 16.64

1
|
2

Para que la tensidn y la corriente de salida de fa Fig. 16.64 sean iguales a
fas de la Fig. 16.63, se agrega un trasformador ideal, como se muestra en Ja
Fig. 16.65, donde queda eliminado ¢l vinculo conductive entre los bomes de

entrada ¥ salida,

. 2
——— . Y . b '
Iis) | Alds)= |'2u$ fzfs}
é'| [EACEAEY i
| vts1 ng TR i T ¥at s}
i ) i A ]
i , V(s )
Vals e 20—
: ‘_ . Fig. 16.65

Como A > 0 ¢s un nlmero arbitrario, surge naturaimente Ia idea de asig-
narle el valor dado por ia relacion indicada en la Ec. (16.151). Esto es, ge-

neralmente se adopta: :
/ L:e
g = f—=
L

(16.163)

A
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Para este valor de A resulta

M Ly _
_A__Mf \/_‘\/‘ =k1, (16.164)

‘LEAA—%,-—MI =L (1-k) (16.165)

R2 1’41 RE R

..A_z—z RZI: = -;-;-— = R2 (15166)
L M B Lk (16.167)
A? A L,y

y también

L .’E_Lz.__”_"‘ﬁ-(l—M “2)-1,’(1 kLIL) Lyf1-k)
= p = . = 7 Lz I3 2 ,,
| . (16.168)

Teniendo en cuenta las . Ec. (16.164) a {16.168), el cirenito de la Fig.
16.65 se convierte en e] de la Fig. 16.66, que es el modelo circuital ideali-
zado det trasformador no ideal sin pérdidas en €l nicleo ferromagnético, de
relacidn de trasformacion ¢ e indice de acoplamiento k. '

. _R2 Li
Ras-— : g ==
TeE TR
- N
Uk '2{5]::“'2{”"‘{;}{ tzLs?
- LK) =L2{1-%) i || P—
» LI
AR )
Rp a0 Y
| s Ipus] .
Tigsheipls) - |
f¥as) _ i¥ls)
KLY Py 1\/_23;0 !
[ R .
l I| :
o ) o Fig. 16.66.
Visi - -'...
2 ?. aﬂs]

16.16.4 Circuito equivalente del trasformador real

Las inductancias. Lav= L (1-% {16.169)

y Loy = Lif1-K) (16.170)
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i

se denominan respectivamente, inductancia de dispersion del primatio e in-
ductancia de dispersion del secundario, referida al primario. Cuando el aco-
plamiento es perfecto (& = 1), las inductancias de dispersion son nulas.

La inductancia
L, = kL, (16.17%)

se demomina inductancia de magnetizacién del primario. Por elle eircula X
corriente de magnetizacién que establece el campo magnético en el nicleo.
Cuando este presenta pérdidas por correntes pardsitas de Foucault ¥ por his-
térisis, estas se manifiestan en el circuito equivalente a través de una con-
ductancia de pérdidas (75, en paralelo con la inductancia de magnetizacion
Lp. tal como se ve en la Fig, 16.67.

Nétese que si el acoplamiento es perfecto f& = 1) y no existen pérdidas
Ry = Ry = G, = 0), el circuito de la Fig. 16.67 se convierte en el de la
Fig. 16,60, en el cual para Zo—+ = la corriente del primario sclo circula por
L, = L, para establecer el flujo de induccion en el nicleo del trasformador.

Ihis=
Lz =L pU1-K) v ] alsl=algis)
- . L _
gt Ld=iokr | Re=wgeR2 o
DA T * P
S . » =5 i,
T ytad LI](SJ-Izﬁsj |||2{S] 1nis] T
\; \.I'éls]: T .
ALY Gp LpeKLl Mplst
‘ wetsd ] 1o i
] - o I
( TR i
Wyn (% H
D . | i
< Lot e}
Fig. 16.67

)
5i ademas Ly =0 y L;— = manteniendo ? = a, sclo queda el

trasformador ideal. No siempre se utiliza el circuito equivalente referido al .
primazio de la Fig. 16.67. A veces se trabaja con el circuito equivalente de la
Fig. 16.68, dibujada para régimen sencidal permanente. Para pasar R) y L5
al secundario del trasformador ideal, basta con multiplicar dichos valores por
a*, obteniéndose.

] - _
Ria u"—az a = R,

s 2 1 L;
Lifl—k)a* = L,fl-k}la =L1(1-—k)E—2L2(1~—k)
1
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En la Fig. 16.69 se muestra el didgrama fasorial correspondiente al prima-
tio del circuito de la Fig. 16.68 paraJ, = 0, es decir, en vacio.

RI Ldys Lali-k) a . Loar Lyt k)
— | WU o Y
b i S I o
PN Iﬂ'a Iy | [
- {96 | T " .
¥ 7 2
- Y29 | 1 g © :
| [
|
i
| |
o e
Fig. 16.68

T¢ es la cordente de magntizacion, que circida por L,. Se encuentra en

fase con el flujo. _
fp es la corriente de pérdidas en cuadratura con /.

Iy = f,}) + I, es la corriente del primario en vacio (con el secundario
abierto o sin carga).

?1 = jw lp }; es la tensidn en Jos bormes de la inductancia de magne-
tizaciu(gn o inductancia del primario L, en vacio. Se encuentra en cuadratura
con Iy . . _

1as caidas de tensidn Ry [y en la resistencia del primaro y jw Ly, Iy en
la nductancia de dispersidn del primario son despreciables frente a ‘i;io por

ser muy pequefia fg.
Jurldyiy

k¥ ciwLn iy 9,
o L]

1‘2 =0
Ry lg &V W '
W Lty g s
T'0 'n Glo:iwl_pqﬂ “ .
T
i /A
p -
[FRLAL] /
Th N /
¥ ; /
J'lr
Fig. 16.69 -
Tp

Fig. 16.70 o ¢
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Cuando T # 0, se refleja sobre el primario una cortiente I = 4 Iz que
se suma fasorislmente con Jy como se muestra en la Fig. 16.70. En efecic,
aplicando la ley de Kirchhoff en ¢l nodo N de la Fig. 16.68, resulta:

Iy =T -

ey

ch=hh+h=T+ak;
En esta figura se ha representado el diagrama fasorial del trasformador

para una carga inductiva en e} secundario. El diagrama fasorial det secundario
es el mosirado en la Fig. 16,7,

Fig. 16.71

Notese que las caidas de temsién en R, y Ly, de la Fig. 16.70 no son
ahora despreciables frente a Vl ., pot io que la tensidon aplicada al primario
¥, no coincida con V1

Es interesante destacar que al ser la corrignte de magnetizacién:

Ip=I) -L=1, -aly
resulta que /, tiene un efecto desmagnetizante.

Por lo tanto al aumentar Z,, debe crecer 7, en igual proporcién para man-
tener el mismo valor de I, ¥ consecuentemente el mismo flujo ¢; ya que
Vlo = jwlp Iy no puede variar sustancialmente, pues ¥, = cte.

En la prictica. al ser ¢ » 1 resultia:

Iy <4l

Y eén conseguencia:
) 1}:[_9+5I2§{II2

que se aproxima a la Ec. (16.143) del trasformador ideal.
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La posicién refativa def didgrama fasorial del secundario, respecto del co-
rrespondiente al primario, depende de la ubicacion de los bornes homologos
en ¢l trasformador ideal de Ia Fig. 16.68, pudiendo tener a 7, en fase o con-
teafase con 1. _

Otre tanto ocurre con Eo respecto a b,

16.17 Respuesta de frecuencia de un trasformador
cor niicleo ferromagnético

16.17.1) TIniroduccibn Se parte del circuito equivalente reflejade sobre el
primario de la Fig. 16.67, al cual se le deben agregar fas capacitancias paré
sitas €, v €3 de los arrcilamientos primario y secundario. Dado que fos ma-
teriales empleados en los nicleos de los trasformadores que trabajan con fre-
cuencia variable son de snuy buena calidad puede despreciarse la conductancia
de pérdidas G, por ser muy pequefia la corriente I, que la atraviesa.

Supaniendo que el secundario del trasformador esté cargado con una resis-
tencia Re y el primario alimentado con un penerador de resistencia interna
R, resulta e] circuito  equivalente de la Fig. 16.72, donde se ha suprimido
el trasformador ideal, por no tener influencia alguna sobre la espuesta de
frecuencia.

Fig. 16.72

Dada la gran cantidad de parametros actuantes, con el objete de simpli-
ficar el problema, se divide el andlisis en tres partes:

2} Frecuencias bajas
b) Pecuencias medias

¢) Frecuencias altas

16.17.2) Amndlisis cualitativo: En baja frecuencia, las reactancias de los
capacitores C; y € de la Fig. 16.72 son tan elevados, que las corrientes que
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se derivan por ellos son desprecialbes. En consecuenncia, se los puede elimi-
nar del circuito.

Por ofra parte, siendo el indice de acoplamiento muy prdximo a la unidad
{tipicamente k = 0,99), las inductancias de dispersion Lgy = Ly (1 - K} ¥
Ly = L% {1 — k/ son muy pequefias y sus reactancias pueden ser despre-
ciadas frente a las resistencias R; y R, respectivamente, resultando el cir
cuito equivalente de fa Fig. 16.73.

h , T o _71: . " ih R
DY Yy N e A A AN ol e
T [y .
Ry Rg ] I
Lp 561 !Vé RL:
\‘(q T (% Vg i E
e e
Fig. 16.73 Fig. 16.74

Cuando la frecuenciiy crece, se eniri en una banda, denominada de frecuen-
cias medias, caracterizada por el hecho de que ademids de Oy €3 Lgy, ¥
Lgy, se hace desprecialble la inductancia de magnetizacion Ly del primario,
pues su reactancia es suficientemente grande para que la costiente que la atra-
viesa no sea significativa. Resulta entonces el circuito equivalente aproximado
de la Fig. 16.74. _

Finalmente para las frecuencias altas, las corrientes que se derivanm por )
y (3 consdenzan a set importantes, impidiendo eliminar dichos capacitores.
Por otra parte las caidas de tensidn en las inductancias de dispersion dejan de
ser despreciables resultando el circuito aproximado de la Fig. 16.75.

Ldy 7 R> Ly

Fig. 16.75 .

Observando el circuito equivalente aproximade correspondiente a las fre-
cuencias medias, puede deducirse que, al no incluir elementos eactivos, el
modulo de la trasmitancia de tensiones H{w/ = V3/V; es constante mientras sea
vilido el circuite de la Fig. 16.73.
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Para las frecuencias bajas, el circuito aproximado de la Fig. 16.73 muestra
qie cuanto menor sez w, mas pequena serd wil,, disminuyendo V3. En el
limite, para w = @, Ia trasmitancia H{w/) se anula debido al cortocircuito
introducido por L. Finalmente, para frecuencias altas, el esquerna aproxima-
do de fa Fig. 16.75 permite advertir la presencia de un circuito resonante
série.

De acuerdo a jo estudiado en el capitulo 12, st el factor de selectividad es
mayor gque 0,707, la tension sobre el capacitor V3 presentarda un miximo.
Una vez superada la frecuencia del mixime, €5 comienza a cortocicuitar a
K¢, haciendo disminuir gradualmente a V5 hasta anularse para «w = o=,

En la Fig. 16.76 s muestra ia respuesta de frecuencia de amplitud corres-
pondiente al trasformador con nicleo ferromagnético, indicando las zonas de
validez de cada circuito aproximado.

R

[

Fig. 16.76

FRECUENCIAS FRECUENCIAS FRECUENCLAS
.. Fedas MEDIAS ALTAS

16.17.3} Anslisis cuantitativo:
a) Frecuenciys medias

De acuerdo al circuito de la Fig. 16.74, resulta:
R¢
Rg*+ Ry + Ry +R;

vy = Vg

De modo que la trasmitancia de tensiones para frecuencias medias es:

H, (s)=H_ (jw) V2 Re H, (16.172)
§) = it jwf= — == i o e )
™ Ve Rg+RytRy+RE " (

La Fe. (16.172) muestra que la trasmitancia de tensiones es real e indepen-
diente de la frecuencia en la zona de frecuencias medias,
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b) Frecuencias bajoy

Aplicando el teorema de Norton hacia Iz izquierda de R, en el circuito de

la Fig. 16.73 y pasando el dominio 5 = ¢ + jw, s¢ obtiene ¢l esquema de la
Fig. 16.77, donde.

Ve )
= - 6.17
In (s R, + R, {16.173)
1
Y (8} =~ 16.174
N (8] R TR, { )

INI:I Tyis) ‘Vpl!l

—
I I ‘ X\félsl
™ ’ =5 .
Fig. 16.77

La admitancia totg} en un paralelo con el generador de la Fig. 16.77 es:

LS
-
w

S S N

R, + Ry sk, R; %—Ré“

Yis)=

o SLo (RS T Ry)+ (R + Ry)(Ry+ RG)+ 5L, (Ry + Ry
s Ly (Rg + R1J(R3 +RY)

y la tension Vp (3j:

Ve (s} ' sL, {Re + Ry} (R + Rp)
Rg ¥Ry 5L, (Ry + R+ (Rg+ Ry)(Ry+ R+ sLp Ry + RyJ

Simplificando (R + R,} y dividiéndo numerador y denominador por
(R5 + Rp) resulta

s Ly

R, +
st(l-Jr-———g .Rl] +(Rg+ Rl)
Ry + R;

Vo lsi= v, (s
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Ry + R,
que puede escribirse tomando Lg (1 + —-"+———-) factor comiin en el
denominador . Ry+ K¢
' Vg (s} s
Vols)= : R, + R
{1‘%33+R1) g g
R+ R} (1+R3+R‘ )
Ry+Re 1777
y operando:
v sy = el (REERE) s
P R+ RFRIARY) [ Ret Ry (R3YRe L
' (Rg +R1) + fRi‘i'Ré) Lp
(16.175)
Denominando: .
R, + R, (R} +R;)
P ALY e N ) (16.176)
(Re + R} *+ (Ra+ Re)
la Ec. (16.175) puede escribirse
v, (Rt R¢ 8
by 3] = S[R3 2R (16.177)
(Rg + Ry} + (R>+ Rp) s+ Req
Lp

La tensidn V5 (s) puede calcularse en base al divisor de tensién constitui-
do por Ry v Rg

’

c
Vsl = v ) e 16.178
2 (S) Vp (S) —Ri + Ré ( )
Sustituyendo la Ec, (16.177) en la Ec. (16.178) queda:
v Re : (16.179)
s il= W .
2 (s} 8(3) (Rg+RlJ + (R4 + R;) Req o .
5+
Ly
" Teniendo en cuenta las Ec. (16.179) y (16.172), puede escribirse: -
V5 (s s
Hg (s} = — 1% = Hy ———p— (16.180)
Vefs) jomw eq

s +
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En la Fig. 1678 se muestra la coafiguracidn de polos y ceros de la tras-
mitancia de tensiones para baja frecuencia Hb (s} y en la Fig. 16.78.b) la res-
puesta de frecuencia de amplitud correspondiente, trazada como se mosird en
el capfulo 11.

i b How)

® | ®
Hp lem o — e oo am o
0,707 Hmds o e — -
¥ [
_fs |
Lgp i
i -
Uy ’F‘:%' w
Fig. 16.78

Escribiendo fa Ee. (16.18Q) en el dominio jor queda:

. Jo
Hp fjw) Y= Hy R
; eq
jar +
P
y Req
En esta ecuacitn, para w = resulia:
B . Req

LP
Hy (Reqllp) = | Hy (iReqilp)| = H -

)

Hy
V2 "

De modo que la pulsacién de corte inferior resulta:
R,
LP

En el grifico asintético de ‘%;)de iniroducide en el capitulo 11, la pendiente
de la asintota resulta de 6*{—-— y la pulsacion de quebradurz es la dada por
octava
la Ec. (16.181).
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hisd " L
IR

——12=—-—|——“v'\/\;-m-‘r-——f}———|

|
Rg l
iv,:sl_

el A
vy le!*(%) iE

i
LE|
o

J7I

Fig. 16.79

¢} Frecuencias altas

En la Fig. 16,79 se ha redibujado e circuito de la Fig. 16.75 en ¢l domi-

nio de frecuencia campleja, denominando.
L= Lay t L,

Aplicando el método de los nodos resulta:

Vg IIS) YAA (S)
R, | =
0 Yaafs)

y resojviendo para ¥y fs) = V3 (s)
Yaals) V; fs)
Ry
Ypa (5] o 1
Yaa(s)  Yap(s)

Vifs) = Va(s) =

Ypa (s) Yn(s/

- Fels) ' ~ Yag(s)

(16.182)

(16.183)
Yqp{s) Fyls)
Ygp(s/ Va (s/

Ry Yaafs)Yon(s/ - Yagls) Yoa fs) {16.184)
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Donde: 1

1 1

=4+ 3C, ¥ ————= G, +sC; +-——rr 16.185

Yaals) Y e B 1P TTT ( )

', L -G asC TR S (16.186)

YB;;f3)=’R—é+sC1+R+sLF A Ty ’

1

Yapfs) = Ypals) == 7770 ) (16.187)

Sustituyendo las Ees. {16.183), (16.186) y (16.187) en la Ec. (16.184)
queda:

1
o, Ves) ' R+sl
Vals) = R ) 1 1 1 2
£ b+ — VG s+ ]_( }
(Gg+s6, R-I-SL)( cTita R+sL R+sL

De modo que ]z tragnitancia de tensiones resulta:

Vils 1
Hals)= ;:sj] N - )
AN RRr+sL
+ GJ+SC1+GE-+SC'3+ 1 1
(Ge #sC1J(Ge 45 Cf R+l (R+¥sL)® (R+sLP
Simplificando y ord¢nando:
1 1
H_d {5} vens . X ¥ »
Rg f‘C—g +3Cl}fﬂc+SCg}fﬁ"I’ 3{1}"5‘ 'Gg'J(‘SCl'JI‘Gc*'S’Cz
o también
1
Hyls)= .
4 R LC, Ch

1

(P [ Z) (o) O G
' LGy Ch




Circuitos acoplados inductivamente 573

gue 'puedeh escribirse:

Hy (s)=

B ) )(”—)“ (&
. J LCeq, Cp
Donde.
C [0
Ceq: 1 2
C+ G
Gp= G, + G}
CP=C1+C£

El denominador de la Ec. (16.188) es un polinomic de 3er. grado, que
puede resolverse en forma numérica cuando se conocen los valores de los pa-
rimetros.

. @ X o Hylw) (:ID

Hon |

&
3,

Fig. 16.80

El caso tipico es el que corresponde a la configuracién de polos y ceros
de 12 Fig. 16.80a), donde existen dos poles complejos conjugados y uno real
negativo. En la Fig. 1680.b) se nwmestra la forma de la respuesta para

3, >\/5 /2. Neturalmente que la curva parte del valor de la trasmitancia
para frecuencias medias dada por la Ec. (16.172)
R;

Hpy = '
" R TR, 4R, TR L (16472)

Notese que cuando ef factor de ia selectividad es levemente superior a
0,707, se logra una extension de la respuesta en alta frecuencia, ya que la
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resonanicia eleva la cufva pero sin llegar a manifestarse el mdximo correspon-
diente. En la Fig. 16.81 a) se muestra la configuracién de polos y ceros del
circuito completo ¥ en la Fig. 16.81.b) se muestra la respuesta de frecuencia
para Qg = 0,75,

. b jw H{w .
) ()
_ —
i ;
F - T . -
i i |
|
e | o
| b .
| BaJL ! | ! %
FREC. | y '
} 2 Wy Weg
NG, Je FRECUENCIAS | FRECUENCIAS FRECUENCIAS
o saJAS MEDLAS ALTAS
ALTH PR <)t L Y VORI 13- 0.5 L
FRECUENCIA

Fig. 16.81

Si, como ocurre con frecuencia, C; es despreciable por ser R, pequefla,
entonces desaparece el polo real negativo de la Fig. 16.80.a) y su equivalente
de la Fig. 1681.3). 8i ademis es R'¢ de valor elevado, segin se vio en el
capitulo 12 resulta:

- wol — wo fLay+ Lgy) (16189)
R, + R Rg+ R+ R, '

1 f 1
(g = i g (16.190)
° JVIcC 2 @

Donde L = Lgy +4dy

Qo

La pendiente de la asintota de alta frecuencia de grdfico de Bode de am-
plitud resuita entonces de acuerdo a lo visto en el capitulo 11, de 12 dB/octava

. 16,18 Problemas resueltos

16.18.1) Calcular los valores mdximo y minime de inductancia que pueden
obtenerse asociando dos inductores de 1| H que pueden ser acoplados inducti-
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vamente en serie o en paralelo, de tal modo que los flujos propies y mutuos se
debiliten o se refuercen entre si. El indice de acoplamiento puede variar entre:

01 < £ <09

Solucidn:

La inductanciz mdxima se obtendrd al asociar los inductores en serie. En
este caso, de acuerdo a la Eg. (16.47) la inductancia total serd:

Lrs = Li+0Ly £t 2M=1, 1L 2k I Ly (16 47)
ysily =UL; =

Lrs = 2L (1 ¥k - (1649)

Donde el signo positivo coresponde al caso en que fos flujos mutuos y propios
se refuerzan entre si:

La Ec, (16.49) muestra claramente que la inductancia médxima se logra para
el mayor indice de acoplamiento y el signo positive. Esto es:

LTsmdx = ZL(i + kma'x) = 2(1 + 0,9):3,8H

que corresponde a la conexion indicada en la Fig. 16.82.4).

LelHy L= iHy
* %

LTP g, "BOSHY JL:Thy L=y

LA
¥ A

. —_—
. ' e ket
© Fig 1681 O Ko

16.18.2} Se dispone de dos inductores acoplados inductivamente. Cuando
se los conecta en serie se miden Jos siguientes valeres de inductancia total se-
gun que los flujos s¢ sumen o se resten.

LT] =4 H

LTQZZH
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Haliar e! valor de 1a inductancia mutua.

Solucion:

De acuerdo a la Ec. (16.47) resulta:

It

Ly
Ly

(=Lt L+ 2 M

4 Ll*i'Lg"-ZM

Restando miembro a miembro fas dos ecuaciones anteriores, se obtiene:

Lyy ~Lpy =Ly + Lot 2M~Ly ~Ly + 2 M
LoLp ~Lp, =4M
v, finalmente: |
o - Lry ~Llr, 4H 24 OI,ISH

4 4

16.18.3) Plantear las ecuaciones del método de las mallas para el circaito
de ia Fig. 16.83.

Solucion:

Para aplicar las reglas dadas en el pardgrafo 169, reemplazamos los induc-
tores de Ly y Ly por Lygy = Ly + Ly + 2M4 y los inductores Ly y Lg
porLpse = L3 + L4 — 2 My, tal como se ve en la Fig. 16.84,
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En estas condiciones resulta:
v, Z, 212 5

~V, Z3 Zyy I
Donde:

1
- = Rl +R3 + ':"*E— +fwa1 ‘i'-Lz—EM,g)

Z, =R +jwLp, +Ry+
JwCs Jwbla

_ 1 1
Epy =Ry tjwlypg tRy+—— =Ry + Ry ¥+ —— + joufln + L4 —
22 2 T8 37 ; [N L

oCs 27X e, Jwily +Lg —2Mg)

Z; =73y =— (Ry+

JwCy )

16.18.4) Plantear las ecuaciones del método de las mallas para el circuito
de [a Fig. 16.85. '

Solucion:

Aplicando las reglas del pardgrafo 16.9, resulta:

Vyfs) Zy1 (s) Zy3 {3/ Zy3(s) L
—vafs) |=lzts)  zats 235 (s) L (s}
0 Zyi (8} Zyals) . Zasfs) I (s}

IVQ{S b

Fig. 16.85 5
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Donde: 1
Zals)=R+si, +—
sC

1
Zg; ,ff) =R2 + SLQ +—_

sC
1 1
Zysfs)=Ry+slp+ —=Ry+s5fly +Ly—2M) +—
: sC 5Cs
i
Zygfs)=Zyyfs)=———sM
sC

Ziafsl =24 f5) =~ sy +sM

223(5}2332 (s} =—~sbLy+sM

16.185) Calecular el valor del coeficiente de acoplamiento critico parg el
circuito acoplado de la Fig. 16 .86.

Solucion:

Seglin se vio en el pardgrafo 16.153, B¢, {16.112), cuando se tiene el aco-
plamiento critico, la resistencia reflejada por el secundario scbre el primario
a la frecuencia de resonancia es igual a ia resistencia del primario.

La impedancia reflejada por el secundario sobre el primario es:

— M iR L, L, W K2 Ly L, (16.191)
R T OT= = = = .
Zy, ' Ly

i
Ro+ jlewl, — )
2 J'( 2 w0y

2 la frecuencia de resonancia debe ser esta impedancia iguala R, . Esto es:

Zpo= Ry
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que puede escribirse, teniendo en cuenta la Be. (16.191).
w%} kg’ Ll ..LQ
R, !
Ry Ry

‘*’f} I

2
& =
y reemplazando valores:
2 100 500

— ::l*4

k =
©7 10 10 107F 50 10°°

L ke = 001
Naturalmente que se pudo haber hallado también el valor de &, en base a la
Ec. (16.110).
1

Vv Qo1 Qo2

ke =

(16.110)

obteniéndose el mismo resultado,

16.18.6) Calcular el valor instanténeo de la corriente i, (#/ del circuito
de 1z Fig. 16.87.

1,41 bp(1)

ol Liw 2Hy

* LZ: THy

C)]VU} Li §L2 ' Wb Hy
C

a L=lpF

R1= 100

m
. w1 h= 104 Misen D001 +14,15en (1000M 5 1V) -
L ’ z F 87
Solucion: 2 16 87 .

Se aplicari €] teorema de superposicién, tomando tres estados, para:
vt} = 10

v ) 141 sen 1000 ¢
' ' T
¥t 14,1 sen (10.000 t + -2— }

il

[
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2) Para »’() = 10

El circuito primario se reduce al mostrado en la Fig. 16.88.a), donde:

,
— .QJGI"IO

Zp = — =0
L2

por ser uRa componente continua.

Fig. 16.88
Para el régimen permanente es:
¥t} 10V
P = = =1 A
'Y = R, 10 ©

b} Para v"”(t) = 141 sen 1000 g, (Fig. 16.88.b), resulia:

@) M 10° 1 10°
ZR = -Z—" = e 1 = - = oa
2 }.( w, Ly— ) i
[I°F) Cz
En consecuencia
I_'i, —” m —) =
™ Zy +Zj
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¢) Para vt} = 14,1 sen 10000 z, (Fig. 16.88.c), queda:

EI.‘) — w;th = w: M2 =
Z}l’ l
2 i (wz La— “—-}
Wa Cg
10* ] .
= T Sien e Q
110t —
o ( 10° 10-¢
L 141 eim2 14,1 ein2
UMM T ZNAZE T Ry e Ly +2F 104710 2—j101 10°
. T e 14’1 g}goo . -3 . °
Ll m = = 1,42 1073 ¢j 0,06

9,9 10° g7 89.94°

. cuyo valor instantineo es:

0 = T Ui = J (T €792%)=7,,1142 107 £7 0,06 ¢ 101 ]

resultando:
1"{’{_:) = 142 107% sen (10* ¢ + 0,06%)

Finalmente, aplicando el principio de superposicion, se obtiene:

BAY= (G +iPt) 407 (t) = 1+ 0+ 142 107 sen (10° ¢ + 0,06°) 4

16.18.7) Dado el circuito de ia Fig. 10.89, hallar todas las pulsaciones y
V.
anchos de banda tipicas de la trasferencia H {w} = |72

—=_ para €l circuito doble
gintonizado de la Fig. 16.89. v
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|-' - —-—’\.?’\‘.f’\r" -11_ r_‘,._r\?f;v______

: * * ) Gpy» B = 100
- . o e v
vi [Te 2 [ RE K= 0,018

2
; 1 N i
Wigy= Wig,= 10 ”g

Fig. 16 89

Soiucion:

Come gy = Uo, ¥ Wo, = wy,, se puede aplicar el método del pars-
grafo 16.15.3.
De acuerdo a la Ec. {16.110), el acoplamiento critico es:

1
ke = 1 = — = 0,01

v Qo, 0Oy, Vv 10% 102

De modo que el circuito tiene un acoplamiento & superior al critico k..

En consecuencia, puede aplicarse el procedimiento grifice resumido en la |
Fig. 16.52 para hallar las pulsacioncs y anchos de banda de Ia Fig. 16.53.

Como g » 5yk <05, puede aplicarse el método.

Log vaiores de fos poios resuftan:

Wy k i0f ( 0,015 )
= — % jwe 1~ —}=- £ 710% [ 1 - ——
Py 20, FLEE ( ) . 3

rod
Lpri2= [ 5000 + 7 992500 —

seg
L @, ( k) 10° ( 0015)
= ey |1+ =)= 7000 |1+ -——
Y Psia =T, I 2 2.100

rad
SPsia=[~5000 %7 1007500) —
seg

En la Fig. 16.90 se han represeniado los polos py y ps del semiplano com-
plejo superior y s¢ han realizado las construcciones explicadas en ¢l pardgrafo
16153 paraelcaso k > k..
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y Jw

. . rud
i OI030G =
) "‘“’CS i e rry

- a r
=
-
| -
Pz e F' rod
) === =} Ify= 11007500 24
RS og.
RN .
“§ Nmz =] 1005500 —"’—-__ o
/ I \\ T
| k i
X e 4
! EI: g
. 2 8
AT ° g 8
| I II. "
N e I
| = iWmin - B
| f
i
| 7
| //
\ I 1 (B 199450059—3—“_ ?
NGE .
" I Y P 1992500’”
\.\\.
~| ]
rud C——— PR A
Tl (99200 s
L —bmﬁ\::; lk o e
Tem

Fig. 16.90

1°) Con centro en 4 y radio AB, se traza un arco de circunferencia que per
mite obtener las pulsaciones de los maximaos de H o). Ellas son:

w1 = 994.500 e

- rad
wpra = 1.005.500 or

de modo que Ia separacién entre los médximos es:

7
AOJM = oWpre Ty T 11000 ——
seg
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2°)  Con ceatro en £ y medio DB se traza un arco de circunferencia que Per-
mite obiener las pulsaciones de corte para una caida de 3 4B. Se obtienefi:

Lipp = IUI‘JS(H)
Wy = 939700

restltando un ancho de banda:

rad
fl(dc- = e T Wipep — 20600 —-
seg

16.19 Problemas propuestos

16.19.1) Determinar el valor de la coriente f, por aplicacion del teorema
de Thevenin en las secciones A-4 y B-B del circuito de la figura 16 .91,

Iz .|B RI- 10
R2+ 200

i 3= 500

) L1=0, Hy
L2 I R2  L2=0.2Hy
i M =0,7 by

] C1=8 pF

weie* 58 Fig. 16,91
W

L] i

Resultado:

T, = (0,011 —j 0,15) A4

16.19.2) Determinar la polaridad y los valores de M y & necesarios para
que el circuito de la figura 16 92 esté en 1esonancia.

W=1000 rad.
RelD 0
Li=1Hy
LZ=1Hy
Esip¥

Fig. 1692
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Resulftados:
M= 03 k=05

16.19.3} Dado el gircuito de la figura 16 .93, hallar:

1 R2

€l
PO ="y Ay

ok €1 g 108m;

*
?[G}S Ll§ Le 27—  LZ:0,imHy

{ . £2s 25nF

Fig. 16.93

2) La expresion de 1y impedancia reflejada.
b} La frecuencia para la cual dicha impedancia es resistiva.

c) El intervalo de frecuencia para el cual }a impedancia reflejada es de ca-
racter capacitive.

Resultados.
- w? M?
aj Lg = — "
Ra+j (w ly— ———
2 2 wC,
b) [=10° i3
c) 105 Hz < f< 10° Hz

16.194} Los valores de los parimetros de un trasformador con micleo
ferromagnético son:

Resistencia del primario: R, = 100 ofm

Resistencia del secundario: R, = 10600 ohm

Inductancia de dispersion del primario: Lg; = 0,05 5

Inductancia de dispersidn del secundario: Ldﬁ = 0,54 H
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Capacitancia pardsita del secundario: € = 15 pF
Inductancia de magnetizacion del primario: L, = 20

El trasformador estd cargadc con una resistencia R = 1 M ghm y dlimen-
tado por un generador de resistencia interna R

Se pide hallar, suponiendo despreciables los efectos de C') y Ry

a) La frecuencia de resemancia del eircuito parcial de alta Ffrecuencia pard
un factor de setectividead @y = 0,75

b) El valor que debe darse a la resistencia Ry para que g = 0,75,

¢) El valor de la frecuencia de corte inferior foy

Resultados:
aj fo = 13767 Hz.
b) £, = 1808 ohm.
c) fei = 149 Hz

16.19.5} Para el circuito de la figura 16 .94, calcular los siguientes valores:
a) La impedancia'qzﬁn de la malla izquierda.

b} Las impedancias Zg,, Zra ¥ Zro reflejadas por las mallas de fa derecha
sobre Ia de la tzquierda. '

¢l La imgedancia de excitacian Z A
d) La corriente compleja oficaz del primario, 7 ;.
e) Las tensiones complejas eficaces Vg, ¥V y V.

Ve 1n0y
R« 1000
Al= 100
List2= tHy
L3cla= 2 Hy
L3=0,5Hy
L& =LY Hy
MZ=0,5Hy
M4 THy
K505
Ca%pF

w= 150 %&; Flg. 16.94
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Respuestas.
a} Zy, = (10 + j 350) ohme
b) Zgry = (12,5 =7 12,5)0hm,
Zra = — f 33,33 ohm
Zre = + [1,390hm,
¢} Zap = (22,5 + j 305,56) ohm,
d} 1= {0,24-7033)4
¢) Ve = (- 875+ 7,55V

Fp = (~1087-jC8) ¥
Ve = (1282+/094) V



capitwlo 1 l7

Régimen permanente
de circuitos trifasicos

17.1 Introduccién: Este capitulo tiene por objeto plantear ideas bdsicas
sobre el estudio de los circuitos trifiisicos, y algunas particularidades de los mismos.
~ Se examinardn con cierto detalle los sistermas perfectos y la forma de con-
ocbir las fuentes polifisicas a partir de generadores monolisicos ideales. Luego
del planteo de algunas definiciones fundamentales, se analizard la concatena-
cibn de los sistemas trifisicos y las relaciones enire las variables eléctricas,
finalizando con el planteo de las potencias en dichos circuites.

A modo de informacidn se mencionardn Juego fos sistemas desequilibrados,
incluyendo algunos ejemplares bdsicos para jlustrar el tema. Esta informacion
sélo tiene por mision ser una introduccién al estudio de dichos sistemas, que
en pringipio, no oconstituye el ohijeto de este capitulo.

El estudio de log sistemas equilibrados se cowmpleta mediante la presen-
tacion de problemas resueltos y propuestos.

17.2 Generalidades

Hasta este capitulo, la trasmision de {a energia de un generador a una car-
ga, se¢ efectuaba por medio de una lines bifilar que los conectaba entre si,
pues tanto el generador como la carga poseian dos barnes de conexidn. Esto
caracteriza al llamado sistemae monofdsico.

Como se vera luego, considerande varios sisternas monofasicos conectados
de manera definida se ilega al flamado sisterma polifisico, donde cada ung de
sus partes constitutivas se denomina fase. Adviértase que la palabra fase se
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emplea para sefialar una parte correspondiente del sistema polifisico de cir-
ccuites  eléctricos. Es evidente entonces, que segin sea el nimero de fases del
sistema excitador ¥ carga, los circuitos pueden ser bifdsicos, trifisicos, tetra:
fisicos, etestera.

Fl mis difundido g5 o) sisteme ifdsico, » o5 8 gue se andizars en sste
capitulo. Por otra parte si bien es cierto que la maquinaria industrial posee
generalmente motofes trfisicos que se alimentan de generadores trifisicos,
también estos dltimos pueden alimentar a cargas monofisicas conectadas con-
venientemente. Es de hacer notar que la mayoria de los circuitos trifisicos
puede resolverse considerando solo una fase, mediante los métodos generales
conocidos al presente. Solamente, los sistemas desequilibrados requieren un
estudio especial.

El hecho de que |os ‘sistemas de potencia sean trifisicos se debe a que
¢stos presentan marcadas ventajas respecto de los monofdsices, entre otros,
nmejor aprovechamienty del cobre v el herro en los generadores asi como
también el cobre en los cables de distribucion.

Adicionalmente, como se demostrard, resulta que en los llamados sis-
temas perfectos la potencia instantdnea es constante y no variable instante a
ingtante como en el gisrema monofisico, lo que trae aparejado una mejor'
marcha de las miquings eléctricas rotativas.

17.3 Definiciones fundamentales

Los distintos autorps introducen pars ¢ iratamiento de Jos sistemas polifs-
sicos denominaciones como: equilibrado, simétrico, balanceado, perfecto, re-
gular, etc A veces asignan el mismo concepte 2 distintos vocablos e incluso
definen de distinta Manera a alguno de los términos precitados. En este libro
se seguird la conceptuglizacion introducida por el Ing. Miguel Simonoff en sus
obras editadas por la Facultad de Ciencias Fisicomatemdficas de la Univer-
sidad Nacional de La Plata: “Oscilaciones electricas™ (1936) y “Produccion,
transporte y distribucion de la energia eléctrica” (1942}, en lo referente a los
sisternas de {ensiones y corrientes, complementindofa con una clasificacion de
log sistermas de cargas.

Un sistema polifisico estd constituido por # tensiones senoidales de la mis-
ma frecuencia, conectydas a 4 cargas a través de n pares de conductores, dan-
do lugar a n corrientes que circulan por los mismos. Cada circuito constituide
por un generador, un par de conductores y la carga ascciada a ellos se deno-
mina fase. En las Figs 17.1.a) y 17.1.b), se muestra en los dominios de]
tiempo y de frecuenuiy el caso particular de tres tensiones del mismo valor
eficaz e igualmente ‘defasadas entre si. Notess que Iz suma de los fasores de
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\\‘
S
V2
20 — -~
a b
M I ) )

Fig. 17.1

la Fig. 17.1.b) es siempre nula. Todo sistema de tensiones ¢ corrientes pol-
. Fisicus cuya resultante es nula, se denomina equilibrado, Pot lo tanto, desde
el punto de visia de la resultante, los sistemas de tensiones y corrientes se”
dividen en:
1) equilibrados (resultante nula)
Sistemnas de tensioncs
© cornentes
2} desequilibrados (resultante no-nula)

Los sistermas de tensiones o cortientes pueden tener todos los fasores de 1a
misma amplitud, en cuyo caso se denominan regulares.

Si todos los fasores estin ignalmenie’ defasados entre si en 27fn, se deno-
minan 'propics_ Si cumplen simultineamente ambas condiciones, son sistemas
perfectos. En consecuencia, desde el punto de vista de la simetria los sistemas
de tensiones o corrientes se clasifican en:

r [ 1.0 regulares_
J ) (en amplitud) | ) y 35 perfectos
1} simeétricos i (en amplitud
1.2) propios y fasc)
f.
Sisterna de tensiones ﬁ ; fen fase)
¥ ¢oimentes AN i:tegularqs
B (en d'mphtUd) 2,2.3) defurmadgs'
2} asimétricos 4 (en amplitud
: : . y fase)
: - 2.2) impropiocs
J i {en fase)
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Notese que un sistema de tensiones o corrientes perfecto es necesariamente
equilibrado, pero puede no cumplirse la inversa. Esto es, un sistema equilibra-
do puede no ser simétrico.

En efecto, un sistema de 2 tensiones equilibrado o no, conectado a un
sistema de n cargas mediante n conductores (sin neutro), genera stempre ‘un
sistema de correntes equilibrado, que puede no ser simétrico.

Finalmente se dird que un sisterna de cargas es balanceado cuando estd
constituido por # cargas iguales. Luego desde el punto de vista del sistema de
cargas, es: .

1} balancesdo (cargas iguales)
Sistema dc cargas

2) desbalanceado (cargas diferentes)

17.4 _Sisterms perfectos

17.4.1) Generalidades: De acuerdo a las definiciones introducidas en e]
pardgrafo anterior, un sistema polifisico perfecto de tensiones, puede ser ex-
presado en el dominio temporal como:

v (i)

¥ senwt
2
Vo ft) = ¥V, sen| wt—-——
" "
______ — e L —
vft) = V,, sen Fuf——{i—l)l
n
———— e — e —
vt = Vmsen[wt“——-(nu-lj
n

Al aplicar estas tensiones & n circuitos bifilares constituidos por un sistema
de cargas halanceado, se dard lugar a un sistema de corrientes también perfec-
to.

Para el sistena trifisico es n = 3, resultando un defasaje de 120° entre
las distintas tensiones. _

En las Figs. 17.1.2} ¥ 17.1.b) se muestra un sisterna trifisico perfecto de
tensiones. :

El orden en que los fasores arménicos pasan por un eje dado, se denomina
secuencia u orden de dltermacion de las fases. Asi en la Fig. 17.1.b), si se
considera la rotacion positiva en el sentido antihorario indicado, los fasores
pasardn por un determinado punto en el orden 1-2-3-1-.. ., denomindn-
dose 2 la misma secuenciz 1-2- 3 o secuencia directa



592 Andlisis de Modelos Circuitgles

8i se cambia ¢l sentido de rotacidon del generador o se permutan dos de fos
tres conductores se invierte la secuenciz de fases. En la Fig. 17.2 los fasores
pasan en el orden 3 - 2- 1.3 .., dando Jugar a la Hamada secuencia 3 - 2 - 1

O SECUEnCia tnyversa.

Fig, 172

$17.4.2) Concatenacién de los sistemas trifiisicos: Existen dos maneras de
concatenar tanto los generadores como las cargas, v son las llamadas conca-
tenacion en estrella y concatenacién en tridngulo.

a) Concatengcion en estrelly

En la Fig [7.3 se muestra la concatenacion en estrella de un generador
trifdsico representado a partir de generadores monfésicos.
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El punte comin & se denomina punto neutro, y eventualmente, el con-
.ductor que pueda unir ests punto,.con un puntc homblogy en la carga se
denomina-conductor neutro, Los conductores que umen los otros puntos del
generador con la carga se denominan conductores de linea.

Vn ¥, v V3 se denominan tensiones de fase o tensiones simples, mientras
que ¥y3, Va3 y V3, tensiones de linea o tensiones compuestas. Por simple
inspeccion se advierte que las corrientes en los generadores y las lineas seran
iguaies, no asi la tensidn entre lineas en comparacién a fa tensién por fase.

Si bien es cierto, que un mismo circyito, los gemeradores y Ja carga pue-
{em ®Rel HSHHD SueTa 97 TORSWATERS, PAth enaamhias as ihalonas vnie
las tensiones de Ifnea y fase se conmsiderard el circujto de Ia Fig. 17.4. Se
supope um sistema perfecto de tensiones de secuencia directa que alimenta a
una carga balanceada constituida per tres impedancias iguales conectadas en
estrella. Claro que, independientemente de la forma de conexion de'la carga,
a las impedancias, tensiones y corrientes €n las ramas de la misma se las de-
nomina impedancias de fase Zy; tension de fawe Vp y comente de fase Tren
forma genérica. Las tensiones entre lineas se denominan Vy y, v las corrien-
tes en las mismas I .

Y
v23
L___z____, Fig. 17.5

En base a los supuestos anteriores puede construirse el diagrama fasorial
‘ilustrado en la Fig. 17.5. Téngase en cuemta gque debe cumplirse que
Via+ Vaz+ V3 = 0, al ser el sistema perfecto y por lo tanto equili-
brade y que la suma adecuada de las fensiones por fase dardn las temsiones
entre lincaz. Ademds, las tensiones por fase mantienen el mismo defasaje re-
lativo de 120°. S¢ observa que, por ¢jemplo, para el modulo de la tensién

entre los puntos 2 v 3 resulta:

— = ¥, sen — (17.1)

& 1 (Zﬁ) 7 ) ) -
0 —_— —_— = = ’
pe 2 2 3 ¢ )
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reemplézando Ia Ec. {(17.2) en fa Ec. (17.1} vy operando:
V3

2

l
Vzgz 2733’8?‘1 ":;"= 2V3

Vs = V3 ¥,
y generalizando: ¥V, = /3 ¥ (17.3)

ademds es inmediato que: I = Iy (17.4}

La Ee. (17.5) indica que el modulo de fa tension de linea es /3 veces
mayor que fa tension de fase. La Ec. (17.4) muestra que los modules de las
corrientes de linea y fase son iguales.

b) Concarenacion en tridngulo

En la Fig. 17.6 se ilustra la concatenacion en trifngulo de un generador
1rifasico, tepresentado a partir de generadores monofisicos. Dicha disposicién’
forma un circuito cerrado, y las lineas de distribucion se toman desde los
vértices del tridngulo. Notese que si bien es posible conectar peneradores en
todngulo, no es muy ventajoso, puesto que sl carscer de neutro no existe un
punto natural para conectarlo a tierra y asegurar Ia proteccion del sistema.
Advirtiéndose . ademds, que en esta conexiOn, el sisterna debe ser siempre
equilibrado, pues el tridnguto ofrece un camino de cortocircnito a Ia corriente’
que puede circular dentro del mismo s el sisterna no lo es, lo que trae apare-
jado serios problemas al generador. -

L
R t
1 . '

Vo

Fig. 176 31
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Por simple inspeccién se advierte que en este tipo de conexion la tensidn
entre lineas es igual a la tension por fase, en cambio la corriente de linea
difiere de ia de fase. '

Con &l objeto de encontrar fa relacién entre las corrientes de lmea y las
de fase se tendrd en cuenta el circuito de la Fig, 17.7.

Se supone un sistema perfecto de tensiones de secuencia directa conectado
2 una cargs balanceads, lo que dard lugar a un sistema perfecto de corrientes.

La nomenclatura respecto a las tensiones vy corrientes de linea y fase son las
comentadas anterioomente. En base a todo esto puede construirse el didgrama
parcial ilustrado en la Fig. 17.8.a), en el que las impedancias por fase se han
wguesta de cardeter inductiva de alll aue las cowientes atuasen wsgecta de
las correspondientes tensiones. También aqui debe cumplirse que
Vi, + Vi + V3 = 0. Por las coadiciones impuestas serd también
Iia =1y =J3, V@2 = Y3 =gy porlocual I, + T, + T, = 0. Por
lo tanto, podrd construirse el diagrama fasoral de correntes mostrado en ia
Fig. 17.8b) en el que se trasladaron a un mismo punto e! origen de los fa-
sores correspondientes a las correntes de fase, manteniendo entre ellas el rnis-
mo defasaje relative de 120°. Por adecuada, lasuma de las corrientes de fase se
obtienen las cormspondientes de linea. En el mismo se observa que, por
gjemplo, para el modulo de la corriente {3 resulta:

I3 / ] ; T
—_—— 22 sen —
5 31 n 5. 31 3
Iy= /3 Iy
generalizando resulta; I=+3 1 (17.5)

por simple inspeccién; Ve = Vr (17.6)
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Ia Ec. {17.5) jndica que el mddulo de la corriente de lines es \/_5 veces
mayor que el correspondiente a la de la fase. La Ec. (17.6) muestra que son
iguales los mbdulos de las tensiones de linea y fase.

174.3) Potencia en sistemas trifdsicos perfectos: Independientemente a la
forma de conexign, por lo expuesto en el Cap. 7, es sabido que la potencia
activa por fase seps:

P_'r: Vf If cos Pr
y por ser el sistema trifiisico perfecto, la porencia activa tofal serd:

P=3 V¥ I cos @ : (:7.7)
Fir i

De manera aniloga que en el Cap. 7, la potencie reactiva iotal pan el
sistema trifisico eg: '

Py = 3Vl sen ¢f . (17.8)

y la potencia aparente total serd:

P, =3V, I/ =3V, eV I, i1} (17.9)
donde naturalmente, su modulo es:
Ps =3 Vf ff

Es de hacer notar que en los sistemas monofisicos, cuando P, = 0, puede
decirse que desde los botnes de entrada al circuito es o se comporta como
resistivo puro,

En cambio en un sistema trifdsico hay que aplicar este concepto en forma
cuidadosa, pues én fas distintas fases pueden existir cargas de cardcter reactivo
inductivo y reactivo capacitive de forma que la potencia reactiva total pueda
ser nula, lo que no indica que desde cualquier par de terminales €l circuito se.
comporte como esistivo puro. Esta situacién puede darse en sistemas desequi-
librados. : .

Por otra parte, en las Ecs. (17.7); (17.8) ¥y (17.9)los parimetros que inter-
vienen son los de fase. Pero puede ocurrir que si por ejemplo fa concatena-
cidn es estrella ¥ no se tiene acceso al neutro, no se conocerd la tensign de
fase. Ademds, si la concatenacion es en tridngulo deberia abrirse el mismo
para medir la corriente de fase. Todo esto muestra la conveniencia de expre-
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sar las ecuaciones anteriormenie mencionadas en funcion de los pardmetros
de fmea. : '

Teniendo en cuentas que para la concatenacidn en estreils laz relaciones
entre los pardmetros de linea y fase estin dadas por las Ecs. (17.3) y (174);
v para la coocaienacion tridgngulo por las Ecs. (17.5) y (17.6) reemplazando
estas ecuaciones en las Ecs. (17.7), (17.8) y {17.9) se encuentra que inde-
pendientemente del tipo de conexidn seri: '

P= /3 ¥V, I cos of (17103
Py= 3 Vi sen o5 {17.11)
Be=\3V, v, o1} =p+jp, (17.12)

donde su modulo es P, = /3 ¥, I,

Se recuerda que yr es el dngulo correspondiente a la impedancia de carga
por fase, y no se relaciona con el angulo entre Vy e £,

Finalmente, por Ias consecuencias que trae aparejado es itil estudiar la
expresion de la potencia instantinea total.

Para el caso perfecto en estudio v suponiendo cargas de cardcter inductive,
las tensiones y corrientes instantineas pueden expresasse como:

vy ft)=V; V2 sen wi v i ft)=1f V2 sen {wit -yl

A

vy ft)= .V_,e \(/_2— Sen(ldt"—“;—qﬂ]\; iht)=1Ir \/E serl (;.or-— ";"'“"‘ﬂf)‘
vy ({t)= V;ﬁ fen {wr— :— 7:] ; faft) =1 V2 sen{wt ﬂ% n~¢pf)
la potencia por fase e caleula como: pft) =v {1} ift)
Pr(t)=2 Vr iy sen ot sen {wi!—pp)
,bz {t}=2 Vg Irsen [wt ——§~ ?T)SEH (wt ——i— 1r-—s,of)

4 4
p3(t/=2 Vg lrsen '(r.ut - -; ﬂ']sen (r.ar —'—3—-rr . ‘pf)

| .
recordando que: sen a senf= -2— [ cos fa— (3} —cos fat ﬁ}]
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123 expresiones anteriores resultan:

py(t)=TV; Ircos ¢r— Vi fy cos (2wt — ) - (1713)
. . . 4 . -
r palt)= Ve Iy cos gp— Vy Ipcos (2 wr*-j;ﬂ-—wf] (17.14)
. 8
psft)= Vylrcos pr— Vylycos (2 wt—~-—3—— ?r“}pf) {17.15)

Puesto que 2 potencia instantdnea total serd:
pit) = py(t}+ paft) + paft)

se realiza la suma de las Ecs. (17.13), (17.14) y (17.15), donde se anulan 2
sumarse los segundos términos del segundo miembro, resultando:

plt) = 3V Iy cos g = P (17.16)

La Ec.(17.16) indica que la potencia instantdnea en los sisternas perfectos
no e funcion del tiempo; es decir, que es constante € igusl 2 la potencia .
activa.

Ademds, s¢ observa, por comparacién con laz expresién de la potencia ins-
tantdnea hallada en el Cap. 7, Ec. (7,22), que carece del término pulsatorio
que existia para el sisfema monofisico. Esto crea condiciones ventajosas res-
pecto al funcionamiento de las maquinas trifisicas desde el punto de vista
mecdnico, pues se eliminan las vibraciones er el funcionamiento de los mis
mos.

17.4.4) Resoluciéon de los sistemas perfectos: Los sistemas perfectos se
resuelven por los métodos de andlisis de circuitos en régimen senoidal perma-
nente va conocidos. Pero antes, de dar glgunos ejemplos, es conveniente efec.
tuar ciertas observaciones y luego plantear una forma de simplificar los
- cilculos.

Una primera observacion se refiere a la eleccion de algunas de las tensiones
dato como referencia con un dngule de fase nulo. Esto se debe a que gene-
relmenite, se conocen los modulos de las tensiones de excitacion pere no su
fase. 1a cleccion de una de ellas como referencia determinard los dngulos de
fase de las demds tensiones del circuito. Si arbitrariamente se toma como re-
ferencia a Va3, en los diagramas de la Fig. 17.9 se representan parg esa
condicién todas las tensiones para la secuencia §-2-3 v parala 3-2.1,
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Fig.17.9

Pe la Fig. 17.9a) para el caso de secuencia ! - 2-3 se desprende que:

Vip =V o/ 13¢
?23 = VL ef“

Vg = ¥ /2%
43 2197

V
1A \"’E

N 1] . o
- v, el?0 V, e-f3¢

-

N = = —
V3 V3

Vay = i 2 7210° - Ve gf150°
V3 V3

De la Fig. 17.9.b) para el caso de secuencia 3-2-1 resulta:

V= vy /%
Vs = ¥, ef®

— . O
Vi = ¥V /139

Fiv =k 20w b oo
V3 NE

_ ¥V s

Vow = - e/ 30

?31\’ - 42 g J150
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con lo cual el problema de la eleccidn de fase queda univocamente definido.

Una segunda observacion es la referida al conductor seutro que en el caso
de la Fig. 17.4 une el punto comin o neutro de la estrella de carga, con su
homodlogo en ef generador de ja Fig. 17.3. Debido a que el sistema de ten-
sibn que se aplica es perfecto, y la carga es balanceada, existird un sistern
perfecto de corrientes. Por aplicacién de la 12 Regla de Kirchhoff resulta
que la corriente en el conductor neutro serd:

I_N :T|'t‘ E'I-T:,EU

Esto significy que para las condiciones impuestas, el conductor neutro no
trasporta ninguna cortente, y en principio podria eliminarse si se tiene la cer-
teza que la carga serd siempre balanceada. Pero esto trae aparejado un resgo,
pues si por algiin motivo varian algunas de las impedancias de carga, desba-
fancedndose el sistemna, al no existir el conductor neutro se producinin ten-
siones asimétricas en las fases de la carga, & pesar gue las tensiones provistas
por el generador sean perfectas. _

Es por elle, ademds de otras razones, que en general es conveniente lg in-
clusién del conductor neutro. Al no ser la carga perfectamente balanceada, la
suma de las lres corrientes de linea no serd nula, pero en general pequefia, o
que hace que | conductor neutro pueda tener menos seccién que lay de li-
nea. Ademis hay que fener en cuenta que en general las lineas trifisicas son
las que alimentan a las cargas monofisicas, donde ellas se conectan entre un
conductor de liney v el neutro.

Finalmente, se planteard una forma de reducir c¢ileulos en la solucién de
los sistemas trifsicos perfectos. Esta reduccion de cdlculos se debe al simple
hecho que, por las condiciones impuestss, bastard con analizar una sola fase,

R

Fig. 17.10
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y trasportar los resultados a las restantes con igual médulo y el defasaje corres-
pondiente. Cuando ¢ problema es referido 2 una comexidn en estrella de ge-
nerador y carga, su solucidén es inmediata, pues basta sélo considerar la ten-
sion de fase de excitacion vy la impedancia por fase de la carga. Deberd ope-
rarse un procedimiento previo, cuando se presenta, por ejemplo, la disposicidn
indicada en la Fig. 17.10. El procedimiento genecal consiste en trasformar el
circuito, reemplazando las conexioncs en tridngulo de generador y carga por
su equivalente en estrella,

En lo que respecta a la carga, debe recordarse fo expuesto en el Cap. 14 res-
pecto de las trasformaciones estrella-tridnguio. Las Fes. (1431), (14.32) ¥y
(14.33) permiten trasformar tres impedancias conectadas en tridngule a un equi-
valente de tres impedancias conectadas en estrella. Como en este caso las treg
impedancias del tridngulo son iguales, las impedancias por fase de la estrella equi-
valenie balanceada resultan tres veces mds pequefias que las impedancias por fase
del tridngulo, es decir:

— A
7= 28
3

Respecto de la excitacitn, deberd cumplirse que el mddulo de las tensiones:
de fase del generador equivalente conectado en estrefla, sea /' 3 veces menor
que las tensiones de linea dadas, es decir:

153

V3

de esta forma se Hega al circuito equivalente mostrado en la Fig. 17.11.a).
A partir del mismo se encuentra el circuito equivalente monofdsico ilustrado
en la Fig. 17.11.b). Bl mismo, estd constituido por una fase del equivalente
trifdsico de cuatro conductores cuya tension es igual al modulo de la fension
de fase, a la que se le asigna una fase nula, y cuya impedancia de carga es
igual a una de las impedancias de la estrella equivalente. De esta forma podra
hallarse la corriente de linea que resultard con un dngulo de fase respecto a
la referencia adoptada para la tension, y comdc ésta se tomd con fase nula
dicho dngulo serd — wz.

Todas las correntes de linea poseerdn igual modulo que la hallada, v esta-
ran defasadas entre si en 120°. Finalmente, [as corrientes de fase en las im-
- pedancias conectadas en el tridngulo original poseerin un modulo V3 veces .
menor que las corrientes de linea. Sus dngulos de fase se determinardn esta-
bleciendo los dngulos de fase de las tensiomes entre lineas, a las que se le
sumard, con su signo, el dngwlo de fase hallado pars la corriente de linea en
el equivalente monofasico. Véase el problema 17.5.3,

sz
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Nétese, que en el equivalente de la Fig. 17.11.b} se ha cerrado el circnito
por tierra. Esto se debe a que al ser nula la corriente en el conductor neutro,
no existirdn en él, caidas de tensién ni pérdidas de potencia, por lo cual de-
be elimindrselo para los cdlculos ¥ no considerar su resistencia. Solamente, si
los requisitos del problema lo imponen, deberia considerarse [a resistencia del
conductor de linea.

17.5 Sistermas asimetricos y desequilibrados

Cuando las tenmsiones que provee el generador trifisico no son simétricas,
gs decir con amplitudes y/o defasajes desiguales, o las cargas no son balan-
ceadas, resultard en general, que las corrientes en los circuitos son asimétricas
¥, segun la conexion, no son equilibradas. Por lo tanto, s¢ llega al sistema
asimétrico ylo desequilibrado por asimetria del generador, ¢ por desbalance
de la carga, o por ambas razones a la vez. Algunos de los problemas gue se
presentan en la prictica, son sencillos de resolver, otros en cambio reciben un
tratamiento especifico.

El caso a tratar es el siguiente: los peneradores trifisicos se disefian, en
principio, para suministrar tensiones perfectas. Las lineas trifdsicas, ademis de
conectarse & receptores trifdsicos, alimentan también a cargas monofisicas,
que se tratan de distribuir de igual forma en cada una de las fases. Esto no
siempre se puede loprar adecuadamente y la carga se presenta desbalanceada.
Es de hacer notar que estos problemas con cargas desbalanceadas estdticas se
pueden resolver facilmente por los métodos empleados hasta el presente, lo
que puede comprobarse mediante algunos ejemplos,
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Efemplo I:

Para el circuito y datos indicados en la Fig. 17.12, siendo la excitacién de
secuencia inversa 3-2-1 se desea calcular las correntes en Ios conductores
de linea y en ¢l neutro.

o - Viz=Vogria] =2 38OV
N ? \? 127 VEarva) T
Frazel® g

= = {60

F —

‘ I L R
i Za=1 e'"

[ :

Solucidn.:
De acuerdo a lo explicado en el pardgrafo 17.3.4 resuita:
Viy = 220 /270 ¥

Vany = 220 /3y

Pan = 220 /159y

por lo que las corrientes en las lineas serdn:

_ ¥ 220 ¢ /279 = e

T = — = 10 ¢/ A
Z, 22 et

.7 220 ¢/30° S

I, = __IN = ——— = |} o170 A
Z, 20 v

_ ¥ 2120 gf150° o

L === =20 7 A

Z, 11 /7
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y la corriente ¢n el neutro:

In == ([ + I+ I3} =— [(0—7 10} + {342+ j9.4]+ (0+]20}]

Ty =— (342 + 19t = - 197 g8 A = 197 /100" A
Notese que las corriews @ »¢ linca son de distinta amplitud, no guardan el
desfasaje relative de 120° ' civcula corriente por el conductor neutro.
Ejempla 2

Para e! circuito y datos indicados en la Fig 17,13, siendo la excitacion de
secuencia directa 1-2 -3 se desea calcular las corrientes de fase v de linea.

T V) pv gy YR =y S 2OV
1 ) 1

- s i
ry | Fneenel® g
Viz . l Zpa: 22 g% g
Taenel 0
i
“ 2
2 !
3!
[Fa _
Tvza B s
k) + o]
S

Fig. 17.13
Solucion: _
De acuerdo a lo explicadd en el pardgrafo 17.3.4 resulta:
Via'= 220 ¢f120° V
Vi = 220 ¢/ v
Vi = 220 ¢4y
por lo tanto, las corrientes en las fases de 14 carga resultan:
- Vlz 220 8;'1200
Ii; = I

N .o
Zy, 22 g0

=10 /2% A= (—5+/866) A
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v las corrientes en las Jineas S(;I’l: -
Ty =Tig—Toy =(—5+78,66)—( —20)=(15+ /8,66) A=17,32¢/3 4
Ty =Ty ~Tyy =(~20)—(766 + j642) —(~5 + [ B66) = |
= (12,66 —72,24) A= 12;86 e 10" A
Ty=Ty —Thy = (—20) —(7.66 + [ 6,42) =(— 27,66 —f6,42) A =

= 2830 g/13° 4

S¢ observa que tanto las corrientes de fase como de linea no poseen para
cada grupo la misma amplitud ni defasaje relativo de 120°.

Es cportuno insistic sobre Jas condiciones en que se basa este primer caso
- de regimenes desequilibrados: la carga es estdtica v los generadores ideales, es
decir que no se tienen en cuenta las caidas de tensitn en los mismos. Dentro
de estas restricciones se verd un Glthmo ejemplo, ef cual serd previamente ana-
lizado antes de efectuar su resolucién. En el ejemplo N° 1 se observa que a
pesar de ser deshalanceada la carga, al ser el sistema de temsiones aplicado
perfecto, el valor eficaz de la tension de cada una de las impedancias de car-
ga serd constante ¢ jgual, al valor de la tension de (ase.

Pero ;qué sucede si a esa carga desbalanceada se fe suprime el conducior
neutre? , como se muesira en la Fig. 17.14. Es evidente que las tensiones por
Yase Ulehran ewire §1, ¥ &N & punio comun 08 €538 Yres unpebapcas Oe
carga no se encontrard el potencial def neutro &, sino a otro potencial que se
designard con N’

Recuérdese que en el caso de sistemas equilibrados, ver Fig. 17.9, €l punto
neutro N correspondia al centro de gravedad del tridngulo de las tensiones de
linea.

En el caso de [a Fig. 17.14 las tensiones por fase son distintas entre si, v
en gencral pueden dar lugar 2 un diagrama fasorial como el ifustrado en la
Fig. 17.15, para secuencia inversa 3 -2-1, donde s¢ ubica arbitrariamente &,
y el punto que corresponde al centro de gravedad del tridngule de las ten-
siones de linea N. Puede observarse el desplazamientc del punte neutro; y la
tension Vo recibe generalmente el nombre -de fension de desplazamiento
del neutro. Si bien el problema presentado se resuelve’ ficilmente mediante
los métodos conocidos, las tensiones por fase v las corrientes de linea podrdn -
obtenerse mis répidamente encontrindose una expresidn para la tensidn de

desplazamiento Fyw que no dependa de las tensiornes de fase referidas al
punto N sino al N,
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o

Viz

(4111
3

w
-
|
-

Fig. 17.14

Con ese objeto, se plantea jJa 12 Regla de Kirchhoff al nodo N’ de la
Fig. 17.14 resultando: .

L+ +1, =0 (1717

pueden expresarse dichas corrientes de linea en funcion de las fensiones en
las cargas y sus correspondientes adinitancias, teniendo en cuenta que:

}71 =
En virind de lo antedicho la Ee. (17.17) puede escribime:

Vin: 71+ Vone Fat Vay: Y3 =0 (17.18)

pero de la Fig. 17.15 s¢ desprende que:

Vin ='?mr + Vune (17.19)
Van' = Vo + Van (17.20)
Vin' = Van + Py (17.21)

reemplazando las Bes. (17.19), (17.20) y (17.21) en la Ec. (17.18) es:
(Vin + Vune) Yy + (Vo + V) 2+ (Vay + Van) ¥3=0

CVin Tt Vy B+ Uiy Vs == Ve (73 + ¥y + V) (17.22)
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teniendo en cuents que Pyw = — Pun- la Ec. (17.22) s puede expresar
también como: .

VzN ?i + T"-:1.1\' 3}2 - VsN ?3

Vuw = - = — ' 17.23
o i+ ¥4 Y, ' ( )

Fig. 17.15

En la Ec. (17.23), las tensiones V,y; V,y y Van se determinan en gene-
ral, para la secuencia dada, mediante el procedimiento descripto en la Fig.
17.9. Una vez caleulada la tension Fyne se podran calcular las tensiones rea-
les en la carga mediante la aplicacion de las Ecs. (17.19), (17.20} y (17.21).
En el conocimiento de estas tltimas, por aplicacién de la Ley de Ohm pue-
den encontratse los valores de lag corrientes en las lineas como = detalla en
¢l siguiente ejemplo. :

EBjemplo 3:

Para el cirevito v datos indicados en la Fig. 17.16, siendo la excitacion de
secuencia inversa 3-2-1 se desea calcular las tensiones en la earga, la co-
miente en las lineas y construir el diagrama fasorial.

Sohwidn:

De acuerdo a lo explicado en el pardgrafo 17.3.4, resulta: |
Vv = 220 ey
Von = 220 /30 v

- - -
[/31, = 220 7150 AV
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o~ st 31 Yizm V3 V31 VLT 3BAY

Vig
vuJ

Vs

I-wet®n

7 © Epewel® g

Tav5ei¥

o

Fig. 17.16

ademas, las admitancias de carga serdn:

- 1 t

V,=—=— =01 ¢ Q=010
! Z, 10 270 0
¥, = L. ! 0,1 ¢ o = (0,05 ﬁ)aéé)ﬂ
2 Z, 10 /80" 7’ € T ’
- 1 1 .
Ys =0 = ———~— =02 ¢/ =(017-j01i Q
Zy '

5 o 130°

Previo al cdleulo de Vaw dado por la Ec. (17.23) se realizarin cdlculos
parciales: :

¥+ ¥+ 73 = 0,1+(005—~/0,086) +(0,17—70,1) =
= (0,32~ 0,186/ 0
Y+ ¥yt ¥y =037 ¢930° g
por otra parie:
Vin ¥y =220 ¢/270 0,1 200 =23 (i g = ;2 A
Van Yo 220 253" 01 o7/60" =23 o430 4 _ (jo 711y A

Van ¥3 = 220 159 0,2 ¢790° = 44 oi120° A = (—23+738) A
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en comsecuencia:
Vin Vit Voy Yo+ Vay Fa=— j224(19 —j11)+/—22+/38) =
=(—3+)5) A= 58 121" A
Con los valores hallados puede aplicarse k2 Ec. (17.23) resultando:

5,83 ef121®

= — = 15,75 ¢ 151y
0,37 -39

Vaw

Pueden ahora calcularse las tensiones por fase en la carga:
Vv = Vay + Py = 220 &2 - 15,75 o157
Vo = Vay + Ty = 220 o1 — 15,75 /180
:'731\“ = Van + Py = 220 e/15¢° — 1575 ¢ /15"
operando; ‘
Vi =~ J220— (= 13,77+ j7,63) = (13,77 - j 227,63) V' =
= 228 ¢/865% y
Van = (190,52 f L10) = (- 13,77 4+  7,63) = (204,29 + f 10237} ¥V =
= 228,5 ¢/2661° y |
Vay = (= 190,52+ 110) — (~ 13,77 +7,63) = (— 176,75 +/102,37) =
= 204,25 ¢/t0 v

¥ las corrientes de Ifnea:

L
I

T, =V 7y 128 86,83 0,1 e!O"' =128 8-536,53" A

L= Vay ¥y = 2085¢/2681° g1 ¢760° = 2385 ¢339 4

= Vay V3 = 204,25 €715 02 739 = 4085 /120"
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En la Fig- 17.17 se muestra el diagrama fasorial de tensiones de lin®2 ¥
de fase. A efectos jlustrativos se agrega el punio neutro &V, con el objet? de
poner en evidencia Ia tensién de desplazamienio def neutro.

Fig. 17.17

Yiz

Finalmenfe, es interesante destacar gque existe otro caso, que sélo se fMe0-
cionard pero no se analizard, que es el siguiente. Cuando las tensiones aplica-
das a una cerge dindmica por ejemplo un motor trifdsico, son desbalancesdas,
las corrientes no podrin determinarse en base # un equivalente de carga ¢Ons-
tituido por tres impedancias iguales conectadas en tridngulo o en estrella.

Ademis, si se tienen en cuenta las caidas de tensién en el generador, elas
no podrén calcularse como tensiones sobre tres impedancias iguales. Se obser- .
va (ue este nuevo caso presentado es general; tensiones desequilibradas y car-
gas desbalanceadas. La forma de resolucion especifica empleada pard el
cdlculo de los regimenes desequilibrados como los mencionados se demofiling
método de lus componentes simétricas. Naturalimente que se aplican también
loe métodos del capitulo 13. Este método se basa en €l hecho de qué un
sistema de n fasores cualquiera, puede hacerss equivalente al resultado de la



Régimen permanenie de circuitos trifisicos 611

superposicion de # sisternas simétricos de # fasores. En otras palabras, ef sis-
tema desequilibrado, es mempluado para los céleulos por m sistemas simé.
fricos.

Ent el caso de ios sistemas trifisicos, los tres conjuntes de componentes
simétricas reciben el nombre de componente directa o de fase positiva; com-
ponente inversa o de fase negativa y compenente homopolar ¢ de fase nula.
Los dos primeros sistemas perfectos y el filtimo simétrico en amplitud.

Una de las aplicaciones fundamentales del método de las componentes
simétricas, es [a referida al analisis de las averfas que se producen en las I-
neas de trasmrusidn de energia, donde se desean determinar las tensiones y
corrientes en la zoma defectuocsa, y especialmente las correntes de cortocir-
cuite. Es interesante destacar también, que de este método se desprende tam-
bién fa forma de calcular las potencias en los sistemas desequilibrados, que
difiere de la empleada parz los sistemas perfectos, ya gue resulta no nulo el
término pulsatorio de la potencia instantinea.

fa experienciz en la aplicacion de este método indicz que es adecuado
para la solucién de problemas complejos, pero no asi para los sistemas sén-
cillos, pues complica su solucién en comparacion con la brindada por tos
métodos clisicos empleados hasta el presente. Su estudio resulta impres-
cindible para quienes deben analizar la produccién y distribucién de energia
en sistemas industriales de potencia, tema éste que excede el objeto del pre-
sente libro.

17.6 Problenms resuvelios

17.6.1} Sea una linea de cuatro conductores con un sistema perfecto de
380V de tensidon entre lineas con secuencia inversa 3- 2.1, y que alimenta a
una carga balanceada conectada en esirella, en la cual cada una de sus impe-
dancias vale Z = 220/% Q. Se desear

a) Dibujar el circuito de carga, indicando las corrientes y tensiones, y para
estas tltinas adoptar Ia referencia correspondiente.
b) Calcular las corrientes en las lineas y la potencia total disipada de Ia carga.

¢) Construir el diagrama fasorial de tensiones y corrientes.
Sobucion:

a) Bn Ia Fig 17.18 se dibuja el circuito pedido. Teniendo em cuenta lo
explicadc en el pardgrafo 17.3.4 respecto de la Fig 17.9.b) pueden de-

380
terminarse las tensiones por fase. Dado que Vy = =220 V

\X_ Vi
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resulta:
Vix = 220 /7 v

Vony = 220 e/

Vany = 220 15¢ y

b) Las corrientes de Jas lineas resultan:
- 7 220 €27 .
I = N . e 1O ¢ 12307 A
Z 22 /%0

Van 220 €7

> e 10 /19" A
e

—  Vay 220 e/15¢

I PYAAL BN
. €

LA N ,___—;'_':‘?. S
! ‘ !GEN’TW/'
L fa” f

IR

¢ L L i

I = Yy~ -
. Ty [ lm ’j 2
Fig. 17.18

Adviértase [a esperada igualdad en el madulo de las corrientes y el defa-
saje relative entre los mismos de 120°.
Naturalmente, se verifica que e¢s nula la corriente en el conductor neutro,

puesto que:

In=—(T, + L+ L} =~ (10 72367 4y oi10" 4 eiuo") = 0
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La potenciz total disipada en 1a carga es, segiin Ia Ec. (17.10):

P=~/3 Vi Iy cos ¢p = /3 380 10 cos 40° = 5042 W
¢} El diagrama fasorial se ilustra en la Fig. 17.19.

Ty Fig. 17.19

17.6.2) Sea una linea de tres conductores, con un sisterna perfecto de
220V, de tension entre lineas, con secuencia directa 1-2-3, y que alimenta
a una carga balanceada comectada en tridngulo, en la cual cada una de sus
impedancias vale Z =22 ¢/% Q. Se desea:

a) Dibujar el circuito de carga, indicando las corrientes y tensiones, y para
estas Oltiras adopiar la referencia comespondiente.

b} Calcular las corrientes de fase y de linea.



814 Andlisis de Modelos Circuitales

¢) Construir el diagrama fasorial de tensiones y corrientes.

Solucién:
a) En la Fig. 17.20 se dibua el circuito pedido. Teniendo en cuenta el

andlisis efectuado en el pardgrafo 17.3.4, respecto de la Fig. 17.9.a) se
desprende que:

220 ¢/12¢

=N
L]
i

- 220 ¢/

=
¥
P
i

220 ¢ 29"y

&
it

——— 1

e

- Fig. 17.20

b} Las corrientes de las fases de carga resultan:

— ‘I;;l?. 220 e fi2e?

127 o= oo = 10 /80 A= f
1=z T 1,73+ j9.84) A
- —23 220 Efuo 1

— = = -ja0 = ] Y
I3 > ST 10 ¢ A= (766—-7642) A
- Fay 220 o290 . .
I, = =—= —=10e/% A= (_039_7342) A

zZ 22 I3
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Por aplicaciom de la 13. Regla de Kirchhoff a cada una de las uniones del
thdngulo de carga resulta:

fi=T T3 =(1,73+79,84) - (—939—/342) = (11,2 +/ 13,26} A =

| =173 5 A

T =Ty —Tiz = (7,66 =/ 642) —(1,73 +j9,84) = (5,93~ j 16,26) A =
=173 7% 4

To=Tay—Tos= (- 939 —13,42) ~ (7,66 ~j6,42) = (1705 +/3) A =
= 173 ¢ 4

Obsérvese gue s mantienen los desfasajes de 120° y que las corrientes de
linea resultan con un modulo v 3 veces mayor que tas de fase.

¢} Fl diagrama fasorial se ilustra en la Fig. 17.21.

17.6.3) Determinar las correntes de fase y de linea para el problema
17.5.2 por el método del circuito equivalente monofisico.

Solucion,

De acuerde al andlisis efectuado en el parigrafo 17.3.4, resulta:

_ ZA 22l oo
= = = 7,33 e o
: 3 3
— —_ ¥, : 220
¥ sz VLN: i e;o _____E,j'[) = 127 e‘m vV
V3 V3

El equivalente monofisico se ilustra en la Fig. 17.22. La corriente de linea
en dicho equivalente, resulta:
Vy _ 127 efﬂ e
e = 1733 ¢7% A
Z A 7 33 e

Ij_,x

puesto que la corriente en la linea I, atrasa respecty de Viy en 40 las
corrientes i, Ty e I, atwasarin igual dngulo respecto de sus tensiones asocia-
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n
\\ 154}
[ -
\\. 2600
AN
kY
13
Va1 s /
1om
.

Fig. 17.21

Vo=Vt BJDV[J 7,~ra3el*0 g

5 A

Fig. 1722
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das Vyn, Von v Viyn respectivamente. Empleando los conceptos asociados a
JIa Fig. 17.9.a) resulta para dichos términos:

Viv= 127 ¢V
Von = 127 ¢330 v
Voy = 127 200y
en consecuencia las comientes de Iimea wesulialN;

11 = I ef(fJV;N 0 )

ey
[¥]
it

I gitbyyy *01.)

13 = -{L e)‘I(OV_;N'i'ofL}

por lo cual:
T, = 17,33 of OF =80 1733 ,i50° 4

17,33 7 (330"~ %) = 1733 ¢/ A = 1733 770 4

o
I

T=1733 7T w733 11 A = 1733 610 4

1i

Por otra parte, para el modulo de las corrientes de fase en la carga ori-
ginal se cumple:

a su vez pare la secuencia dada es:
Vi = 220 /1% vy
Vas= 220 ¢/ v
Var = 220 /2" v
por 1o cual:
}.n = e/ Ori ¥ 01 )

Dy =i el (Vg3 01,

I3 = If eff0yy, +8)
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resuitanda:

Tia= 10 ¢/ 0207 =49) = 1 (i80 4
Ty = 10 g/ 16— 40 = g W 4

Tor= 10 g/ @479 = g £1200 4

Los resuifados coinciden con los del problema anterior.

17.7 Problemas propuestos

17.7.1) Sea una finea de cuatro conductores con un sistema perfecto de
440 V de tensidon entre lineas, con secuencia directa | -2 -3, y que alimenta
a una carga balanceada conectsda en esirella, en la cual cada una de sws im-
pedancias vale Z = 25,4 e7730° £. Se desea: '

a) Dibujar el circuito de carga, indicando las corrientes y lensiones, y
para estas Gltimas adoptar la referencia correspondiente.

b} Calcular las corrientes en las lineas v las potencias aparente, activa v
reactiva totales. '

Respriestas
a} Fl circuito es el mostrade en la Fig. 17.18. Las tensiones de fase resul-
tan:
171!\( = ﬁ54 ejgo"" v
Vo = 254 7%y
Pan= 25¢ /20 vy
&
B) L =10 £/ A L= 10T A Ty 10e/2% 4

P, = 7621 ¢ 13 VA

= — 3810 VAr
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i7.7.2) Sea una linea de tres conductores con un sistema perfecto de
3380 V de tensiém entre lineas con secuencia inversa 3-2-1, que alimenta a
ung ¢arga balanceada conectada en tridgngulo, de la cual cada una de sus im-
pedancias vale Z = 38 2769 1. Se desea:

a) Dibujar el circuito de carga, indicando las corrientes y tensiones, y para
estas Ultimas adoptar la referencia correspondiente.

b) Calcular las corrientes de fase y de linea.

Respuestus

a} En el circuito mostrado en la Fip. 17.20, las tensiones de linea re-

subtan: .
Vi, =380 /2 v
V,, =380 ¢ v
Vy, = 380 /2%y

b) Tp=10e/180° =— 10 A
Tos= 10 /8% = (5 -78,66) A
Ty = 10 ¢/ = (5+7866) A

= ( ..... 15._.]'3,66) = 732 e_r‘zm"’ A

™~

{

, = (15-7866) = 17,32 /3 A

g

|

—y

L= (0+71732) = 17,32 &/ A

NOTA: Adviértase que los problemas 17.6.1 y 17.6.2 son similares a los
17.5.t ¥ 17.5.2. Existen algunos cambios de valores, y se modificaron las se-
cuencias. Para ambos grupos se emplcaron, segun correspondia, los circuitos de
las Figs, 17.18 y §7.20, pues cstos no sc alteran con el cambio de secuencia;
lo que si se modifica es el diagrama fasorial.

17.7.3) Para el circuito y datos indicados en la Fig. 17.23 se desea:

a) Dibyjar el circuito equivalente monofisico.

b) Calcular ¢l modulo de la corriente en las lineas y las potencias totales
aparente, activa ¥ reactiva.
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Respuestus

a} Se wmuestrz en I Fig. 17.24

b) 13

P. = 68208 o745 VA

17,90 A

P = 4823 W
P, =— 4823 VAr

1
i

2
Cr
3
o0
¥ 7 220¥
Z, s T, ' Zpers e g
Zg~ o8z e 193" g
Fig. 1723
I
—k

'_-_\:I‘
=
3
s
o
w_
=]
=
—

]En-—sa.aa.e'm" n D Zeae ™ g
’I fJ? Vrrd

Fig. 17.24
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